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В работе рассматривается задача расшифровки полиноми-
альных функций ранжирования. В случае когда функция ран-
жирования зависит от известной переменной линейно предло-
жен алгоритм расшифровки с точностью до мультипликатив-
ного множителя с известной погрешностью, а так же его оцен-
ка сложности. Представлен класс функций, для которых су-
ществует алгоритм, определяющий для какой из переменных
соответствующий моном имеет наименьшую степень и наимень-
ший по модулю старший коэффициент. Дана оценка сложности
данного алгоритма.
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1. Введение

Интенсивное развитие веб-технологий привело к появлению на
рынке компаний, предлагающих услуги по продвижению веб-сайтов.
Задача таких компаний состоит в том, чтобы для заданного поис-
кового запроса так изменить исходный веб-сайт, чтобы он оказал-
ся в первых строчках выдачи интернет-поисковиков по данному за-
просу. Предположим, что при фиксированном поисковом запросе
интернет-поисковик каждому веб-сайту сопоставляет некоторый век-
тор n-мерного евклидова пространства, называемый вектором сайта.
Предположим нам известна эта функция сопоставления. Предполо-
жим также, что существует некая функция ранжирования в соот-
ветствии с которой интернет-поисковик упорядочивает вектора, со-
ответствующие сайтам, и в таком порядке выводит ответ на данный
запрос. Будем полагать, что функция ранжирования нам не извест-
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на, но мы хотели бы ее узнать, поскольку это поможет вывести наш
сайт в верхние строчки списка поисковика.

Стандартная процедура расшифровки функций, предполагающая
возможность спросить у оракула значение функции на векторе зна-
чений аргументов, здесь не пройдет, поскольку если даже предполо-
жить, что мы сможем сформировать сайт с заданным вектором сай-
та, то поисковик не сообщит нам значение функции ранжирования
на данном векторе. Зато если мы сформируем два сайта с разными
векторами, то мы сможем узнать на каком из этих векторов значение
функции ранжирования больше, только взглянув какой из сайтов вы-
ше в списке. Тем самым у нас возникает задача расшифровки с новым
видом запросов к оракулу, который назовем запросом на сравнение.

Итак, пусть нам дано множество F функций ранжирования, дей-
ствующих из Rn в R. Пусть f некоторая неизвестная функция из
F . Запросом на сравнение называется пара точек (a, b). Ответом на
запрос (a, b) называется число sign(f(a) − f(b)). Нам разрешается
задавать любые запросы на сравнение и с помощью них хочется рас-
шифровать функцию f .

В работе показывается, что если множество функций ранжиро-
вания F есть множество полиномов от многих переменных таких,
что каждый моном полинома является функцией одной переменной,
причем среди мономов существует хотя бы один моном степени 1,
то есть функция ранжирования зависит линейно от какой-то из пе-
ременных, причем указано от какой, то каждая функция из этого
класса может быть расшифрована с точностью до множителя с на-
перед заданной точностью. Причем, если заведомо известно, что на
рассматриваемом отрезке полиномы ограничены константой, то дана
оценка количества запросов на сравнение алгоритма расшифровки.

Представлен класс функций, для которых можно отыскать номер
переменной по которой эта функция зависит линейно, если известно,
что хотя бы одна такая переменная существует. Для того же класса
функций дана оценка количества запросов на сравнение алгоритма
нахождения монома с наименьшей степенью и наименьшим значени-
ем модуля старшего коэффициента.

Автор выражает благодарность профессору Э.Э. Гасанову за на-
учное руководство и помощь в работе.
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2. Постановка задачи и формулировка ре-

зультатов

Пусть Φn — некоторый класс функций, действующих из R
n в R.

Отображение вида χ : Φn → Z назовем характеристикой функций из

Φn. Если f ∈ Φn, то значение χ(f) назовем характеристикой функ-

ции f из Φn.
Под запросом на сравнение будем понимать пару наборов (a, b)

значений переменных функции f , где a, b ∈ R
n.

Под ответом на запрос на сравнение знак разности значений
функции на этих наборах, то есть число sign(f(a)− f(b)).

Под алгоритмом расшифровки будем понимать условный экспе-
римент, который последовательно генерирует запросы на сравнение
в зависимости от ответов на предыдущие запросы. Будем говорить,
что алгоритм расшифровывает характеристику χ функции f из

Φn, если значения ответов на запросы на сравнение, сгенерирован-
ные условным экспериментом, однозначно определяют число χ(f)
при условии, что f ∈ Φn. Скажем, что алгоритм расшифровывает

характеристику функций из Φn, если он расшифровывает характе-
ристику каждой функции f из Φn.

Множество всех алгоритмов, расшифровывающих характеристи-
ку χ функций из класса Φn, обозначим через A(Φn, χ).

Сложностью ϕ(A,χ, f) алгоритма A на характеристике χ

функции f будем называть число запросов на сравнение, требуемое
алгоритму A для расшифровки характеристики χ функции f . Бу-
дем называть сложностью алгоритма A для характеристики χ на

классе Φn величину ϕ(A,Φn, χ) = max
f∈Φn

ϕ(A,χ, f).

Функцию ϕ(Φn, χ) = min
A∈A(Φn,χ)

ϕ(A,Φn, χ) будем называть слож-

ностью расшифровки характеристики χ на классе Φn.

Результаты по расшифровке линейных функций ранжирования,
то есть функций вида f(x1, . . . , xn) = c1x1 + c2x2 + . . .+ cnxn + cn+1,
где ci ∈ R, i = 1, . . . , n+ 1, могут быть найдены в [1].

В данной работе рассматривается случай, когда функция ранжи-
рования зависит от каждой переменной полиномиально.

В частности, когда известно, что функция ранжирования име-
ет линейную зависимость по одной из переменных приводится алго-
ритм, который позволяет расшифровать функцию ранжирования на
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отрезке с точностью до мультипликативного множителя с наперед
заданной погрешностью.

Пусть D — некоторое множество действительных чисел.

Пусть PD — подмножество класса полиномиальных функций, дей-
ствующих из R в R, определенных следующим образом:

PD =
{
anx

n + an−1x
n−1 + . . . + a2x

2 + a1x :

n ∈ N, ai ∈ D, i = 1, . . . , n, an 6= 0
}
.

Заметим, что свободные члены в функциях отсутствуют, так как
их значения не влияют на разность значений этих функций.

Обозначим P k
D = {f | f ∈ PD, deg(f) 6 k}, где k ∈ N, deg(f) — это

степень полинома f .

Будем рассматривать следующий класс функций ранжирования

Ψn,m
D =

{
m∑

i=1

fi(xi) : fi ∈ Pn
D, i = 1, . . . ,m

}

,

где D — это параметр отвечающий за ограничение коэффициентов
полиномов, входящих в сумму, а n — натуральное число, отвечающее
за максимальную степень этих полиномов, m — натуральное число,
задающее арность функций, то есть определяющее число перемен-
ных, от которых зависит функция. Варьируя множество D получим
разные классы функций.

В случае, когда D = R, будем рассматривать в качестве функ-
ций ранжирования функции, которые хотя бы от одной переменной
зависят линейно. Без ограничения общности будем считать, что эти
функции зависят линейно от последней переменной, то есть будем
рассматривать следующий класс функций ранжирования

Ψn,m,L
R

=

{
m−1∑

i=1

fi(xi) + amxm : fi ∈ Pn
R , i = 1, . . . ,m− 1, am 6= 0

}

.

Обозначим

Cn = {C ⊂ R : |C| = n+ 1} , (1)

то есть Cn — это множество всевозможных множеств из n+1 попарно
различных вещественных чисел.
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Так же обозначим

En
ε = {E ⊂ R : |E| = n+ 1, |e| 6 ε,∀e ∈ E} , (2)

то есть En
ε — это множество всевозможных множеств из n + 1 веще-

ственных чисел по модулю не превосходящих ε.
Если C = {c0, c1, . . . , cn} ∈ Cn, ε > 0 и E = {ε0, ε1, . . . , εn} ∈ En

ε , то
обозначим

MC,E(x) =
n∑

i=0

ω(x)

(x− ci)ω′(ci)
εi, (3)

где ω(x) =

n∏

i=0

(x− ci), ω
′(x) — производная функции ω(x).

Если [a, b] — отрезок вещественной прямой, то число

M
C,ε
a,b = sup

E∈E
n
ε

sup
x∈[a,b]

|MC,E(x)| (4)

назовем коэффициентом погрешности расшифровки на отрезке [a, b]
в точках C.

Для вещественного числа a через [a] обозначим целую часть числа
a, а через ]a[ — наименьшее целое не меньшее чем a.

Teopeмa 1. Если ψ(x1, . . . , xm) =
∑m−1

i=1 fi(xi) + amxm ∈ Ψn,m,L
R

,

C ∈ Cn, причем ∀c ∈ C c ∈ [a, b], и для любого номера i ∈ {1, . . . ,m−1}

на отрезке [a, b] функция fi(x) удовлетворяет условию
|fi(x)|
|am|

< M ,

то существует такой алгоритм расшифровки функций из клас-

са Ψn,m,L
R

, что для любого ε ∈ (0, 1) по результатам примене-

ния этого алгоритма расшифровки к функции ψ(x1, . . . , xm) может

быть построена такая функция ψ̂(x1, . . . , xm), что на множестве

[a, b]m−1 × R выполняется

∣
∣
∣ψ̂(x1, . . . , xm)− ψ(x1, . . . , xm)/|am|

∣
∣
∣ 6 (m− 1)MC,ε

a,b .

Причем на это потребуется не более чем (m−1)(n+1)(] log2
M
ε
[+1)+

1 запросов на сравнение.

Обозначим DM = {−M,−M + 1, . . . ,M − 1,M}, где M ∈ N.
Пусть f(x) ∈ PDM

. Обозначим за hst(f) старший ненулевой коэф-
фициент функции f(x).
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Teopeмa 2. Существует такой алгоритм расшифровки функций

из класса Ψn,m
DM

, что для любой функции ψ(x1, . . . , xm) =
∑m

i=1 fi(xi)

из Ψn,m
DM

он позволяет за не более чем 2m − 1 запросов на сравне-

ние определить такой номер i0 ∈ {1, . . . ,m}, что для любого дру-

гого номера i ∈ {1, . . . ,m} выполнено либо deg(fi0) 6 deg(fi), либо

deg(fi0) = deg(fi) и |hst(fi0)| 6 |hst(fi)|.

Следствие 1. Если ψ(x1, . . . , xm) =
∑m

i=1 fi(xi) ∈ Ψn,m
DM

и среди

функций fi(x), i = 1, . . . ,m, есть хотя бы одна линейная, то су-

ществует алгоритм расшифровки, который выявляет по какой из

переменных функция ψ(x1, . . . , xm) зависит линейно.

3. Доказательство теоремы 1

Через ai, a ∈ R, i ∈ {1, 2, . . . ,m}, обозначим вектор из R
m, у

которого на i-м месте стоит число a, а в остальных позициях число
0. В частности, 01 — это нулевой вектор.

Пусть у нас есть некая функция φ(x1, . . . , xm) = f1(x1) + . . . +
fm(xm),m ∈ N,m > 1. Рассмотрим запрос на сравнение (ai, bj),
1 6 i, j 6 m. Очевидно, что данный запрос будет сравнивать зна-
чение функции fi(x) в точке a со значением функции fj(x) в точке
b, поскольку ответ на этот запрос равен sign(fi(a)− fj(b)).

Пусть ψ(x1, . . . , xm) =
∑m−1

i=1 fi(xi) + amxm ∈ Ψn,m,L
R

. Рассмотрим
характеристику Sm(ψ) = sign(am).

Лемма 1. Имеет место равенство ϕ(Ψn,m,L
R

, Sm) = 1.

Доказательство. Действительно, характеристика Sm(ψ) может
быть расшифрована с помощью одного запроса на сравнение, а имен-
но (1m, 01).

Возьмем произвольную функцию φ(x1, . . . , xm) =
∑m−1

i=1 gi(xi) +

amxm ∈ Ψn,m,L
R

.

Согласно лемме 1 мы за один запрос на сравнение можем узнать
знак числа am, поэтому без ограничения общности можем считать,
что am > 0. Но само число am нам узнать затруднительно. Поэтому
приняв величину am за единицу мы подсчитаем относительного него
все остальные коэффициенты.
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Тем самым фактически мы вместо функции φ(x1, . . . , xm) бу-
дем расшифровывать функцию ψ(x1, . . . , xm) = φ(x1, . . . , xm)/am =∑m−1

i=1 fi(xi) + xm, где fi = gi/am, i = 1, . . . ,m− 1.

Заметим, что ψ(bm) = b, тем самым запрос на сравнение (ai, bm)
позволяет сравнивать fi(a) с числом b.

Для того чтобы расшифровать ψ(x1, . . . , xm) нужно для функций
fi(x), i = 1, . . . ,m− 1, определить ее коэффициенты.

Покажем как этого можно добиться, используя линейную функ-
цию.

Зафиксируем произвольное действительное число a отличное от
нуля. Попытаемся определить значение функции fi(x) в точке a.

Алгоритм определения значения fi(a) будет состоять из двух
этапов. На первом этапе будет определяться отрезок, в котором ле-
жит значение fi(a). А на втором этапе это значение будем находить
с некоторой наперед заданной точностью ε.

Первый этап. Один из концов искомого отрезка закрепим в точке
0. На первом шаге подадим запрос (ai, 0), по знаку ответа на запрос
определим на какой полупрямой расположен второй конец искомо-
го отрезка. Если знак ответа на запрос положительный, то второй
конец следует искать на положительной полупрямой. Если знак от-
рицательный, то соответственно на отрицательной.

Рассмотрим случай когда второй конец лежит на положитель-
ной полупрямой. Тогда будем подавать запросы на сравнение (ai, bmk ),
где {bk}

∞

k=1 — это произвольная строго возрастающая последователь-
ность положительных чисел. Положим b0 = 0. Запросы будем пода-
вать до тех пор, пока не найдется такое число K, что результат на за-
прос (ai, bmK) будет отрицательным или равным нулю. Если результат
равен 0, то значение функции fi(x) в точке x = a положим равным
bK и второй этап алгоритма для данной точки не применяется. Иначе
за искомый отрезок принимаем [bK−1, bK ].

В случае, когда второй конец лежит на отрицательной полупря-
мой, будем подавать запросы (ai, (−bk)

m), где {bk}
∞

k=1 — это про-
извольная строго возрастающая последовательность положительных
чисел. Как и ранее, положим b0 = 0. Запросы будем подавать до
тех пор, пока не найдется такое число K, что результат на запрос
(ai, (−bK)m) будет положительным или равным нулю. Если резуль-
тат равен 0 то значение функции fi(x) в точке x = a положим равным
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−bK . В этом случае второй этап алгоритма для данной точки не при-
меняется. Иначе за искомый отрезок принимаем [−bK ,−bK−1].

Второй этап. Пусть значение функции fi(x) в точке a лежит в
отрезке [c, d]. Найдем значение функции fi(x) в точке a с точностью
до ε следующим образом.

Введем характеристику V ε,c,d
i,a (ψ) = [fi(a)−c

ε
], ε ∈ (0, 1). Эта харак-

теристика поможет вычислить значение функции fi(x) в точке a с
точностью до ε при условии, что оно принадлежит отрезку [c, d].

Лемма 2. Для любых i ∈ {1, . . . ,m− 1}, ε ∈ (0, 1), c, d, a ∈ R таких,

что c < d, fi(a) ∈ [c, d], имеет место равенство ϕ(Ψn,m,L

R
, V

ε,c,d
i,a ) =

] log2
d−c
ε
[.

Доказательство. Если ε > d − c, то положим V
ε,c,d
i,a (ψ) = 0. В этом

случае на не потребовался ни один запрос на сравнение. В противном
случае поделим отрезок [c, d] на непересекающиеся отрезки длины ε.

Очевидно, что характеристика V ε,c,d
i,a показывает номер отрезка дли-

ны ε в который попадает величина fi(a).

Пусть t = c+(d−c)/2. Задав запрос на сравнение (ai, tm), мы срав-
ним fi(a) со значением функции fi(x) в середине отрезка [c, d]. Далее,
действуя аналогично, мы бинарным поиском за ] log2

d−c
ε
[ запросов на

сравнение можем найти номер V ε,c,d
i,a .

Понятно, что из мощностных соображений за меньшее число за-
просов найти величину V ε,c,d

i,a в общем случае нельзя.

Замечание. К сожалению, в приведенном выше алгоритме, в част-
ности в первой части, невозможно дать никакой точной оценки на ко-
личество требуемых запросов. Для того чтобы дать подобную оценку,
будем считать, что на конкретном отрезке рассматриваемые полино-
мы по модулю ограничены наперед известным числом M > 0. Тогда
в условиях леммы 2 можно считать, что если fi(a) > 0, то отрезок
[c, d] = [0,M ], если же fi(a) < 0, то [c, d] = [−M, 0].

Итак, за значение функции fi(x) в точке a возьмем значение полу-
ченное на первом шаге алгоритма, если второй шаг не выполнялся.
Если же второй шаг выполнялся то за значение функции возьмем
число равное c+ ε ∗ V

ε,c,d
i,a (ψ).

В полиноме fi(x) имеется ni неизвестных коэффициентов. Выбе-
рем еще ni произвольные различные точки и найдем значения функ-
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ции fi(x) в этих точках. Таким образом мы получили таблицу значе-
ний функций, состоящую из ni + 1 строки.

Получили ni + 1 пару «аргумент — значение функции». Приме-
ним интерполяционую формулу Лагранжа. Согласно [2] и сделан-
ным предположениям полученный полином f ′i(x) будет полиномом
степени ni, значения которого будут отличаться от значений искомо-
го полинома fi(x) в 1

|am|
раз, не считая погрешность, внесенную при

измерении значений функции.

Лемма 3. Пусть f(x) ∈ Pn
R

— полином степени n. Пусть ε ∈

(0, 1). Пусть ŷi — приближенные значения функции f(x) в точ-

ках xi, i = 0, 1, . . . , n, такие, что |f(xi) − ŷi| < ε. Пусть

Ln(x) =
n∑

i=0

ω(x)

(x− xi)ω′(xi)
ŷi — интерполянта в точках (xi, ŷi), i =

0, 1, . . . , n; [a, b] — произвольный отрезок и C = {x0, . . . , xn}. То-

гда на отрезке [a, b] верно, что |f(x) − Ln(x)| 6 M
C,ε

a,b
, где M

C,ε

a,b
=

sup
|εi|6ε

sup
x∈[a,b]

|

n∑

i=0

ω(x)

(x− xi)ω′(xi)
εi|, ω(x) =

n∏

i=0

(x− xi).

Доказательство. Рассмотрим интерполянту Ln(x). Пусть ŷi = yi +
εi, где |εi| 6 ε, а yi = f(xi). Тогда

Ln(x) =

n∑

i=0

ω(x)

(x− xi)ω′(xi)
yi +

n∑

i=0

ω(x)

(x− xi)ω′(xi)
εi.

Но
n∑

i=0

ω(x)

(x− xi)ω′(xi)
yi = f(x), так как f(x) — полином степени n, а

значит совпадает со своей интерполянтой [2].
Тогда

|f(x)− Ln(x)| = |

n∑

i=0

ω(x)

(x− xi)ω′(xi)
εi| 6 sup

x∈[a,b]
|

n∑

i=0

ω(x)

(x− xi)ω′(xi)
εi|

6 sup
|εi|6ε

sup
x∈[a,b]

|

n∑

i=0

ω(x)

(x− xi)ω′(xi)
εi| =M

C,ε
a,b .

Доказательство теоремы 1. Пусть ψ(x1, . . . , xm) = f1(x1)+f2(x2)+

. . .+ fm−1(xm−1) + amxm ∈ Ψn,m,L
R

.
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Зафиксируем множество точек интерполяции C = {c0, . . . , cn} ∈

Cn.
Пусть для любых i ∈ {1, . . . ,m−1}, x ∈ [a, b] известно, что |fi(x)|

|am|
6

M .
Из леммы 1 следует, что знак коэффициента am можно выяснить

за один запрос на сравнение.
Теперь для каждого номера i ∈ {1, 2, . . . ,m − 1} и каждого но-

мера j ∈ {0, 1, . . . , n} проделаем следующее. За одни запрос на срав-
нение (cij , 0

1) определяем знак числа fi(cj). Если fi(cj) > 0, то опре-
деляем отрезок [c, d] = [0,M ], если же fi(a) < 0, то устанавливаем
[c, d] = [−M, 0]. Теперь согласно лемме 2 мы за ] log2

M
ε
[ запросов на

сравнение вычисляем характеристику V ε,c,d
i,cj

, то есть узнаем значение

функции fi(x) в точке x = cj с точностью до ε.
Тем самым всего нам потребуется (m − 1)(n + 1)(] log2

M
ε
[+1) + 1

запросов на сравнение.
Согласно лемме 3 для каждого полинома fi(x), i ∈ {1, 2, . . . ,m −

1}, наша погрешность не превышает MC,ε

a,b . Следовательно суммарная

погрешность восстановленной функции не превышает (m− 1)MC,ε
a,b .

Теорема 1 доказана.

4. Доказательство теоремы 2

Докажем несколько вспомогательных утверждений.

Лемма 4. Если f(x) = anx
n, an ∈ DM\{0}, g(x) = an−1x

n−1 + . . . +
a2x

2 + a1x, ai ∈ DM , i = 1, . . . , n − 1, то для любого вещественного

числа x такого, что |x| > 2Mn, выполнено |f(x)| > 2|g(x)|.

Доказательство. Очевидно, что |g(x)| 6M(|xn−1|+ . . .+ |x2|+ |x|).
Пусть |x| > 2Mn, тогда |an||x| > 2Mn. Следовательно

|f(x)| = |an||x|
n
> 2Mn|x|n−1 > 2M(|x|n−1 + . . .+ |x|) > 2|g(x)|.

Пусть f(x) ∈ PDM
. Обозначим за hst(f) старший ненулевой коэф-

фициент функции f(x).
Пусть ψ(x1, . . . , xm) =

∑m
i=1 fi(xi) ∈ Ψn,m

DM
. Введем характеристи-

ку Signi(ψ) = sign(hst(fi)). Эта характеристика указывает на знак
старшего ненулевого коэффициента полинома, зависящего от пере-
менной xi.
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Лемма 5. Имеет место равенство ϕ(Ψn,m
DM

, Signi) = 1.

Доказательство. Напомним, что ai — это вектор соответствующей
длины, такой, что на i-м месте стоит число a, а остальные компоненты
равны нулю.

Пусть ψ ∈ Φn,m
DM

функция зависящая от m переменных. Тогда со-

гласно лемме 4, подавая запрос вида ((2nM)i, 0), можно узнать знак
старшего ненулевого коэффициента функции зависящей от перемен-
ной xi.

Лемма 6. Если f(x), g(x) ∈ Pn
DM

, f(x) = apx
p + . . . + a2x

2 + a1x,

g(x) = a′kx
k + . . .+ a′2x

2 + a′1x, p, k 6 n, ap 6= 0, a′k 6= 0, sf = sign(ap),
sg = sign(a′k), то sign(sff(2Mn) − sgg(2Mn)) > 0, тогда и только

тогда, когда выполняется одно из нижеперечисленных условий: либо

p > k; либо p = k и существует такой номер t ∈ {0, 1, . . . , p−1}, что

sfap = sga
′

p, sfap−1 = sga
′

p−1, . . . , sfap−t+1 = sga
′

p−t+1, но sfap−t >

sga
′

p−t.

Доказательство. Докажем от противного достаточность.

Пусть sign(sff(2Mn) − sgg(2Mn)) > 0, но следствие не выпол-
няется, то есть либо p < k, либо p = k и для любого номера
t ∈ {0, 1, . . . , p − 1} выполняется sfap−t 6 sga

′

p−t.

Рассмотрим по отдельности оба случая.

Пусть верно, что p < k. Тогда разность sff(x) − sgg(x) можно

представить в виде −sga
′

kx
k + r(x), где r(x) ∈ P k−1

D2M
. Но согласно

лемме 4 в точке x = 2Mn имеет место неравенство |−sga
′

kx
k| > |r(x)|.

Это значит, что sign(sff(2Mn)− sgg(2Mn)) < 0. Противоречие.

Пусть теперь верно, что p = k и для любого номера t ∈

{0, 1, . . . , p−1} выполняется sfap−t 6 sga
′

p−t. Но тогда sff(x) 6 sgg(x)
и sign(sff(x)− sgg(x)) 6 0. Пришли к противоречию.

Докажем необходимость. Рассмотрим каждый из случаев.

Пусть p > k, тогда разность можно представить в виде sff(x) −

sgg(x) = sfapx
p + g(x), где g(x) ∈ P

p−1
D2M

. Согласно лемме 4 для
x = 2Mn выполняется неравенство |sfapx

p| > |g(x)|. Следователь-
но, поскольку sfapx

p > 0 в точке x = 2Mn, то и sff(x)− sgg(x) > 0.

Пусть p = k и существует такой номер t ∈ {0, 1, . . . , p − 1},
что sfap = sga

′

p, sfap−1 = sga
′

p−1, . . . , sfap−t+1 = sga
′

p−t+1, но
sfap−t > sga

′

p−t. Тогда разность можно представить в виде sff(x) −
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sgg(x) = (sfap−t − sga
′

k−t)x
p−t + g(x), где g(x) ∈ P

p−t−1
D2M

. Анало-
гично, согласно лемме 4 для x = 2Mn выполняется неравенство
|(sfap−t − sga

′

k−t)x
p−t| > |g(x)|. Следовательно, поскольку (sfap−t −

sga
′

k−t)x
p−t > 0 в точке x = 2Mn, то и sff(x) − sgg(x) > 0. Лемма

доказана.

Доказательство теоремы 2.

Имеем ψ(x1, . . . , xm) = f1(x1) + . . . + fm(xm), где fi(x) ∈ Pn
DM

,
i = 1, . . . ,m.

Из леммы 5 вытекает, что за m запросов на сравнение вида
((2Mn)i, 0) можно узнать знаки всех старших ненулевых коэффици-
ентов функций fi(x), i = 1, . . . ,m.

Рассмотрим произвольные функции fi и fj, i 6= j. Пусть им со-
ответствуют знаки si и sj. Хотим понять у какой из этих функций
больше старшая степень, а при их равенстве у какой из функций
больше по модулю коэффициент при старшей степени. Если знаки si
и sj одинаковые, то подадим запрос на сравнение ((2Mn)i, (2Mn)j), а
если разные, то — запрос (0, (2Mn)j+(2Mn)i). В результате мы узна-
ем знак разности sff(2Mn) − sgg(2Mn), и по этому знаку согласно
лемме 6 мы получим ответ на интересующий нас вопрос.

Понятно, что за m− 1 такого рода запросов мы определим какая
из функций имеет максимальную старшую степень или максималь-
ный по модулю коэффициент при старшей степени при одинаковых
старших степенях у нескольких функций.

Теорема 2 доказана.

5. Оценка погрешности

Как видно из утверждения теоремы 1, для оценки погрешно-
сти расшифровки заданной функции нужно оценить число M

C,ε

a,b
=

sup
E∈E

n
ε

sup
x∈[a,b]

|MC,E(x)| = sup
E∈E

n
ε

sup
x∈[a,b]

|

n∑

i=0

ω(x)

(x− ci)ω′(ci)
εi|. В общем слу-

чае это довольно трудная задача, однако, при при малых значениях
n и некоторых ограничениях на множество C можно получить доста-
точно хорошие оценки.

Здесь мы рассмотрим случаи, когда |C| ∈ {3, 4, 5}, более того
расстояния между любыми двумя подряд идущими элементами рав-
ны и отличны от нуля, то есть C = {c0, c1, . . . , cn}, n ∈ {3, 4, 5},
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c0 < c1 < . . . < cn и для каждого номера i ∈ {0, . . . , n − 1} верно
ci+1 − ci = c1 − c0.

Лемма 7. Если ε > 0, f(x) — квадратичная функция такая, что

f(0) = 0, f(−1) = ε−1, f(1) = ε1, причем для любого i ∈ {−1, 1}
выполнено |εi| 6 ε, то для любого x ∈ [−1, 1] верно, что |f(x)| 6 ε.

Доказательство. Пусть ω(x) = (x + 1)x(x − 1) = x3 − x. Тогда
ω′(x) = 3x2 − 1.

Применим интерполяционную формулу Лагранжа

L2(x) =
ω(x) · ε−1

(x− (−1))ω′(−1)
+

ω(x) · 0

(x− 0)ω′(0)
+

ω(x) · ε1
(x− 1)ω′(1)

=

=
ω(x) · ε−1

(x+ 1)ω′(−1)
+

ω(x) · ε1
(x− 1)ω′(1)

.

Понятно, что f(x) = L2(x), поскольку f(x) — полином степени 2,
а значит совпадает со своей интерполянтой L2(x) согласно [2].

Следовательно f(x) = x(x−1)
2 ε−1 +

(x+1)x
2 ε1. Оценим эту функцию

по модулю на отрезке [−1; 1]: |f(x)| 6 1
2(|x(x−1)||ε−1|+|(x+1)x||ε1|) 6

1
2(|x(x− 1)| + |(x+ 1)x|)ε

def
= g(x).

Рассмотрим функцию g(x) на отрезке [−1, 0]: g(x) = 1
2(x(x− 1)−

(x+ 1)x)ε = −xε, то есть g(x) 6 ε при x ∈ [−1, 0].
Рассмотрим функцию g(x) на отрезке [0, 1]: g(x) = 1

2(−x(x− 1) +
(x+ 1)x)ε = xε, то есть g(x) 6 ε при x ∈ [0, 1].

Следовательно на отрезке [−1, 1] верно, что |f(x)| 6 ε.

Обозначим M
n,ε
a,b = infC∈C

n M
C,ε
a,b .

Утверждение 1. Если ε, a, b ∈ R, ε > 0, a < b, то верно, что

M
2,ε
a,b 6 3ε.

Доказательство. Рассмотрим множество C = {c0, c1, c2}, где c0 =
a, c1 = a+b

2 , c2 = b. Рассмотрим произвольное множество E =
{ε0, ε1, ε2} ∈ E2

ε , то есть |εi| 6 ε, i = 0, 1, 2. Тогда MC,E(x) = L2(x) =∑2
i=0

ω(x)
(x−ci)ω′(ci)

εi есть квадратичная функция такая, что L2(a) = ε0,

L2(
a+b
2 ) = ε1, L2(b) = ε2.

Рассмотрим функцию f(x) = L2(
b−a
2 x + a+b

2 ) − ε1, которая полу-

чена из L2(x) параллельным переносом, переводящим точку (a+b
2 , ε1)
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в точку (0, 0), и растяжением или сжатием вдоль оси абсцисс. По-
нятно, что f(−1) = L2(

a−b
2 + a+b

2 ) − ε1 = L2(a) − ε1 = ε0 − ε1,

f(0) = L2(
a+b
2 )−ε1 = 0, f(1) = L2(

b−a
2 + a+b

2 )−ε1 = L2(b)−ε1 = ε2−ε1.
Поскольку |ε0 − ε1| 6 2ε и |ε2 − ε1| 6 2ε, то согласно лемме 7

справедливо |f(x)| 6 2ε для любого x ∈ [−1, 1]. Отсюда следует, что
|L2(

b−a
2 x + a+b

2 )| = |f(x) − ε1| 6 3ε при x ∈ [−1, 1] и |L2(x)| 6 3ε
при x ∈ [a, b]. Следовательно, supx∈[a,b] |M

C,E(x)| 6 3ε, и в силу про-

извольности множества E = {ε0, ε1, ε2} получаем M
2,ε
a,b

6 M
C,ε

a,b
=

supE∈E
n
ε
supx∈[a,b] |M

C,E(x)| 6 3ε.

Лемма 8. Если ε > 0, f(x) — кубический полином такой, что

f(0) = 0, f(−1) = ε−1, f(1) = ε1, f(2) = ε2 причем для любого

i ∈ {−1, 1, 2} выполнено |εi| 6 ε, то для любого x ∈ [−1, 2] верно, что

|f(x)| 6 1
27(17 + 7

√
7)ε < 1.32ε.

Доказательство. Пусть ω(x) = (x+1)x(x− 1)(x− 2). Тогда ω′(x) =
4x3 − 6x2 − 2x+ 2.

Применим интерполяционную формулу Лагранжа

L3(x) =
ω(x)

(x− (−1))ω′(−1)
ε−1 +

ω(x)

(x− 0)ω′(0)
0 +

ω(x)

(x− 1)ω′(1)
ε1 +

+
ω(x)

(x−2)ω′(2)
ε2 =

ω(x)

(x+1)ω′(−1)
ε−1 +

ω(x)

(x−1)ω′(1)
ε1 +

ω(x)

(x−2)ω′(2)
ε2.

Понятно, что f(x) = L3(x), поскольку f(x) — полином степени 3,
а значит совпадает со своей интерполянтой L3(x) согласно [2].

Следовательно f(x)=−
x(x−1)(x−2)

6 ε−1−
(x+1)x(x−2)

2 ε1+
(x+1)x(x−1)

6 ε2.
Оценим эту функцию по модулю на отрезке [−1, 2]:

|f(x)| 6

6
1

6
(|x(x−1)(x−2)||ε−1|+3|(x+1)x(x−2)||ε1|+ |(x+1)x(x−1)||ε2|) 6

6
1

6
(|x(x−1)(x−2)|+3|(x+1)x(x−2)|+ |(x+1)x(x−1)|)ε

def
= g(x)ε.

Рассмотрим функцию g(x) на отрезке [−1, 0].

g(x) =
1

6
(−x(x− 1)(x− 2) + 3(x+ 1)x(x− 2) + (x+ 1)x(x− 1)) =

=
1

2
x(x2 − 3)

def
=

1

2
h(x).
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Найдем значения функции h(x) в точках экстремума и на концах
отрезка [−1, 0]. Поскольку h′(x) = 3(x2−1), то x1 = 1, x2 = −1 — точ-
ки экстремума функции h(x). Однако, x1 лежит вне отрезка [−1, 0].
Так как h(−1) = 2, то g(−1) = 1. Поскольку h(0) = 0, то g(0) = 0.
Следовательно на отрезке [−1, 0] выполнено неравенство g(x) 6 1.

Далее рассмотрим функцию g(x) на отрезке [0, 1].

g(x) =
1

6
(x(x− 1)(x− 2)− 3(x+ 1)x(x− 2)− (x+ 1)x(x − 1)) =

= −
1

2
x(x2 − 3) = −

1

2
h(x).

Из точек экстремума функции h(x) только точка x1 = 1 лежит
на отрезке [0, 1]. Так как h(1) = −2, то g(1) = 1. Следовательно на
отрезке [0, 1] выполнено неравенство g(x) 6 1.

Далее рассмотрим функцию g(x) на отрезке [1, 2].

g(x) =
1

6
(−x(x− 1)(x − 2)− 3(x+ 1)x(x − 2) + (x+ 1)x(x− 1)) =

= −
1

2
x(x2 − 2x− 1)

def
= −

1

2
q(x).

Найдем значения функции q(x) в точках экстремума и на кон-

цах отрезка [1, 2]. Поскольку q′(x) = 3x2 − 4x − 1, то x1 = 2−
√

7
2 ,

x2 =
2+

√

7
3 — точки экстремума функции q(x). Однако, x1 лежит вне

отрезка [1, 2]. Так как q(1) = −2 и q(2) = −2, то g(1) = g(2) = 1. По-

скольку q(2+
√

7
3 ) = − 2

27(17+ 7
√
7), то g(2+

√

7
3 ) = 1

27(17 + 7
√
7). Следо-

вательно на отрезке [1, 2] выполнено неравенство g(x) 6 1
27 (17+7

√
7).

Тогда на отрезке [−1, 2] верно, что |f(x)| 6 1
27(17+ 7

√
7)ε < 1.32ε.

Утверждение 2. Если ε, a, b ∈ R, ε > 0, a < b, то верно, что

M
3,ε
a,b

< 3.64ε.

Доказательство. Рассмотрим множество C = {c0, c1, c2, c3}, где c0 =
a, c1 = a + b−a

3 , c2 = a + 2
3(b − a), c3 = b. Рассмотрим произвольное

множество E = {ε0, ε1, ε2, ε3} ∈ E3
ε , то есть |εi| 6 ε, i = 0, 1, 2, 3. Тогда

MC,E(x) = L3(x) =
∑3

i=0
ω(x)

(x−ci)ω′(ci)
εi есть кубический полином такой,

что L3(a) = ε0, L3(a+
b−a
3 ) = ε1, L3(a+

2
3(b− a)) = ε2, L3(b) = ε3.

Рассмотрим функцию f(x) = L3(
b−a
3 x+ 2a+b

3 )−ε1, которая получе-

на из L3(x) параллельным переносом, переводящим точку (2a+b
3 , ε1)
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в точку (0, 0), и растяжением или сжатием вдоль оси абсцисс. Понят-
но, что f(−1) = L3(

a−b
3 + 2a+b

3 ) − ε1 = L3(a) − ε1 = ε0 − ε1, f(0) =

L3(
2a+b
3 )− ε1 = 0, f(1) = L3(

b−a
3 + 2a+b

3 )− ε1 = L3(
a+2b
3 )− ε1 = ε2− ε1,

f(2) = L3(
2(b−a)

3 + 2a+b
3 )− ε1 = L3(b)− ε1 = ε3 − ε1.

Поскольку |ε0− ε1| 6 2ε, |ε2 − ε1| 6 2ε и |ε3 − ε1| 6 2ε, то согласно
лемме 8 справедливо |f(x)| 6 2

27(17 + 7
√
7)ε для любого x ∈ [−1, 2].

Отсюда следует, что |L3(
b−a
3 x+ 2a+b

3 )| = |f(x)−ε1| 6 ( 2
27(17+7

√
7)+1)ε

при x ∈ [−1, 2] и |L3(x)| 6 ( 2
27 (17 + 7

√
7) + 1)ε при x ∈ [a, b].

Следовательно M3,ε
a,b

6M
C,ε

a,b
6 ( 2

27 (17 + 7
√
7) + 1)ε < 3.64ε.

Лемма 9. Если ε > 0, f(x) — полином степени 4 такой, что f(0) =
0, f(−2) = ε−2 f(−1) = ε−1, f(1) = ε1, f(2) = ε2 причем для любого

i ∈ {−2,−1, 1, 2} выполнено |εi| 6 ε, то для любого x ∈ [−2, 2] верно,

что |f(x)| 6 219
81ε.

Доказательство. Пусть ω(x) = (x + 2)(x + 1)x(x − 1)(x − 2). Тогда
ω′(x) = 5x4 − 15x2 + 4.

Применим интерполяционную формулу Лагранжа

L4(x) =
ε−2ω(x)

(x+ 2)ω′(−2)
+

ε−1ω(x)

(x+ 1)ω′(−1)
+

ω(x) · 0

(x− 0)ω′(0)
+

+
ε1ω(x)

(x− 1)ω′(1)
+

ε2ω(x)

(x− 2)ω′(2)
=

=
ε−2ω(x)

(x− (−2))ω′(−2)
+

ε−1ω(x)

(x+ 1)ω′(−1)
+

ε1ω(x)

(x− 1)ω′(1)
+

ε2ω(x)

(x− 2)ω′(2)
.

Понятно, что f(x) = L4(x), поскольку f(x) — полином степени 4,
а значит совпадает со своей интерполянтой L4(x) согласно [2].

Следовательно f(x) = (x+1)x(x−1)(x−2)
24 ε−2 −

(x+2)x(x−1)(x−2)
6 ε−1 −

(x+2)(x+1)x(x−2)
6 ε1+

(x+2)(x+1)x(x−1)
24 ε2. Оценим эту функцию по модулю

на отрезке [−2, 2]:

|f(x)| 6
1

24
(|(x+1)x(x−1)(x−2)||ε−2|+4|(x+2)x(x−1)(x−2)||ε−1|+

+ 4|(x+ 2)(x+ 1)x(x− 2)||ε1|+ |(x+ 2)(x + 1)x(x− 1)||ε2|) 6

6
1

24
(|(x+ 1)x(x− 1)(x − 2)| + 4|(x+ 2)x(x− 1)(x− 2)|+

+ 4|(x+ 2)(x+ 1)x(x− 2)|+ |(x+ 2)(x+ 1)x(x − 1)|)ε
def
= g(x)ε.
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Поскольку

g(−x) =

=
1

24
(|(−x+1)(−x)(−x−1)(−x−2)|+4|(−x+2)(−x)(−x−1)(−x−2)|+

+4|(−x+2)(−x+1)(−x)(−x−2)|+ |(−x+2)(−x+1)(−x)(−x−1)|) =

=
1

24
(|(x+ 2)(x+ 1)x(x− 1)|+ 4|(x + 2)(x + 1)x(x− 2)|+

+ 4|(x + 2)x(x − 1)(x− 2)|+ |(x+ 1)x(x− 1)(x− 2)|) = g(x),

то g(x) — четная функция, поэтому достаточно исследовать ее пове-
дение на отрезке [−2, 0].

Рассмотрим функцию g(x) на отрезке [−2,−1].

g(x) =
1

24
((x+ 1)x(x− 1)(x − 2)− 4(x+ 2)x(x − 1)(x− 2)−

− 4(x+ 2)(x+ 1)x(x − 2)− (x+ 2)(x+ 1)x(x− 1)) =

=
1

6
x(−2x3 − x2 + 8x+ 1)

def
=

1

6
xh(x) 6

1

6
|x||h(x)| 6

1

3
|h(x)|.

Найдем значения функции h(x) в точках экстремума и на концах
отрезка [−2,−1]. Поскольку h′(x) = −6x2 − 2x + 8, то x1 = −4

3 , x2 =
1 — точки экстремума функции h(x). Однако, x2 лежит вне отрезка
[−2,−1]. Так как h(−2) = −3, h(−4

3 ) = 619
27 и h(−1) = −6, то g(−2) 6

1, g(−4
3 ) 6 219

81 и g(−1) 6 2.
Следовательно на отрезке [−2,−1] выполнено неравенство g(x) 6

219
81 .

Рассмотрим функцию g(x) на отрезке [−1; 0].

g(x) =
1

24
(−(x+ 1)x(x− 1)(x− 2)− 4(x+ 2)x(x− 1)(x − 2)+

+ 4(x+ 2)(x+ 1)x(x − 2) + (x+ 2)(x+ 1)x(x− 1)) =

=
1

2
x(x2 − 3) =

1

2
q(x).

Найдем значения функции q(x) в точках экстремума и на концах
отрезка [−1, 0]. Поскольку q′(x) = 3(x2−1), то x1 = −1, x2 = 1 — точ-
ки экстремума функции q(x). Однако, x2 лежит вне отрезка [−1, 0].
Так как q(−1) = 2 и q(0) = 0, то g(−1) = 1 и g(0) = 0.

Следовательно на отрезке [−1, 0] функция g(x) 6 1.
Тогда на отрезке [−2, 2] верно, что |f(x)| 6 219

81ε.
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Утверждение 3. Если ε, a, b ∈ R, ε > 0, a < b, то верно, что

M
4,ε
a,b 6 538

81ε.

Доказательство. Рассмотрим множество C = {c0, c1, c2, c3, c4}, где
c0 = a, c1 = a + b−a

4 , c2 = a + b−a
2 , c3 = 3b+a

4 , c4 = b. Рассмотрим
произвольное множество E = {ε0, ε1, ε2, ε3, ε4} ∈ E4

ε , то есть |εi| 6

ε, i = 0, 1, 2, 3, 4. Тогда MC,E(x) = L4(x) =
∑4

i=0
ω(x)

(x−ci)ω′(ci)
εi есть

кубический полином такой, что L4(a) = ε0, L4(
3a+b
4 ) = ε1, L4(

a+b
2 ) =

ε2, L4(
a+3b
4 ) = ε3, L4(b) = ε4.

Рассмотрим функцию f(x) = L4(
b−a
4 x + a+b

2 ) − ε2, которая полу-

чена из L4(x) параллельным переносом, переводящим точку (a+b
2 , ε2)

в точку (0, 0), и растяжением или сжатием вдоль оси абсцисс. По-
нятно, что f(−2) = L4

(
a−b
2 + a+b

2

)
− ε2 = L4(a) − ε2 = ε0 − ε2,

f(−1) = L4

(
a−b
4 + a+b

2

)
− ε2 = L4

(
3a+b
4

)
− ε2 = ε1 − ε2, f(0) =

L4

(
a+b
2

)
−ε2 = 0, f(1) = L4

(
b−a
4 + a+b

2

)
−ε2 = L4

(
a+3b
4

)
−ε2 = ε3−ε2,

f(2) = L4

(
b−a
2 + a+b

2

)
− ε2 = L4(b)− ε2 = ε3 − ε2.

Поскольку |ε0−ε2| 6 2ε, |ε1−ε2| 6 2ε, |ε3−ε2| 6 2ε и |ε4−ε2| 6 2ε,
то согласно лемме 9 справедливо |f(x)| 6 438

81ε для любого x ∈ [−2, 2].

Отсюда следует, что |L4(
b−a
4 x + a+b

2 )| = |f(x) − ε2| 6 538
81ε при x ∈

[−2, 2] и |L4(x)| 6 538
81ε при x ∈ [a, b].

Следовательно M3,ε
a,b

6M
C,ε

a,b
6 538

81ε.
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