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Введение

Первое суперинтуиционистское пропозициональное исчисление
было построено Шехтманом в 1978 [2]. Аксиомы этого исчисления
содержали семь переменных. В 1994 году Чагров [1] получил су-
перинтуиционистское исчисление от четырех переменных. В [3, Раз-
дел 16.9] он отмечает, что для случая двух и трех переменных этот
вопрос остается открытым. В данной работе будет показано суще-
ствование суперинтуиционистского пропозиционального исчисления,
аксиомы которого зависят от трех переменных.

Основной результат

Под cуперинтуиционистским пропозициональным исчислением по-
нимается конечное расширение интуиционистского исчисления выска-
зываний Int. Суперинтуиционистское исчисление, полученное из Int
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добавлением в качестве новой аксиомы формулы A будем обозначать
через Int+A.

Пусть

S−2[x] = ¬x, S−1[x] = T−2[x]→ x,

T−2[x] = ¬¬x, T−1[x] = S−1[x]→ S−2[x] ∨ T−2[x],

Si[x] = Ti−1[x]→ Si−1[x] ∨ Ti−2[x],

Ti[x] = Si[x]→ Si−1[x] ∨ Ti−1[x] для i ≥ 0.

Определим вспомогательные формулы от переменных p0, p1 и p2:

A0
i = Si+3[p0], B0

i = Ti+3[p0] для i ≥ −5;

Aj
i = Si+3[pj ], Bj

i = Ti+3[pj ] для i ∈ {−3,−4,−5}, j ∈ {1, 2};

Aj
−2 = Bj

−3 → Aj
−3 ∨B1

−4, Aj
−1 = Bj

−2 → Aj
−2 ∨B1

−3,

Bj
−2 = Aj

−3 → Cj ∨B1
−3, Bj

−1 = Aj
−2 → Aj

−3 ∨B1
−2 для j ∈ {1, 2};

A1
i = C2 ∧B1

i−1 → C1 ∨A1
i−1 ∨B1

i−2,

B1
i = C2 ∧A1

i−1 → C1 ∨A1
i−2 ∨B1

i−1 для i ≥ 0;

A1
i = C2 ∧B1

i−1 → C1 ∨A1
i−1 ∨B1

i−2,

B1
i = C2 ∧A1

i−1 → C1 ∨A1
i−2 ∨B1

i−1 для i ≥ 0;

где C1 = A0
0 и C2 = B0

0 . Для s,m, n ≥ 0 положим

Es,m,n = A0
3s+2 ∧B0

3s+2 ∧A1
m+1 ∧B1

m+1 ∧A2
n+1 ∧B2

n+1 →
→ A0

3s+1 ∨B0
3s+1 ∨A1

m ∨B1
m ∨A2

n ∨B2
n.

Кроме того определим формулы Fk = Fk[x, y, u, v] и Gk = Gk[x, y, u, v]:

F0 = x, G0 = y,
F1 = v ∧ y → u ∨ x, G1 = v ∧ x→ u ∨ y,
Fk = v ∧Gk−1 → u ∨ Fk−1 ∨Gk−2, Gk = v ∧ Fk−1 → u ∨Gk−1 ∨ Fk−2,

где k ≥ 0. Положим

F 1
k = Fk[p1, p2, A

0
−1, B

0
−1], G1

k = Gk[p1, p2, A
0
−1, B

0
−1],

F 2
k = Fk[p1, p2, B

0
−1, A

0
−1], G2

k = Gk[p1, p2, B
0
−1, A

0
−1]
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для всех k ≥ 0. Последнее семейство формул, необходимое для фор-
мулировки результата, определим следующим образом:

Ês,i,j = A0
3s+2 ∧B0

3s+2 ∧ F 1
i+1 ∧G1

i+1 ∧ F 2
j+1 ∧G2

j+1 →
→ A0

3s+1 ∨B0
3s+1 ∨ F 1

i ∨G1
i ∨ F 2

j ∨G2
j ,

Ês,0,∗ = A0
3s+2 ∧B0

3s+2 ∧A1
1 ∧B1

1 → A0
3s+1 ∨B0

3s+1 ∨A1
0 ∨B1

0 ∨ q,

Ês,∗,0 = A0
3s+2 ∧B0

3s+2 ∧A2
1 ∧B2

1 → A0
3s+1 ∨B0

3s+1 ∨ p ∨A2
0 ∨B2

0 ,

Ês,0,0 = Es,0,0,

где s ≥ 0, i, j ≥ 1.
Пусть M — машина Минского [5]. Определим формулу Ax(I),

задающую инструкцию I машиныM:

1) Если I — это инструкция вида s 7→ 〈t, 1, 0〉, то

Ax(I) = Êt,2,1 → Ês,1,1;

2) Если I — это инструкция вида s 7→ 〈t, 0, 1〉, то

Ax(I) = Êt,1,2 → Ês,1,1;

3) Если I — это инструкция вида s 7→ 〈t,−1, 0〉 / 〈u, 0, 0〉, то

Ax(I) = (Êt,1,1 → Ês,2,1) ∧ (Êu,0,∗ → Ês,0,∗);

4) Если I — это инструкция вида s 7→ 〈t, 0,−1〉 / 〈u, 0, 0〉, то

Ax(I) = (Êt,1,1 → Ês,1,2) ∧ (Êu,∗,0 → Ês,∗,0),

Наконец, определим формулу Ax(M), кодирующую поведение маши-
ныM:

Ax(M) =
∧
I∈M

Ax(I).

Следующая лемма устанавливает соответствие между выводимо-
стью конфигураций машиныM и выводимостью формул в исчислении
Int+Ax(M).

Лемма. Et,k,l → Es,m,n ∈ Int +Ax(M) ⇐⇒ 〈s,m, n〉 M7=⇒ 〈t, k, l〉.
Поскольку существует машина M и стартовая конфигурация

〈s,m, n〉 с неразрешимой проблемой вывода конфигураций [3], то вер-
на следующая теорема.

Теорема. Исчисление Int +Ax(M) неразрешимо.
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Заключение

В данной работе было построено неразрешимое суперинтуицио-
нистское пропозициональное исчисление от трех переменных. В рабо-
те [4] было показано, что интуиционистская формула

A = (p→ q)→ ((q → r)→ (p→ r))

не выводима из множества всех тавтологий от двух переменных. Тем
самым, не существует неразрешимого суперинтуиционистского исчис-
ление, аксиомы которого содержат менее трех переменных.
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Undecidable three-variables
superintuitionistic propositional calculus

G.V. Bokov

In this paper, we construct an undecidable superintuitionistic
propositional calculus with axioms containing only three
variables.
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