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В работе [6] решена задача о полноте в классах линейно-
автоматных функций (л.-а. функций) над простыми конечны-
ми полями. В [7] найден алгоритм проверки полноты по опе-
рациям композиции конечных подмножеств в классах линейно-
автоматных функций. Здесь мы будем использовать определе-
ния и обозначения из этих работ, продолжая иучение классов
линейно-автоматных функций Lk над конечными полями Ek,
где k = pm, p - простое число, а m - натуральное число. Через
Rk(ξ) обозначим множество всех формальных рядов перемен-
ной ξ с коэффициентами из Ek. Линейно-автоматной функцией
мы называем отображение f (x1, x2, . . . , xn) из Rk(ξ)

n в Rk(ξ),
которое реализуется линейной последовательностной машиной
[2].

Через Ek(ξ) обозначим поле отношений многочленов пере-
менной ξ с коэффициентами из Ek. Подкольцо E ′k(ξ) этого поля,
состоящее из дробей, знаменатель которых в несократимом ви-
де имеет свободный член отличный от нуля, обозначаем E ′k(ξ).
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Нетрудно видеть, что E ′k(ξ) изоморфно подкольцу всех рядов
из Rk(ξ), коэффициенты которых образуют периодическую (с
предпериодом) последовательность.

При этом для заданной л.-а. функции f (x1, x2, . . . , xn) най-
дутся такие дроби µi, µi ∈ E ′k(ξ), i = 0, 1, . . . , n, что выполнено:

f (x1, x2, . . . , xn) =
n∑
i=1

µixi + µ0. (1)

Переменная xi л.-а. функции f , заданной равенством (1),
называется существенной, если µi 6≡ 0, и называется непосред-
ственной, если µi(0) 6= 0.

Через V1 обозначим множество всех л.-а. функций, имеющих
не более одной непосредственной переменной.

Пусть для л.-а. функции f выполнено (1). Положим

U(f) = { µi | i = 1, 2, . . . , n } .

Для множества M , M ⊆ Lk, определим

U(M) =
⋃
f∈M

U(f).

Через Vp обозначим множество вех л.-а. функций f таких,
что ∑

µ∈U(f)

µ(0) = 1.

Показатель m разложим в произведение простых чисел
q1, q2, . . . , ql:

m = qr11 · qr22 . . . qrll ,

qs 6= qs′ при s 6= s′. Пусть s ∈ {1, 2, . . . , l} и ks = pm/qs. Из-
вестно [5], что поле Ek, содержит единственное подполе из ks
элементов, которое мы будем обозначать Eks.

Множество всех л.-а. функций f таких, что для любого µ,
µ ∈ U(f), выполнено: µ(0) ∈ Eks обозначим Ps.

Каждой л.-а. функции f сопоставим квазилинейную функ-
цию λ(f), которая набору (a1, a2, . . . , an), ai ∈ Ek, ставит в соот-
ветствие свободный член ряда f (a1, a2, . . . , an)
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Обозначим через Ta множество всех л.-а. функций f , что
λ(f) сохраняет элемент a поля Ek.

Далее, как уже отмечалось, будем использовать обозначения
из работ [6] и [7].

Положим

M
(1)
0 =

{
µ | µ ∈ E ′k(ξ), µ =

u

v
, deg u ≤ deg v

}
,

M̃
(1)
0 =

{
µ | µ ∈ E ′k(ξ), µ =

u

v
, deg u < deg v

}
,

M
(1)
1 =

{
µ | µ ∈ E ′k(ξ), µ− µ(0) ∈ ξ2E ′k(ξ)

}
,

M1 =
{
f | f ∈ Lk, U(f) ⊆M

(1)
1

}
.

Упорядочим все неприводимые в Ek[ξ] приведенные много-
члены: p1(ξ), p2(ξ), . . . так, что p1(ξ) = ξ. Положим

M
(1)
i =

{
µ | µ ∈ E ′k(ξ), µ =

u

v
, (v, pi) = 1

}
,

M̃
(1)
i =

{
µ | µ ∈ E ′k(ξ), µ =

u

v
, pi|u

}
, i = 2, 3, . . . .

В дальнейшем нам понадобятся следующие множества л.-а.
функций

Rсi = { f | f ∈ Lk, выполнено (1),∀j, j = 1, 2, . . . , n, если xj —
единственная существенная переменная функции f, то

µj ∈M (1)
i , в противном случае: µj ∈ M̃ (1)

i

}
,

Rнi = { f | f ∈ Lk, выполнено (1),∀j, j = 1, 2, . . . , n, если xj —
единственная непосредственная переменная функции f,

то µj ∈M (1)
i , в противном случае: µj ∈ M̃ (1)

i

}
,

i = 0, 2, 3, . . . .
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Для дроби µ = u
v
из M (1)

0 найдутся такие r, ai, bi, ui, что
r ∈ N, ai, bi ∈ Ek, ui ∈ Ek[ξ], i = 0, 1, a1 6= 0, b1 6= 0, что
выполнено равенство:

µ =
a0 + ξu0 + b0ξ

r

a1 + ξu1 + b1ξr
.

Для такой дроби положим Ψ0(µ) =
(
a0
a1
, b0
b1

)
.

Множеству M , M ⊆M
(1)
0 , соответствет конечное множество

Ψ0(M) пар чисел из Ek:

{ Ψ0(µ) | µ ∈M } ,

замыкание которого по операциям покомпонентного сложения и
умножения обозначим S(Ψ0(M)).

Определим следующие множества.

M
(1)
0,s =

{
µ | µ ∈M (1)

0 ,Ψ0(µ) ∈ {(c′, c)|c′ ∈ Ek, c ∈ Pks}
}
,

M0,s =
{
f | f ∈ Lk, U(f) ⊂M

(1)
0,s

}
.

Пусть a - примитивный элемент поля Ek, а b - сопряженный
к нему относительно поля Ep [1]. Любому c, c ∈ Ek \ {0}, на-
пример, сопряженным относительно поля Ep является само c.
Отображение ω : Ek → Ek такое, что ω(0) = 0 и ω(ai) = bi,
i = 1, 2, . . . , k − 1, является автоморфизмом поля Ek. Поэтому
для любого многочлена φ(x), φ(x) ∈ Ep[x], такого, что φ(a) = 0,
справедливо равенство: φ(b) = 0. Положим

M
(1)
0,ω =

{
µ | µ ∈M (1)

0 ,Ψ0(µ) ∈ {(c, ω(c))|c ∈ Ek}
}
,

M0,ω =
{
f | f ∈ Lk, U(f) ⊂M

(1)
0,ω

}
.

Лемма 1. Пусть для некоторого M , M ⊆M
(1)
0 , для любого

s выполнено:
M 6⊆M

(1)
0,s , (2)
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а также для любого ω имеет место:

M 6⊆M
(1)
0,ω. (3)

Тогда для некоторой ненулевой константы c, c ∈ Ek, спра-
ведливо включение:

(0, c) ∈ Ψ0(S
1(M)),

где через S1(M) обозначено замыкание множества M по опе-
рациям сложения и умножения.

Доказательство. Сначала заметим, что спаведливо равен-
ство:

Ψ0(S
1(M)) = S(Ψ0(M)).

Пусть для некоторого множества M , M ⊆M
(1)
0 , любого чис-

ла s, s ∈ {1, 2, . . . , l}, выполнено (2), а для любого автоморфизма
ω поля Ek справедливо (3). Из соотношений (2) следует, что для
любого c, c ∈ Ek найдется c′, c′ ∈ Ek такое, что

(c′, c) ∈ S(Ψ0(M)).

При этом, если для различных чисел c1 и c2 найдется одно и
то же c′ такое, что (c′, c1) ∈ S(Ψ0(M)) и (c′, c2) ∈ S(Ψ0(M)), то
(0, c1 − c2) ∈ S(Ψ0(M)) и лемма доказана.

В противном случае, для некоторого примитивного элемента
a поля Ek и некоторого c, c ∈ Ek, имеем: (c, a) ∈ S(Ψ0(M)).
Если c не является примитивным элементом поля Ek и не равен
нулю, то его порядок r меньше k − 1. Поэтому из равенства
(c, a)r − (c, a)k−1 = (0, ar − 1) следует утверждение леммы.

Далее рассмотрим случай, когда в S(Ψ0(M)) содержится
пара (c, a), состоящая из примитивных элементов поля Ek.
Пусть при этом найдется еще c′, c′ ∈ Ek, c′ 6= c, такое, что
(c′, a) ∈ S(Ψ0(M)). Тогда в кольце Ep[z] найдется многочлен
u(z) степени ниже m, не совпвдающий с z, такой, что в поле
Ek выполнено равенство: u(c) = c′. Имеем: (c′− u(c), a− u(a)) =
(0, a − u(a)) ∈ S(Ψ0(M)). Выражение a − u(a) является нену-
левым многочленом из Ep[a] степени не выше m − 1. Поэтому
из примитивности элемента a в поле Ek следует, что элемент

199



А.А. Часовских

a− u(a) поля Ek не равен нулю. Поэтому утверждение леммы в
рассматриваемом случае справедливо.

Пусть теперь для какого-то элемента u(a) поля Ek, u(a) ∈
Ep[a] имеется два различных элемента c′i, i = 1, 2, такие что
(c′i, u(a)) ∈ S(Ψ0(M)), i = 1, 2. Тогда (c′1 − c′2, 0) ∈ S(Ψ0(M)).
Поэтому (c + c′1 − c′2, a) и доказательство сводится к ранее рас-
смотренному случаю.

Таким образом, осталось рассмотреть случай:

S(Ψ0(M)) = { (u(c), u(a)) | u(a) ∈ Ep[a], deg(u(a)) ≤ m− 1 } .

При этом, если элементы a и c поля Ek не являются сопря-
женными, то для некоторого a′ ∈ Ek \ {0} получаем (0, a′) ∈
S(Ψ0(M)) и утверждение леммы выполнено. Если же a и c яв-
ляютя сопряженными, то не выполнено (3).

Лемма доказана.
Рассмотрим отображения Ψi, i = 2, 3, . . . , которые соответ-

ствуют приведенным неприводимым в E ′k[ξ] многочленам pi(ξ),
pi(ξ) 6= ξ. При этом каждой дроби µ из E ′k(ξ), знаменатель ко-
торой не делится на pi(ξ), отображение Ψi сопоставляет пару
(µ(0), u(ξ)), в которой u(ξ) ∈ E ′k[ξ], deg u(ξ) ≤ deg pi(ξ) и для
некоторой µ′, µ′ ∈ E ′k(ξ), знаменатель которой тоже не делится
на pi(ξ), имеет место равенство:

µ(ξ) = u(ξ) + ξpi(ξ)µ
′(ξ). (4)

Расмотрим некоторое изоморфное вложение γ поля Ek в
кольцо многочленов из E ′k[ξ], рассматриваемых по модулю мно-
гочлена ξpi(ξ), такое, что для любого a, a ∈ Ek, выполнено:
γi(a)(0) = a. Примерами таких вложений могут быть отображе-
ния γi,1(a) = a и γi,2(a) = ap(ξ). Множество всех таких вложе-
ний обозначим Γi.

Для заданного вложения γ, γ ∈ Γi, положим:

M
(1)
i,γ =

{
µ(ξ) | µ ∈M (1)

i , Ψi(µ(0)) ∈ { (a, γ(a)) | a ∈ Ek }
}
.

В дальнейшем также используются множества:

Mi,γ =
{
f | f ∈ Lk, U(f) ⊂M

(1)
i,γ

}
.
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Лемма 2 Пусть для некоторого i, i ∈ {2, 3, . . . }, имеет
место: M ⊆M

(1)
i , для любого s, s = 1, 2, . . . , l, выполнено:

M 6⊆ P (1)
s , (5)

а также для любого вложения γ, γ ∈ Γi, справедливо:

M 6⊆M
(1)
i,γ . (6)

Тогда для некоторого ненулевого многочлена u, u ∈ Ek[ξ],
deg(u) ≤ deg(pi), справедливо включение:

(0, u) ∈ Ψi(S
1(M)).

Доказательство. Рассмотрим множество M , M ⊆M
(1)
i , удовле-

творяющее для любого s, s = 1, 2, . . . , l, условию (5).
Тогда для любого µ, µ ∈ M , определена пара Ψi(µ), Ψi(µ) =

(µ(0), u(ξ)), где u(ξ) ∈ Ek[ξ], deg u(ξ) ≤ deg pi(ξ) и для некото-
рого µ′(ξ), µ′(ξ) ∈M (1)

i выполнено: (4).
Из справедливости (5) для любого s, s = 1, 2, . . . , l, следует,

что множество R = { u(ξ) | Ψi(µ) = (µ(0), u(ξ)), µ ∈ S1(M) }
содержит не менее k элементов. Если для некоторого a, a ∈ Ek,
найдутся два различных многочлена ui(ξ), i = 1, 2, таких, что
(a, ui(ξ)) ∈ Ψ(M), то (0, u1(ξ) − u2(ξ)) ∈ Ψi(S

1(M)). Поэтому
остается рассмотреть случай |R| = k.

В этом случае рассмотрим отображение γ, γ : Ek → Ek[ξ], со-
поставив каждому элементу a поля Ek вторую компоненту пары
(µ(0), u(ξ)), где µ(0) = a. Нетрудно видеть, что отображение γ
является изоморфным вложением поля Ek.

Поэтому (6) не выполнено. Лемма доказана.
Подполе K поля Ek(ξ) называется его максимальным подпо-

лем если оно не совпадант с Ek(ξ) и не содержится ни в одном
другом подполе, которое не совпадает с Ek(ξ).

Примером максимального подполя в Ek(ξ) может служить
поле Ek(ξ

2), являющееся расширением [1] поля Ek многочле-
ном ξ2. Действительно, Ek(ξ) является линейным пространством
размерности 2 над полем Ek(ξ

2). Базисом этого линейного про-
странства является множество {1, ξ}. Пусть η ∈ Ek(ξ) \ Ek(ξ2).
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Тогда найдутся µi, µi ∈ Ek(ξ2), i = 1, 2, такие, что η = µ1 + ξ ·µ2

и µ2 6= 0. Тогда ξ = (η − µ1)/µ2 и поле, содержащее Ek(ξ
2)

и η совпадает с Ek(ξ). Таким образом, доказано, что Ek(ξ
2) -

максимальное подполе в Ek(ξ).
Далее нам понадобится множество { Bq | g ∈ Q }, состоя-

щее из всех максимальных подполей поля Ek(ξ).
Положим

Jk =
{
V1, Vp, Ps, Ta,M0,s,M0,ω,M1,Mi,γ, R

с
i , R

н
i , Bq |

s ∈ {1, 2, . . . , l}, a ∈ Ek, ω ∈ Ω, i ∈ {2, 3, . . . }, γ ∈ Γi, q ∈ Q} .
Для множесмва M л.-а. функций положим λ(M) =

{ λ(f) | f ∈M } . Множество всех квазилинейных функций
над полем Ek, как и в работе [9] будем обозначать Lk. За-
мыкание множества M , M ⊆ Lk, по операциям суперпозиции
обозначим S(M).

Далее приведем доказательство результата, полученного в
[8].

Лемма 3. Если M ⊆ Lk и M 6⊆ Θ для любого Θ, Θ ∈ J ′k,

J ′k = { V1, Vp, Ps, Ta | s ∈ {1, 2, . . . , l}, a ∈ Ek } ,

то выполнено равенство

S(λ(M)) = Lk. (7)

Доказательство. Пусть для M , M ⊆ Lk, и любого Θ, Θ ∈ J ′k,
выполнено: M 6⊆ Θ.

Тогда найдется функция f (x1, x2, . . . , xn),

f (x1, x2, . . . , xn) ∈M \ V1.

Не ограничивая общности рассуждений, будем предпола-
гать, что x1 и x2 - непосредственные переменные функ-
ции f . Через f ′ (x1, x2, x) обозначим квазилинейную функцию
λ (f (x1, x2, x . . . , x)).

Для квазилинйной функции f ′′ (x1, x2, x),

f ′′ (x1, x2, x) = f ′ (f ′ (x, x1, x) , f ′ (x2, x, x) , x) ,
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в Ek найдутся такие c, c0, c1, что c 6= 0 и

f ′′ (x1, x2, x) = c · x1 + c · x2 + c1 · x+ c0.

В поле Ek имеет место равенство ck−1 = 1. Поэтому для
квазилинейной функции f̃ (x1, x2, x),

f̃ = f ′′ (f ′′ (. . . f ′′ (f ′′︸ ︷︷ ︸
k−1 раз f ′′

(x1, x2, x) , x, x) . . . , x, x) , x, x) ,

в Ek найдутся такие c′0 и c
′
1, что выполнено равенство

f̃ (x1, x2, x) = x1 + x2 + c′1x+ c′0.

Тогда получим квазилинейный сумматор от p+ 1 переменных

x1 + x2 + · · ·+ xp+1 =

f̃
(
f̃
(
. . . f̃

(
f̃︸ ︷︷ ︸

p раз f̃

(x1, x2, x) , x3, x) . . . , xp, x) , xp+1, x) .

Из квазилинейной функции λ(g), g ∈M \ Vp, используя опе-
рации отождествления и переименования переменных, получаем
функцию g′(x), g′(x) = d · x+ d′, причем d ∈ Ek \ {1}, d′ ∈ Ek.

Если g′(x) не является константой, то d 6= 0 и найдется такое
натуральное число r, что dr = d + 1. Тогда для некоторого d′′

имеем
(g′)

r
(x) = (d+ 1) · x+ d′′.

Поэтому квазилинейная функция

x+ g′(x) + (g′)
r

(x) + · · ·+ (g′)
r

(x)︸ ︷︷ ︸
p−1 слагаемых

является константой.
Таким образом, в S(λ(M)) содержится некоторая константа

d̃, d̃ ∈ Ek.
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Докажем, что в S(λ(M)) содержится нулевая константа.
Пусть d̃ 6= 0. Из соотношения M 6⊆ Td̃ следует, что, подста-
новляя константу d̃ в некоторую функцию из λ(M), получим
константу d̂, d̂ 6= d̃.

Через a обозначим элемент поля Ek, равный d̃

d̂−d̃ .
Используя соотношения M 6⊆ Ps, s = 1, 2 . . . , l, нетрудно по-

казать, что для любого a′, a′ ∈ Ek, найдется a′′, a′′ ∈ Ek, что
выполнено соотношение: a′ · x+ a′′ ∈ S(λ(M)). Используя функ-
цию fa, fa = a · x + a′′, а также сумматор x1 + x2 + · · · + xp+1 и
операции суперпозиции, получаем квазилинейную фунуцию f̃a,
f̃a = a ·x1 +a ·x2 + · · ·+a ·xp +x. Нетрудно видеть, что функция

f̃a

(
d̂, . . . , d̂, d̃, d̃

)
совпадает с нулевой константой.

Пусть теперь h (x1, x2, . . . , xn) - какая-либо квазилинейная
функция,

h (x1, x2, . . . , xn) =
n∑
i=1

ai · xi + a0.

Из сумматора x1 + x2 + · · · + xp+1 и нулевой константы с ис-
пользованием операций суперпозиции нетрудно получить n+ 1-
местный сумматор.

Пусть a′ ∈ Ek. Как отмечалось, в S(λ(M)) содержится ква-
зилинейная функция f̃a′, f̃a′ = a′ · x1 + a′ · x2 + · · · + a′ · xp + x.
Подстановкой нуля и переименованием переменных из функции
f̃a′ получаем умножитель a′ · x. Далее, среди констант d̃ и d̂
есть ненулевая, которую мы обозначим d0. Тогда квазилинейная
функция a0

d0
·d0 реализует константу a0 и содержится в S(λ(M)).

Функцию h (x1, x2, . . . , xn) получаем подстановкой умножите-
лей ai·xi, i = 1, 2, . . . , n, и константы a0 вместо соответствующих
переменных сумматора x1 + x2 + · · ·+ xn + x

Лемма доказана.
Теорема. Множество Jk является счетной критериаль-

ной системой замкнутых классов [4] в Lk.
Доказательство. Замкнутость классов, содержащихся в Jk, и

их несовпадение с Lk доказывается путем проверки.
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Пусть M ⊆ Lk и для любого Θ, Θ ∈ Jk, выполнено: M 6⊆ Θ.
Из рассуждений, приведенных в [7], и леммы 3 можно заклю-
чить, что для полноты множества M достаточно выполнения
следующих трех условий.

1. M не содержится ни в одном из замкнутых классов систе-
мы {

V1, Vp, Ps, Ta,M1, R
с
i , R

н
i |

s ∈ {1, 2, . . . , l}, a ∈ Ek, i ∈ {2, 3, . . . }} .

2. Для каждого i, i = 0, 2, 3, . . . , из включения U(M) ⊆ M
(1)
i

следует, что найдется ненулевое c, для которого выполнено:
(0, c) ∈ Ψi (S

1(M)).
3. Ep(M) = Ek(ξ).
Из лемм 1 и 2 следует, что условие 2 выполнено, если M не

содержися ни в одном из замкнутых классов множества

{M0,s,M0,ω, Ps,Mi,γ | s ∈ {1, 2, . . . , l}, ω ∈ Ω, i ∈ {2, 3, . . . }, γ ∈ Γi} .

Из [3] следует, что для любого элемента η поля Ek(ξ) нену-
леой степени поле Ek(ξ) является линейным пространством ко-
нечной размерности над полем Ep(η), получаемым расширением
простого поля Ep элементом η. Отсюда и из рассмотренного вы-
ше примера поля Ek(ξ2) следует, что любое собственное подпо-
ле в Ek(ξ) содержится в некотором его максимальном подполе,
число которых не более чем счетно. Таким образом, условие 3
вытекает из невключения M ни в один из классов множества

{Bq | q ∈ Q} .

Теорема доказана.
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