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Известно [3], что в классе P всех конечных автоматов любое подмно-
жество, не являющееся полным по операциям композиции, расширяется
до K-предполного класса. В работе [1] в P найден класс, который не рас-
ширяется до предполного по операциям суперпозиции. Тем самым, най-
дено новое существенное отличие двух операторов замыкания в классе
конечных автоматов. В настоящей работе поводится сравнение этих опе-
раторов замыкания, а также оператора аппроксимационного замыкания
в классе линейных автоматов [5–9].

Множество всех многочленов переменной ξ с коэффициентами из
двухэлементного поля E2, E2 = {0, 1}, мы обозначаем через E2[ξ]. Наи-
больший общий делитель двух многочленов u1 и u2 из E2[ξ] обозначаем,
как принято, (u1, u2). Число неприводимых многочленов в E2[ξ] счет-
но [4]. Пусть pi(ξ), i = 1, 2, . . . , — все различные неприводимые много-
члены, причем p1(ξ) = ξ.

Согласно [8], кольцо степенных рядов переменной ξ с коэффициен-
тами из поля E2 обозначаем через R2. Подкольцо PR2 кольца R2, со-
стоящее из рядов, коэффициенты которых образуют периодические (с
предпериодом) последовательности, изоморфно кольцу отношений мно-
гочленов из E2[ξ], знаменатели которых в несократимом виде не делятся
на ξ. Мы будем использовать понятие линейно-автоматной функции над
полем из двух элементов E2, введенное в [5]. Линейно-автоматная функ-
ция (л.-а. функция) f (x1, x2, . . . , xn) — это отображение из Rn

2 в R2, для
которого найдутся такие µi, µi ∈ PR2, i = 0, 1, . . . , n, что для любых αi,
αi ∈ R2, i = 1, 2, . . . , n выполнено равенство:
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f (α1, α2, . . . , αn) =

n∑
i=1

µiαi + µ0. (1)

Множество {µi | i = 1, 2, . . . , n} при этом обозначаем через U(f).
Будем говорить, что дроби µi л.-а. функции f , заданной соотношени-

ем (??), соответствует переменная xi. Переменная x л.-а. функции назы-
вается существенной, если для соответствующей ей дроби µ, выполнено:
µ 6= 0 и называется непосредственной, если µ(0) = 1.

На множестве L2 всех л.-а. функций будем рассматривать три опера-
тора замыкания, которые определены в работе [3]:

1) Оператор S-замыкания по операциям суперпозиции. В этом случае
для множества M , M ⊆ L2, через S(M) будем обозначать множе-
ство всех линейно-автоматных функций, которые можно получить
из функций множества M применением (многократным) операций
суперпозиции.

2) Оператор K-замыкания по операциям композиции. Операции ком-
позиции получаем путем добавления к суперпозициям операции об-
ратной связи. При этом для множества M , M ⊆ L2, через K(M)
будем обозначать множество всех линейно-автоматных функций,
получаемых из функций множества M применением (многократ-
ным) операций композиции.

3) Оператор A-замыкания. Понятие A-замыкания было введено в ра-
боте [2]. Для множества M , M ⊆ L2, через A(M) будем обозначать
множество всех л.-а. функций f , таких, что для любого натураль-
ного τ , τ ∈ N, в S(M) найдется функция, совпадающая с f на
словах длины τ .

Пусть метасимвол ρ принимает значения S, K или A. В соответствии
с [3], множество M , M ⊆ L2, называется ρ-замкнутым классом, если
ρ(M) = M . ρ-замкнутый класс M называется ρ-предполным, если M 6=
L2, но для любого f , f ∈ L2 \M , выполнено:

ρ (M ∪ {f}) = L2.

В работе [8] найдены все S-предполные классы в классе линейно-
автоматных функций:

Ta, a ∈ E2, — множество всех л.-а. функций f таких, что из (??)
для любых αi(ξ), αi(ξ) ∈ R2, αi(0) = a, i = 1, 2, . . . , n, выполнено:
f (α1, α2, . . . , αn) (0) = a;



122 А. А. Часовских

V1 — множество всех л.-а. функций, имеющих не более одной непо-
средственной переменной;

Vн — множество всех л.-а. функций, имеющих нечетное число непо-
средственных переменных;

M(ξ) — множество всех таких f , f ∈ L2, что ∀µ, µ ∈ U(f), выполнено:
µ(ξ)− µ(0) ∈ ξ2 · PR2;

M(0) — множество всех таких f , f ∈ L2, что ∀µ, µ ∈ U(f), µ = u
v ,

u, v ∈ E2[ξ], выполнено: deg u 6 deg v;
M(pi) — множество всех таких f , f ∈ L2, что ∀µ, µ ∈ U(f), если

µ = u
v и (u, v) = 1, то (v, pi) = 1, i = 2, 3, . . . .

В работе [5] для L2 найдены все A-предполные классы: T0, T1, V1, Vн,
M(ξ).

А множество всех K-предполных в L2 классов помимо всех A-
предполных также содержит следующие классы:

M0 — множество всех л.-а. функций f таких, что для любого µ,
µ ∈ U(f), степень числителя дроби µ(ξ)−µ(0) меньше степени ее знаме-
нателя;

Mi — множество всех л.-а. функций f таких, что для любого µ, µ ∈
U(f), числитель несократимой дроби, равной µ(ξ)−µ(0), делится на pi(ξ),
i = 2, 3, . . . ;

Rс0 — множество всех функций f из L2, имеющих не более одной
существенной переменной и U(f) ⊂M(0), а также л.-а. функций f , име-
ющих не менее двух существенных переменных, таких, что ∀µ, µ ∈ U(f),
степень числителя дроби µ строго меньше степени знаменателя;

Rсi — множество всех функций f из L2, имеющих не более одной су-
щественной переменной и U(f) ⊂M(pi), а также л.-а. функций f , имею-
щих не менее двух существенных переменных, таких, что ∀µ, µ ∈ U(f),
числитель несократимой дроби, равной µ, делится на pi, i = 2, 3, . . . ;

Rн0 — множество всех л.-а. функций таких, что ∀µ, µ ∈ U(f), если
µ соответствует единственной непосредственной переменной л.-а. функ-
ции f , то степень числителя дроби µ не больше степени знаменателя,
в противном случае степень числителя дроби µ строго меньше степени
знаменателя;

Rнi — множество всех л.-а. функций таких, что ∀µ, µ ∈ U(f), пред-
ставленной несократимой дробью u

v , если µ соответствует единственной
непосредственной переменной л.-а. функции f , то (v, pi)=1, в противном
случае pi делит u, i = 2, 3, . . . .
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Таким образом, для множеств JS , JK и JA, состоящих, соответствен-
но, из всех S-предполных, K-предполных и A-предполных классов, име-
ют место равенства:

JS = {Ta, V1, Vн,M(ξ),M(0),M(pi)|a ∈ E2, i = 2, 3, . . . } ,
JK =

{
Ta, V1, Vн,M(ξ),M0,Mi, R

с
0 , R

с
i , R

н
0 , R

н
i |a ∈ E2, i = 2, 3, . . .

}
,

JA = {Ta, V1, Vн,M(ξ), |a ∈ E2, i = 2, 3, . . . } .

Справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Каждый A-предполный класс в L2 является S-предполным
и K-предполным. В L2 каждый K-предполный класс содержится в неко-
тором S-предполном классе и любой S-предполный класс из JS \ JA со-
держит ровно 3 K-предполных класса из JK \ JA.

Из определений классов л.-а. функций, составляющих множества JA,
JS и JK , следуют включения

M0 ∪Rс0 ∪Rн0 ⊂M(0),

Mi ∪Rсi ∪Rнi ⊂M(pi), i = 2, 3, . . . ,

используя которые, получаем доказательство теоремы 1.
Используя результаты работ [6], [7] и [8], нетрудно показать справед-

ливость следующих утверждений.

Теорема 2. Пусть ρ ∈ {A,K}. Множество, состоящее из всех ρ-зам-
кнутых классов, содержащих сумматор и константные л.-а. функции,
счетно. Множество, состоящее из всех S-замкнутых классов, содер-
жащих сумматор и константные л.-а. функции, континуально.

Теорема 3. В классе L2 любое подмножество, не являющееся S-пол-
ным, расширяется до S-педполного класса.
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