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Изучается взаимосвязь между обобщениями формальных по-
нятий на случай нечётких контекстов. Рассматриваются чётко-
порождённые нечёткие формальные понятия (Р. Белохлавек с со-
авторами), протонечёткие понятия (О. Кридло и С. Крайчи), узор-
ные структуры (C. Кузнецов и Б. Гантер). Устанавливаемые соот-
ветствия между протонечёткими и чётко-порождёнными формаль-
ными понятиями позволяют переформулировать задачи и исполь-
зовать полученные ранее критерии и свойства.
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1. Введение

В данной работе изучается взаимосвязь между различными обобщени-
ями анализа формальных понятий [1] на случай нечётких контекстов.
Рассматривается подход Р. Белохлавека с соавторами [2], при котором ос-
новное внимание уделяется так называемым чётко-порождённым нечёт-
ким формальным понятиям, подход О. Кридло и С. Крайчи [3], состо-
ящий в изучении протонечётких понятий, то есть формальных понятий
на каждом “уровне” степени истинности нечёткого контекста, а также
введённые C. Кузнецовым и Б. Гантером [4] узорные структуры, част-
ным случаем которых является анализ формальных понятий с операцией
интервального пересечения (слияния).

Устанавливаемые в работе соответствия между протонечёткими и
чётко-порожденными формальными понятиями для одного и того же
нечёткого контекста позволяют переформулировать задачи с одного язы-
ка на другой и использовать полученные ранее критерии и свойства.



Подходы к анализу нечётких формальных понятий 159

2. Основные определения и обозначения

Нечётким подмножеством A в множестве X называется отображение,
ставящее в соответствие каждому x ∈ X степень истинности A(x) ∈ L
включения x в A; здесь L — некоторое частично упорядоченное множе-
ство. Полной решёткой называется частично упорядоченное множество
L, в котором у любого подмножества M ⊆ L есть точная нижняя (

∧
M)

и верхняя (
∨
M) границы. Для множеств из двух элементов использу-

ют обозначения x∧ y =
∧
{x, y}, x∨ y =

∨
{x, y}. Полной решёткой с

делением называется набор L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 такой, что

(1) 〈L,∧,∨, 0, 1〉 является полной решёткой с наименьшим элементом
0 и наибольшим элементом 1;

(2) 〈L,⊗, 1〉 образует коммутативный моноид;
(3) нечёткая конъюнкция ⊗ и нечёткая импликация→ удовлетворяют

условию x⊗ y 6 z ⇐⇒ x 6 y → z.

В настоящей работе используются операции Лукасевича:

a⊗ b = max{a+ b− 1, 0}, a→ b = min{1− a+ b, 1}.

Множество всех нечётких множеств в X обозначается LX . Под
1-срезом множества A ∈ LX понимается чёткое множество
1A = {x ∈ X | A(x) = 1}.

ПустьX и Y — множества объектов и признаков, и I — нечёткое отно-
шение междуX и Y . Тройка 〈X,Y, I〉 называется формальным нечётким
контекстом.

В работе [2] для нечётких множеств A ∈ LX и B ∈ LY определяются
нечёткие множества A↑ ∈ LY и B↓ ∈ LX формулами

A↑(y) =
∧
x∈X

(A(x)→ I(x, y)), B↓(x) =
∧
y∈Y

(B(y)→ I(x, y)).

Положим B(X,Y, I) = {〈A,B〉 | A↑ = B,B↓ = A}. Элементы
множества B(X,Y, I) называются формальными понятиями контекста
〈X,Y, I〉.

Формальное нечёткое понятие 〈A,B〉 ∈ B(X,Y, I) является чётко-
порожденным [2] если существует чёткое множество Bc ⊆ Y такое, что
A = B↓

c (таким образом, B = B↓↑
c ). Через Bc(X,Y, I) обозначим совопук-

ность всех чётко-порожденных формальных понятий в 〈X,Y, I〉.
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В работе [3] для каждого l ∈ L определяются отображения ↑l : 2X →
2Y и ↓l : 2Y → 2X :

для A ⊆ X положим ↑l (A) = {y ∈ Y : (∀x ∈ A)I(x, y) > l};
для B ⊆ Y положим ↓l (B) = {x ∈ X : (∀y ∈ B)I(x, y) > l};
Пара 〈A,B〉 называется l-понятием если и только если ↑l (A) = B и

↓l (B) = A, то есть пара 〈A,B〉 является понятием в чётком контексте
〈X,Y, Il〉, где

Il = {(x, y) ∈ X × Y : I(x, y) > l}.

Контекст 〈X,Y, Il〉 называется l-срезом. Множество всех понятий в
l-срезе будем обозначать через Kl.

Тройки 〈A,B, l〉 ∈ 2X × 2Y × L такие, что 〈A,B〉 ∈
⋃
k∈L
Kk и l =

sup{k ∈ L : 〈A,B〉 ∈ Kk} называются протонечёткими понятиями. Мно-
жество всех протонечётких понятий обозначается символом KP .

Пусть A ⊆ X — произвольное множество объектов. Множество

KP
A = {〈B, l〉 ∈ 2Y × L : (∃A′ ⊇ A)〈A′, B, l〉 ∈ KP }

назовем сужением множества протонечётких понятий на A.
Определим отображения

⇑: 2X → LY , ⇓: LY → 2X

следующим образом: для любого подмножества A объектов и для любого
подмножества B признаков положим

⇑ (A)(y) = sup{l ∈ L : (∃〈B, l〉 ∈ KP
A), y ∈ B};

⇓ (B̃) =
⋃
{A ⊆ X : (∀y ∈ Y )(∃〈B, l〉 ∈ KP

A y ∈ B & l > B̃(y)}.

Пусть G — некоторое множество, (D,u) — полурешётка с инфиму-
мом. Частным случаем решётки (D,u), называемой решёткой описаний,
является множество наборов вещественных чисел. Совокупность таких
наборов для всех объектов определяет нечёткий контекст.

3. Связь между различными подходами

Рассмотрим нечёткий контекст 〈X,Y, I〉, содержащий k объектов и n при-
знаков (то есть |X| = k, |Y | = n):

Связь между понятиями, введенными в работах [2] и [3], отражена в
следующих утверждениях.
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Теорема 1. Отображение ⇓ совпадает с ограничением на чёткие под-
множества признаков отображения ↓.

Теорема 2. В чётком контексте 〈X,Y, I〉 множество Bc порождает
все формальные понятия из 1-среза контекста 〈X,Y, I〉.

Теорема 3. Пусть A = (a1, . . . , ak) = B↓
c , B = B↓↑

c . Обозначим l =∨
B↓

c =
∨
ai. Построим множество Z = (z1, . . . , zk) такое, что zi = 0

если ai < l и 1 если ai = l. Тогда (z1, z2, . . . , zk) × 1B соответствует
протонечёткому понятию в l-срезе, которое можно ограничить на 1B.

Теорема 4. Пусть A = (a1, . . . , ak) = B↓
c , B = B↓↑

c . Зададим множе-
ство (кортеж) Z формулой

zj =

{
1, aj > ai,

0, aj < ai.

Тогда контекст Z × 1Y соответствует протонечёткому понятию в
ai-срезе исходного контекста, которое можно ограничить на 1Y .

Следствие 1. По Bc, полностью состоящему из единиц, можно по-
строить протонечёткое понятие, содержащее все признаки исходного
контекста.

Теорема 5. Пусть в срезе l имеется некоторое протонечёткое фор-
мальное понятие. Тогда можно построить кортеж Bc, удовлетворя-
ющий следующим условиям:

1. B↓
c = (a1, . . . , ak), где ai > l, если i-й объект содержится в данном

протонечётком понятии, и ai < l, иначе;
2. Bc — замкнутый по чётким компонентам (или просто чётко-

замкнутый) кортеж, то есть 1B↓↑
c = Bc.

Далее исследуется связь между понятиями, введенными в работах [2]
и [4].

Если в нечётком контексте I какая-то строка покоординатно мажори-
руется другой строкой, то имеет место импликация объектов (из мень-
шего в больший).

Теорема 6. Если объёмы интервальных формальных понятий совпа-
дают с чётко-замкнутыми кортежами, то контекст не содержит
импликаций.
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Теорема 7. Для любого чётко-замкнутого кортежа соответствую-
щее ему подмножество объектов является замкнутым.

Теорема 8. Для того, чтобы множество чётко-замкнутых корте-
жей совпадало с множеством объёмов интервальных формальных по-
нятий, необходимо, чтобы для каждого интервального формального по-
нятия было выполнено следующее условие: ни одна строка, не входящая
в объем интервального формального понятия, не мажорирует мини-
мум интервалов.

4. Описание решёток нечётких формальных по-
нятий

Введём величину α — количество уровней нечёткости. В случае квад-
ратного контекста размера n × n существует αn различных кортежей
для объёма (или содержания). Количество нечётких формальных поня-
тий равняется количеству замкнутых кортежей. Можно показать, что
существует нечёткий контекст, в котором все кортежи объёма (или со-
держания) замкнуты, то есть решетка формальных понятий состоит из
αn элементов. Такой контекст называется максимальным нечётким кон-
текстом. Соответствующая решётка обозначается L0.

Согласно основной теореме о решётках формальных понятий для L0

также можно построить чёткий контекст, размерность которого в α − 1
раз больше размерности нечёткого контекста.

Для произвольного нечёткого контекста размерности n×n верна сле-
дующая теорема.

Теорема 9. Решётка формальных понятий произвольного нечёткого
контекста является нижней подполурешёткой решётки L0.

Для нечёткого контекста размера 2×2 описаны все решётки формаль-
ных понятий, которые могут ему соответствовать. В частности, можно
показать, что не по каждой решётке (нижней подполурешётке решёт-
ки L0) можно восстановить нечёткий контекст 2× 2.
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