
Графы групповых автоматов
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В работе вводится понятие граф автомата. Рассматривается за-
дача определения принадлежности автомата к классу групповых
автоматов по его графу. Приводится свойство графов групповых
автоматов. Доказана теорема о существовании группового автома-
та с графом заданного вида.
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Введение

Понятие граф автомата представляет собой модифицированную кон-
цепцию диаграммы Мура. Мы будем называть графом автомата V =
(A,Q,ϕ) размеченный ориентированный граф G = (Q,W, f), вершины
которого соответствуют состояниям автомата, при этом

e = (qi, qj) ∈W, f(e) = a⇔ ϕ(qi, a) = qj ,

где f :W → A, a ∈ A.
Рассматриваются следующие задачи:

1) по графу автомата определить, является ли автомат групповым;

2) в каких случаях неразмеченный ориентированный графG = (Q,W )
можно доопределить до графа G′ = (Q,W, f) некоторого группово-
го автомата.
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Эквивалентные определения группового автомата

Определение 1 (см. [1]). Автомат V = (A,Q,ϕ) называется группо-
вым, если ∀α ∈ A∗ отображение ϕα(q) = ϕ(q, α) есть перестановка на
множестве Q.

Очевидно, что для определения принадлежности автомата классу
групповых достаточно рассмотреть лишь отображения, порождаемые
буквами алфавита A.

Утверждение 1. Автомат V = (A,Q,ϕ) является групповым⇔ ∀ a ∈
A отображение ϕa(q) = ϕ(q, a) есть перестановка на множестве Q.

Критерий принадлежности автомата классу груп-
повых

Для того, чтобы по графу автомата убедиться, что ему соответствует
групповой автомат, достаточно проверить, что подграфы, порожденные
ребрами с одинаковыми отметками, являются совокупностью ориенти-
рованных циклов.

Утверждение 2. Пусть дан граф G = (Q,W, f) некоторого автомата
V = (A,Q,ϕ), A = (a1, . . . , am). ∀ i ∈ {1, . . . ,m} рассмотрим подграф
Gi = (Q,Wi), где Wi = {e ∈ W |f(e) = ai}. Следующие условия эквива-
лентны:

1) автомат V = (A,Q,ϕ) является групповым

2) ∀Gi, i ∈ {1, . . . ,m} ∀ q ∈ Q deg_in(q) = deg_out(q) = 1

3) ∀ i ∈ {1, . . . ,m}Gi — совокупность ориентированных циклов без
изолированных вершин.

1⇔ 2. ПустьG = (Q,W, f)— граф некоторого автомата V = (A,Q,ϕ).
Рассмотрим подграфGi = (Q,Wi). Условие ∀ q deg_in(q) = deg_out(q) =
1 равносильно тому, что ϕai — биективное отображение, так как:

1) ϕai — отображение ⇔ ∀ q deg_out(q) = 1;

2) ϕai инъективна ⇔ ∀ q deg_in(q) 6 1;

3) ϕai сюръективна ⇔ ∀ q deg_in(q) > 1.
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Согласно утверждению 1, V — групповой⇔ ϕai — биекция ∀ i ∈ {1, . . . ,m}.
3⇒ 2. Справедливо по определению цикла.
2⇒ 3 Рассмотрим любую ориентированную простую цепь (q1, q2, . . . , qk)

графа Gi. Так как deg_out(qk) = 1, то ∃ qk+1 : (qk, qk+1) ∈ Wi, при этом
∀ i ∈ {2, . . . , k} qk+1 6= qi, так как deg_in(qi) = 1. Ясно, что на каком-то
шаге цепь замкнется, после чего следует рассмотреть любое ребро графа
Gi, которое мы еще не рассматривали. В конце концов, мы убедимся, что
граф Gi является совокупностью ориентированных циклов. Утвержде-
ние доказано.

Свойство графа группового автомата

Из утверждения 2 следует следующее свойство графа группового ав-
томата.

Утверждение 3. Если G = (Q,W, f) — граф некоторого группового
автомата V = (A,Q,ϕ), |A| = m, то ∀ q ∈ Q deg_in(q) = deg_out(q) =
m.

Отметим, что из того, что граф автомата обладает указанным свой-
ством, еще не следует, что автомат является групповым. В качестве при-
мера можно рассмотреть граф, изображенный на рис. 1. Входящие и
исходящие степени каждой вершины этого графа равны 2, однако со-
ответствующий автомат групповым не является (например, потому что
ϕ0(q) не является перестановкой на Q).

Рис. 1: Пример графа негруппового автомата.

Существование группового автомата

Утверждается, что любой граф, обладающий указанным свойством,
можно разметить таким образом, чтобы ему соответствовал некоторый
групповой автомат.
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Теорема 1. Теорема 1. Если G = (Q,W ) — ориентированный граф и
∀ q ∈ Q deg_in(q) = deg_out(q) = m, то существует такая функция
f :W → A, что G = (Q,W, f) — граф некоторого группового автомата
V = (A,Q,ϕ), |A| = m.

Построим неориентированный граф G′ = (Q′,W ′) следующим обра-
зом:

Q′ = {q′, q′′| q ∈ Q}, |Q′| = 2|Q|;
W ′ =

{
{q′1, q′′2}|(q1, q2) ∈W

}
, |W ′| = |W |.

Так как ∀ q ∈ Q deg_in(q) = deg_out(q) = m, то G′ — двудоль-
ный m- регулярный граф. Согласно теореме Кенига[2], любой регуляр-
ный двудольный граф имеет совершенное паросочетание, следовательно,
G′ = G∗1 ∪ G′1, где G∗1 = (Q∗1,W

∗
1 ) — совершенное паросочетание, G′1 =

(Q′,W ′1) — двудольный m− 1-регулярный граф. Аналогично, G′1 = G∗2 ∪
G′2, где G∗2 = (Q∗2,W

∗
2 ) — совершенное паросочетание, G′2 = (Q′,W ′2) —

двудольный m−2-регулярный граф. Таким образом, получаем разложе-
ние графа G′ наm совершенных паросочетаний G∗1 = (Q∗1,W

∗
1 ), . . . , G

∗
m =

(Q∗m,W
∗
m). Следовательно, граф G может быть представлен в виде объ-

единения m подграфов G1, . . . , Gm, где Gi = (Q,Wi), Wi =
{
(q1, q2) ∈

W |{q′1, q′′2} ∈ W ∗i
}
, при этом ∀ q ∈ Q deg_in(q) = deg_out(q) = 1. Рас-

смотрим следующую весовую функцию f : W → A, f(e) = ai, если
e ∈ Wi. Тогда согласно утверждению 2, автомат, соответствующий диа-
грамме Мура G = (Q,W, f), является групповым. Теорема доказана.

Следствие 1. Любой ориентированный граф G = (Q,W ), для которого
выполнено условие ∀ q ∈ Q deg_in(q) = deg_out(q) = m, можно доопре-
делить до графа некоторого группового автомата V = (A,Q,ϕ), |A| =
m за время O

(
|Q|

3
2 ∗m2

)
.

Требуется оценить время, необходимое для разложения графа G′ =
(Q′,W ′) на m совершенных паросочетаний (см. доказательство теоремы
1). Заметим, что если в графе существует совершенное паросочетание, то
наибольшее паросочетание будет совершенным. Алгоритм Хопкрофта-
Карпа [3] позволяет находить наибольшее паросочетание в двудольном
графе G = (Q,W ) за время O

(√
|Q| ∗ |W |

)
. Число вершин и ребер графа

G′i = (Q′,W ′i ) равно соответственно:

|Q′| = 2|Q|;

|W ′i | =
1

2
∗
∑
q′∈Q′

deg(q′) =
1

2
∗
(
|Q′| ∗ (m− i)

)
= |Q| ∗ (m− i).
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Поэтому разложить граф G′ = (Q′,W ′) на m совершенных паросоче-
таний можно за время:

m−2∑
i=0

O
(√

2|Q| ∗ |Q| ∗ (m− i)
)
=

m−2∑
i=0

O
(
|Q|

3
2 ∗ (m− i)

)
= O

(
|Q|

3
2 ∗

∗
m−2∑
i=0

(m− i)
)

= O

(
|Q|

3
2 ∗ (m+ 2) ∗ (m− 1)

2

)
= O

(
|Q|

3
2 ∗m2

)
.

Следствие доказано.
Отметим также, что приведенное разложение графа G на подграфы

G1, . . . , Gm аналогично разложению 2m-регулярного графа на m ребер-
но непересекающихся 2-факторов (см. теорему Петерсена [4]). Читатель,
желающий более подробно узнать о свойствах групповых автоматов, мо-
жет ознакомиться с ними в [5]. Автор выражает благодарность своему
научному руководителю, д.ф.-м.н. Бабину Дмитрию Николаевичу, за по-
становку задачи и внимание к работе.
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