


















































































































































































































���. 1: ������� ������ �� �������� �����
� 	���� ���������
��
�����������: ������ 	������ ������ � ������� ����
��� ��� ���-
��� MNIST, ����� 	������ ������ � ������� ����
��� ��� ������
OMNIGLOT.

����������� ������������� ����
�������
� ��������� ��	����
���������. � �� �� ����� �������� 	�����	������ �������� ��-
����������� ����
�������
� ����������� ���������� � �����-
������ ���� ���� � �������� ������. �� ������� �����, ���
�	��������� �������� �	����������� 	� ������� 33 	�������� �
���������� ������� �� ��������� ������ �������� ������ � ��
������������� �� ���	� ��������. ��	�����, � �
�	��������� ��
������ OMNIGLOT �	��������� � ������ 	� ���� ����������
���� ����. � �
�	��������� �� ������ ������ MNIST 	�������
����������� �� �����������.
 � ��
�� �������� ���������� ������������ ����
�������

� ������������ ����
�������
�� �� ������ ��� ����������
���
����. ���������� ���� ����� �
�	��������� 	����������� � �����-
�� 2. � ���� ������ ������ �������� 	�����	������ ������� ����
���������� 	�� ����������� ��������� �. ›�� �� �����, �����-
������ ������������� ����
�������
� ������� ������� ������-
���� ��������� 	�����	������ � ��������� � ������������ ����-

�������
��. ��� 	�������� 	���	�������, ��� ���������� ��-
���������� ����
�������
 ����� ���� ��	�������� ��� ������-
������� ������������ ������� ���� 	�� �������� �� ������ ���
����.

����������

� ������ ������ 	��������� � 	��������������� ���������� 
 ��-
�� 	�����	������, ����� ���
������ 
������� ��� �������� ����-
��� ��������� ��������. ����������� �	���� ��
��������� �����-
������ 	�����	������ ��� ������ ������������� ����
�������-
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Графы групповых автоматов

Ищенко Р. А.

В работе вводится понятие граф автомата. Рассматрива-
ется задача определения принадлежности автомата к классу
групповых автоматов по его графу. Приводится свойство гра-
фов групповых автоматов. Доказана теорема о существовании
группового автомата с графом заданного вида.
�������� �����: автомат, граф, групповой автомат.

��������

Понятие граф автомата представляет собой модифицированную
концепцию диаграммы Мура. Мы будем называть графом авто-
мата V = (A, Q, ϕ) размеченный ориентированный граф G =
(Q, W, f), вершины которого соответствуют состояниям автомата,
при этом

e = (q�, q�) ∈ W, f(e) = a ⇔ ϕ(q�, a) = q� ,

где f : W → A, a ∈ A.
Рассматриваются следующие задачи:

1) по графу автомата определить, является ли автомат группо-
вым;

2) в каких случаях неразмеченный ориентированный граф G =
(Q, W ) можно доопределить до графа G� = (Q, W, f) некото-
рого группового автомата.
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Эквивалентные определения группового авто-
мата

Определение 1 (см. [1]). Автомат V = (A, Q, ϕ) называется
групповым, если ∀ α ∈ A� отображение ϕα(q) = ϕ(q, α) есть пере-
становка на множестве Q.

Очевидно, что для определения принадлежности автомата классу
групповых достаточно рассмотреть лишь отображения, порождае-
мые буквами алфавита A.

Утверждение 1. Автомат V = (A, Q, ϕ) является групповым
⇔ ∀ a ∈ A отображение ϕa(q) = ϕ(q, a) есть перестановка на
множестве Q.

Критерий принадлежности автомата классу
групповых

Для того, чтобы по графу автомата убедиться, что ему соответ-
ствует групповой автомат, достаточно проверить, что подграфы,
порожденные ребрами с одинаковыми отметками, являются сово-
купностью ориентированных циклов.

Утверждение 2. Пусть дан граф G = (Q, W, f) некоторого авто-
мата V = (A, Q, ϕ), A = (a�, . . . , am). ∀ i ∈ {1, . . . , m} рассмотрим
подграф Gi = (Q, Wi), где Wi = {e ∈ W |f(e) = ai}. Следующие
условия эквивалентны:

1) автомат V = (A, Q, ϕ) является групповым
2) ∀ Gi, i ∈ {1, . . . , m} ∀ q ∈ Q deg_in(q) = deg_out(q) = 1
3) ∀ i ∈ {1, . . . , m} Gi — совокупность ориентированных циклов

без изолированных вершин.

Доказательство.
1 ⇔ 2. Пусть G = (Q, W, f) — граф некоторого автомата
V = (A, Q, ϕ). Рассмотрим подграф Gi = (Q, Wi). Условие
∀ q deg_in(q) = deg_out(q) = 1 равносильно тому, что ϕa� — би-
ективное отображение, так как:

1) ϕa� — отображение ⇔ ∀ q deg_out(q) = 1;
2) ϕa� инъективна ⇔ ∀ q deg_in(q) � 1;
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3) ϕa� сюръективна ⇔ ∀ q deg_in(q) � 1.

Согласно утверждению 1, V — групповой ⇔ ϕa� — биекция ∀ i ∈
{1, . . . , m}.
3 ⇒ 2. Справедливо по определению цикла.
2 ⇒ 3 Рассмотрим любую ориентированную простую цепь
(q1, q2, . . . , qk) графа Gi. Так как deg_out(qk) = 1, то
∃ qk+1 : (qk, qk+1) ∈ Wi, при этом ∀ i ∈ {2, . . . , k} qk+1 �= qi,
так как deg_in(qi) = 1. Ясно, что на каком-то шаге цепь за-
мкнется, после чего следует рассмотреть любое ребро графа Gi,
которое мы еще не рассматривали. В конце концов, мы убедимся,
что граф Gi является совокупностью ориентированных циклов.
Утверждение доказано. �

Свойство графа группового автомата

Из утверждения 2 следует следующее свойство графа группового
автомата.

����������� 3. Если G = (Q, W, f) — граф некоторого группо-
вого автомата V = (A, Q, ϕ), |A| = m, то ∀ q ∈ Q deg_in(q) =
deg_out(q) = m.

Отметим, что из того, что граф автомата обладает указанным свой-
ством, еще не следует, что автомат является групповым. В качестве
примера можно рассмотреть граф, изображенный на рис. 1. Вхо-
дящие и исходящие степени каждой вершины этого графа равны 2,
однако соответствующий автомат групповым не является (напри-
мер, потому что ϕ0(q) не является перестановкой на Q).

Рис. 1: Пример графа негруппового автомата.
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Существование группового автомата

Утверждается, что любой граф, обладающий указанным свой-
ством, можно разметить таким образом, чтобы ему соответствовал
некоторый групповой автомат.

Теорема 1. Теорема 1. Если G = (Q, W ) — ориентированный граф
и ∀ q ∈ Q deg_in(q) = deg_out(q) = m, то существует такая
функция f : W → A, что G = (Q, W, f) — граф некоторого груп-
пового автомата V = (A, Q, ϕ), |A| = m.

Доказательство.
Построим неориентированный граф G′ = (Q′, W ′) следующим об-
разом:

Q′ = {q′, q′′| q ∈ Q}, |Q′| = 2|Q|;
W ′ =

{
{q′

�, q′′
�}|(q�, q�) ∈ W

}
, |W ′| = |W |.

Так как ∀ q ∈ Q deg_in(q) = deg_out(q) = m, то G′ — двудоль-
ный m- регулярный граф. Согласно теореме Кенига[2], любой
регулярный двудольный граф имеет совершенное паросочетание,
следовательно, G′ = G∗

� ∪ G′
�, где G∗

� = (Q∗
�, W ∗

� ) — совершенное па-
росочетание, G′

� = (Q′, W ′
�) — двудольный m − 1-регулярный граф.

Аналогично, G′
� = G∗

� ∪G′
�, где G∗

� = (Q∗
�, W ∗

� ) — совершенное паро-
сочетание, G′

� = (Q′, W ′
�) — двудольный m−2-регулярный граф. Та-

ким образом, получаем разложение графа G′ на m совершенных па-
росочетаний G∗

� = (Q∗
�, W ∗

� ), . . . , G∗
m = (Q∗

m, W ∗
m). Следовательно,

граф G может быть представлен в виде объединения m подграфов
G�, . . . , Gm, где Gi = (Q, Wi), Wi =

{
(q�, q�) ∈ W |{q′

�, q′′
�} ∈ W ∗

i
}

,
при этом ∀ q ∈ Q deg_in(q) = deg_out(q) = 1. Рассмотрим следу-
ющую весовую функцию f : W → A, f(e) = ai, если e ∈ Wi. Тогда
согласно утверждению 2, автомат, соответствующий диаграмме
Мура G = (Q, W, f), является групповым. Теорема доказана. �

Следствие 1. Любой ориентированный граф G = (Q, W ), для ко-
торого выполнено условие ∀ q ∈ Q deg_in(q) = deg_out(q) = m,
можно доопределить до графа некоторого группового автомата
V = (A, Q, ϕ), |A| = m за время O

(
|Q|

3
2 ∗ m�)

.

Доказательство.
Требуется оценить время, необходимое для разложения графа G′ =
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(Q′, W ′) на m совершенных паросочетаний (см. доказательство тео-
ремы 1). Заметим, что если в графе существует совершенное паро-
сочетание, то наибольшее паросочетание будет совершенным. Ал-
горитм Хопкрофта-Карпа [3] позволяет находить наибольшее паро-
сочетание в двудольном графе G = (Q, W ) за время O

(√
|Q|∗ |W |

)
.

Число вершин и ребер графа G′
i = (Q′, W ′

i ) равно соответственно:

|Q′| = 2|Q|;

|W ′
i | =

1
2

∗
∑

q�∈Q�

deg(q′) =
1
2

∗
(
|Q′| ∗ (m − i)

)
= |Q| ∗ (m − i).

Поэтому разложить граф G′ = (Q′, W ′) на m совершенных паросо-
четаний можно за время:

m−2∑

i=0

O
(√

2|Q| ∗ |Q| ∗ (m − i)
)

=
m−2∑

i=0

O
(
|Q|

3
2 ∗ (m − i)

)
= O

(
|Q|

3
2 ∗

∗
m−2∑

i=0

(m − i)
)

= O
(

|Q|
3
2 ∗

(m + 2) ∗ (m − 1)
2

)
= O

(
|Q|

3
2 ∗ m2

)
.

Следствие доказано. �

Отметим также, что приведенное разложение графа G на подгра-
фы G1, . . . , Gm аналогично разложению 2m-регулярного графа на
m реберно непересекающихся 2-факторов (см. теорему Петерсена
[4]). Читатель, желающий более подробно узнать о свойствах груп-
повых автоматов, может ознакомиться с ними в [5]. Автор выража-
ет благодарность своему научному руководителю, д.ф.-м.н. Бабину
Дмитрию Николаевичу, за постановку задачи и внимание к работе.

������ ����������
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Érteśıtő, 34, 1916, pp. 104–119.

115



[3] Hopcroft, Karp. An �5/2 algorithm for maximum matchings in
bipartite graphs, SIAM Journal on Computing, 2 (4), 1973, pp.
225–231.

[4] Л. Ловас, М. Пламмер. Прикладные задачи теории графов.
Теория паросочетаний в математике, физике, химии. Изд-во
“Мир”, М., 1998, 289 с.

[5] Бабин Д.Н., О полноте и выразимости автоматных функ-
ций относительно суперпозиции, монография, Макс Пресс,
Москва, 2013.

116



О решетке вложения прогрессивных
множеств сложности два

П. С. Дергач

В статье приводится результат об описании структуры
непосредственного вложения для семейства P� прогрессивных
множеств сложности не выше 2. Приводится полная неизбы-
точная классификация ребер структуры. При этом возникают
12 типов классификации, для описания которых водятся по-
нятия согласованности, асинхронности, слабой и сильной син-
хронности пар арифметических прогрессий в натуральных ря-
дах. Такая постановка задачи является новой и ранее никем не
исследовалась.

�������� �����: прогрессивное множество, арифмети-
ческая прогрессия, структура непосредственного вложения.

��������

Под прогрессивным множеством в рамках данной работы подразу-
мевается произвольное периодическое подмножество натурального
ряда, а под его сложностью — минимальное количество попарно
непересекающихся арифметических прогрессий, дающих в объеди-
нении это множество. Элементы семейства P2 состоят из всех таких
подмножеств натурального ряда, которые представимы объедине-
нием не более чем двух непересекающихся прогрессий. Поскольку
прогрессивные множества сложности 1, в свою очередь, могут быть
представлены объединением двух непересекающихся арифметиче-
ских прогрессий, то семейство P2 можно рассматривать как множе-
ство всех подмножеств натуральных чисел, представимых в виде
объединения ровно двух непересекающихся арифметических про-
грессий. Для семейства P1 прогрессивных множеств сложности 1
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структура вложения строится тривиально. Но уже для P2 описа-
ние соответствующей структуры является нетривиальной задачей.
О решении похожих задач можно прочитать в статьях [1-6]. О дру-
гих интересных аспектах исследований авторов и других ученых в
смежных областях к тематике данной работы можно прочитать в
[7-18].

Основные определения

Множество натуральных чисел обозначаем через N.
Если два множества A и B попарно не пересекаются, то их объеди-
нение обозначаем через A � B. Если далее в тексте встречается это
обозначение, то это по умолчанию означает, что множества A и B
попарно не пересекаются.
Множество целых неотрицательных чисел обозначаем через N0.
Пусть a ∈ N, b ∈ N0. Тогда обобщенной арифметической прогрес-
сией с началом a и шагом b называется множество

(a, b) := {a + ib | i ∈ N0}.

Множество всех обобщенных арифметических прогрессий обозна-
чаем через P.
Множество всех обобщенных арифметических прогрессий (a, b), у
которых b �= 0, обозначаем через P+.
Множество всех подмножеств натуральных чисел, представимых в
виде объединения ровно двух непересекающихся арифметических
прогрессий, обозначаем через P2. Тогда структурой вложения G
называем ориентированный граф, вершинами которого являются
элементы из P2, а направленное ребро (P1, P2) для пары P1, P2 ∈ P2
проводится если и только если выполнены следующие два условия
1) P1 � P2;
2) не существует P3 ∈ P2 такого, что P1 � P3 � P2.
Пусть (a, b) ∈ P+. Обозначим через (a, b)+ множество {x ∈ N |
b|(x − a)}.
Непересекающиеся последовательности (a, b), (c, d) ∈ P+ называем
согласованными, если оба числа b, d четны и

(a, b) ∩ (c +
d
2

, d)+ �= ∅ и (c, d) ∩ (a +
b
2

, b)+ �= ∅.
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Иначе называем эти последовательности не согласованными. Гово-
рим, что согласованные последовательности асинхронны, если

(a, b) �⊂(c +
d
2

, d)+ и (c, d) �⊂(a +
b
2

, b)+.

Если выполнено только одно из этих условий, то называем эти со-
гласованные последовательности слабо синхронными. Если же оба
условия не выполнены, то такие согласованные последовательно-
сти сильно синхронны. Для лучшего понимания этих определений
приведем примеры. Последовательности (1, 2) и (2, 4), хоть у них и
четные шаги, не согласованные. Последовательности (3, 6) и (6, 10)
асинхронны, (1, 2) и (2, 6) — слабо синхронны, (1, 2) и (4, 2) — силь-
но синхронны.
Говорим, что множество P2 ∈ P2 получено преобразованием по-
добия с коэффициентами m, n из множества P1 ∈ P2 и пишем
P1 �m,n P2, если m ∈ N0, n ∈ N и выполнено

P2 = {nx + m | x ∈ P1}.

Пусть k, x ∈ N, k � 6 — четное число, 3 � x � k − 3 — нечетное
число. Тогда вводим обозначения:

A�x, k� := {n ∈ N | n − нечетно; n > k − x;

НОД(n, x − 1, k − 1) = 1; НОД(n, k − 1) � x − 1;

∀ собственного делителя t числа n выполнено

t < k − x или НОД(t, k − 1) | x − 1};

B�x, k� := {n ∈ N | n − нечетно; n > k − 1;

НОД(n, k − x, k − 1) = 1; НОД(n, k − x) � x − 1;

∀ собственного делителя t числа n выполнено

t < k − 1 или НОД(t, k − x) | x − 1}.

������� 1. Пусть P �
1, P �

2 ∈ P2. Тогда граф G содержит ориен-
тированное ребро (P �

2, P �
1) если и только если это ребро можно

преобразованием подобия привести к одному из ребер (P2, P1) сле-
дующих 12 типов:
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1) P� = (1, 2) � (2, 2) и полоса

a) P� = (1, 2) � (4, 2),
b) P� = (3, 2) � (2, 2),
c) P� = (1, 2) � (2, 2p), p − простое,
d) P� = (1, 2p) � (2, 2), p − простое,
e) P� = (1, p) � (2, p), p > 2, p − простое;

2) P� = (1, 0) � (3, 1) и точка и полоса отступа 2

a) P� = (1, 0) � (4, 1),
b) P� = (3, 0) � (4, 1),
c) P� = (1, 2) � (6, 1),
d) P� = (1, 3) � (3, 3),
e) P� = (1, 2) � (4, 2p), p − простое;

3) P� = (1, 0) � (k + 1, 1), k > 2 и точка и полоса отступа >2

a) P� = (1, 0) � (k + 2, 1),
b) P� = (k + 1, 0) � (k + 2, 1),
c) P� = (1, k) � (k + x + 1, p), p − простое, 0 < x < p, p|k,
d) P� = (1, pm) � (k + 1, p), p − простое, p � k, pm � k и

для всех m�|m из m� �= m следует pm� < k,
e) P� = (1, 0) � (k + 1, p), p − простое, p|k, k �=p, k �= 2p;

4) P� = (a, 0) � (b, k), k � (a − b) и точка и внешняя полоса

a) P� = (a, 0) � (b + k, k),
b) P� = (b, 0) � (b + k, k),
c) P� = (a, 0) � (b, pk), p − простое;

5) P� = (a, x) � (b, y), две несогласованные
(a, x), (b, y) не согласованные и полосы

a) P� = (a + x, x) � (b, y),
b) P� = (a, x) � (b + y, y),
c) P� = (a, px) � (b, y), p − простое,
d) P� = (a, x) � (b, py), p − простое;

6) P� = (a, x) � (b, y), две асинхронные
(a, x), (b, y) асинхронные и полосы

a) P� = (a + x, x) � (b, y),
b) P� = (a, x) � (b + y, y),
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c) P2 = (a, px) � (b, y), p − простое,
d) P2 = (a, x) � (b, py), p − простое;

7) P1 = (1, 2) � (n + 1, 2n), две слабо синхронные
n > 1 - нечетно и полосы, случай 1

a) P2 = (3, 2) � (n + 1, 2n),
b) P2 = (1, 2) � (3n + 1, 2n),
c) P2 = (1, 2p) � (n + 1, 2n), p − простое, p �= n,
d) P2 = (1, 2) � (n + 1, 2np), p − простое,
e) P2 = (1, n) � (2x + 1, 2p), p − простое, 0 < x < p, p|n;

8) P1 = (1, 2) � (k, 2n), две слабо синхронные
n > 1 - нечетно, k �= n + 1 - четно и полосы, случаи 2,3

a) P2 = (3, 2) � (k, 2n),
b) P2 = (1, 2) � (k + 2n, 2n),
c) P2 = (1, 2p) � (k, 2n), p − простое, p � n или p | k − 1,
d) P2 = (1, 2) � (k, 2np), p − простое,
e) P2 = (1, 2p) � (k̂, n), p − простое, p|n, p � k − 1,

k̂ = k при k < n + 1 и k̂ = k − n при k > n + 1;

9) P1 = (1, 2n) � (n + 1, 2), две слабо синхронные
n > 1 - нечетно и полосы, случай 4

a) P2 = (1 + 2n, 2n) � (n + 1, 2),
b) P2 = (1, 2n) � (n + 3, 2),
c) P2 = (1, 2np) � (n + 1, 2), p − простое,
d) P2 = (1, 2n) � (n + 1, 2p), p − простое, p �= n,
e) P2 = (1, n) � (2x + n + 1, 2p), p − простое, 0 < x < p, p|n;

10) P1 = (1, 2n) � (k, 2), две слабо синхронные
n > 1 - нечетно, k < n + 1 - четно и полосы, случай 5

a) P2 = (1 + 2n, 2n) � (k, 2),
b) P2 = (1, 2n) � (k + 2, 2),
c) P2 = (1, 2np) � (k, 2), p − простое,
d) P2 = (1, 2n) � (k, 2p), p − простое, p � n или p | k − 1,
e) P2 = (1, n) � (k, 2p), p − простое, p|n, p � k − 1;

11) P1 = (1, 2n) � (k, 2), две слабо синхронные
n > 1 - нечетно, k > n + 1 - четно и полосы, случай 6
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a) P2 = (1 + 2n, 2n) � (k, 2),
b) P2 = (1, 2n) � (k + 2, 2),
c) P2 = (1, 2np) � (k, 2), p − простое,
d) P2 = (1, 2n) � (k, 2p), p − простое;

12) P1 = (1, 2) � (k, 2), две сильно синхронные
k � 6 - четно и полосы

a) P2 = (3, 2) � (k, 2),
b) P2 = (1, 2) � (k + 2, 2),
c) P2 = (1, 2p) � (k, 2), p − простое, 2p < k − 2,
d) P2 = (1, 2) � (k, 2p), p − простое,
e) P2 = (1, 0) � (k − 1, 1),
f) P2 = (1, k−1)�(x, n), 3 � x � k−3−нечетное, n ∈ A(x, k),
g) P2 = (1, n)�(x, k−x), 3 � x � k−3−нечетное, n ∈ B(x, k).
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Доказательство утверждений

Лемма 1. Критерий пересечения. Для любых a, c ∈ N0 и b, d ∈
N верно

(a, b) ∩ (c, d) �= ∅ ⇐⇒ a ≡ c (mod НОД(b, d)).

Доказательство леммы см. в [1].

Лемма 2. О подобии. Пусть P1, P2, P3, P4 ∈ P2 и P1 �m,n P3,
P2 �m,n P4. Тогда ребро (P1, P2) проводится в графе G тогда и
только тогда, когда ребро (P3, P4) проводится в графе G.
Доказательство.
Нам известно, что

P3 = {nx + m | x ∈ P1}, (1)

P4 = {nx + m | x ∈ P2}. (2)

Пусть ребро (P1, P2) проводится в графе G, то есть
1) P1 � P2;
2) не существует P ∈ P2 такого, что P1 � P � P2.
Из (1), (2) тогда тривиально следует, что P3 � P4. Пусть, тем не
менее, существует множество

P5 := (a, b) � (c, d) ∈ P2, (3)

для которого
P3 � P5 � P4. (4)

Из (2), (3) и (4) тривиально получаем (a, b), (c, d) ⊂ (m, n) и значит
можно рассмотреть множество

P6 :=
(

a − m
n

,
b
n

)
�

(
c − m

n
,

d
n

)
. (5)

Из (1), (2), (4) и (5) получаем тогда, что P1 � P6 � P2, но этого
быть не может. Значит в графе G есть ребро (P3, P4).
Обратно утверждение доказывается еще проще. Пусть ребро
(P3, P4) проводится в графе G, то есть
1) P3 � P4;
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2) не существует P ∈ P2 такого, что P3 � P � P4.
Из (1), (2) тривиально следует, что P1 � P2. Пусть, тем не менее,
существует множество

P7 := (a, b) � (c, d) ∈ P2, (6)

для которого
P1 � P7 � P2. (7)

Тогда рассмотрим множество

P8 := (an + m, bn) � (cn + m, dn). (8)

Из (1), (2), (7) и (8) получаем P3 � P8 � P4, а этого быть не может.
Значит в графе G есть ребро (P1, P2).

�

Замечание. Эта лемма позволяет нам при описании ребер гра-
фа G вместо ребер произвольного вида исследовать лишь ребра
«простого» вида, эквивалентные им с точностью до подобия. Это
позволяет заметно упростить производимые выкладки.
Лемма 3. О типах вложения. Пусть (e, f) ⊂ (a, b) � (c, d), где
a, b, c, d, e, f ∈ N. Тогда имеет место одно из следующих утвер-
ждений:

• (e, f) ⊂ (a, b);

• (e, f) ⊂ (c, d);

• (e, 2f) ⊂ (a, b) и (e + f, 2f) ⊂ (c, d);

• (e + f, 2f) ⊂ (a, b) и (e, 2f) ⊂ (c, d).

Доказательство.
Возможны 4 случая:

a)e ∈ (a, b), e + f ∈ (a, b); b)e ∈ (a, b), e + f ∈ (c, d);

c)e ∈ (c, d), e + f ∈ (a, b); d)e ∈ (c, d), e + f ∈ (c, d).

В случае a), очевидно, имеет место первое утверждение.
В случае b) посмотрим на число e + 2f. Предположим,

e + 2f ∈ (c, d).
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Тогда e + fb ∈ (a, b) и e + fb ∈ (c, d). Это противоречит попарному
непересечению (a, b) и (c, d). Значит, e + 2f ∈ (a, b), т.е. (e, 2f) ⊂
(a, b). Посмотрим теперь на число e + 3f. Допустим, что

e + 3f ∈ (a, b).

Тогда e + f + fd ∈ (a, b) и e + f + fd ∈ (c, d). Это противоречит
попарному непересечению (a, b) и (c, d). Значит, e + 3f ∈ (c, d), т.е.
(e + f, 2f) ⊂ (c, d). Поэтому верно третье утверждение.
Случаи c), d) реализуют соответственно четвертое и второе утвер-
ждения и рассматриваются аналогично.

�

Лемма 4. О зигзаге. Пусть a, b, c, d, e, f ∈ � и

(e, 2f) ⊂ (a, b), (e + f, 2f) ⊂ (c, d), (a, b) ∩ (c, d) = ∅.

Тогда числа b, d четны и

(e, f) ⊆
(

(a, b) ∩ (c +
d
2

, d)+
)

�
(

(c, d) ∩ (a +
b
2

, b)+
)

.

Доказательство.
Прежде всего заметим, что прогрессии

(a, b) ∩ (c +
d
2

, d)+ и (c, d) ∩ (a +
b
2

, b)+

попарно не пересекаются, так как (a, b) ∩ (c, d) = ∅. Кроме того,

2f = bx = dy

для некоторых x, y ∈ �. Допустим, что x четно. Тогда f = bx
2 и

значит e + f ∈ (a, b), ведь e ∈ (a, b). Но это противоречит тому, что

(a, b) ∩ (c, d) = ∅.

Значит x нечетно. Аналогично, y нечетно. Поэтому b и d обязатель-
но будут четны. Докажем, что

e + 2f ∈ (c +
d
2

, d)+.
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В самом деле,

e + 2f − c −
d
2

= (e + f − c) + (f −
d
2

) = (e + f − c) + (
d
2

y −
d
2

) =

= (e + f − c) +
d
2

(y − 1).

Первое слагаемое делится на d, так как e+f ∈ (c, d). Второе слага-
емое делится на d, так как y нечетно. Поэтому e + 2f ∈ (c + d

2 , d)+.
Отсюда и из делимости 2f на d получаем

(e, 2f) ⊆ (a, b) ∩ (c +
d
2

, d)+.

Аналогично доказывается, что

(e + f, 2f) ⊆ (c, d) ∩ (a +
b
2

, b)+.

Доказательство леммы завершает очевидное равенство

(e, f) = (e, 2f) � (e + f, 2f).

�

Лемма 5. Об общем виде слабой синхронизации. Пусть есть
множества

(a, x), (b, y) ∈ P+

и они слабо синхронны. Тогда

(a, x) � (b, y)

можно преобразованием подобия перевести в одно из множеств

(1, 2) � (k, 2n), (1, 2n) � (k, 2),

где k, n ∈ N, k — четно, n > 1 — нечетно.
Доказательство.
Слабая синхронность последовательностей (a, x), (b, y) означает,
во-первых, что они не пересекаются. Во-вторых, что числа x и y
четны. В-третьих, должно быть выполнено

(a, x) ∩ (b +
y
2

, y)+ �= ∅ и (b, y) ∩ (a +
x
2

, x)+ �= ∅.
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В-четвертых, одно из условий

(a, x) �⊂(b +
y
2

, y)+ и (b, y) �⊂(a +
x
2

, x)+

верно, а второе — нет. Пусть, без ограничения общности,

(a, x) �⊂(b +
y
2

, y)+ и (b, y) ⊂ (a +
x
2

, x)+.

Отсюда следует, что b представимо в виде a+ x
2 +mx для некоторого

m ∈ Z. И что y кратно x, т.е. y = cx для некоторого c ∈ N. Покажем,
что c нечетно. Пусть это не так и c = 2l, l ∈ N. Тогда

(a, x) ∩ (b +
y
2

, y)+ = (a, x) ∩ (a +
x
2

+ mx + lx, cx) = ∅,

а этого быть не может. Далее, c не может быть равно 1, так как в
этом случае получили бы

(b +
y
2

, y)+ = (a +
x
2

+ mx +
x
2

, x)+ = (a + x + mx, x)+ ⊃ (a, x).

Значит
(a, x) � (b, y) = (a, x) � (a +

x
2

+ mx, cx) (∗).

Если m � 0, то параллельным переносом сдвигаем множество (∗)
в

(
x
2

, x) � (x + mx, cx).

Осталось только сжать конструкцию в x
2 раз и получить (1, 2) �

(2 + 2m, 2c). Если же m < 0, то параллельным переносом нужно
сдвинуть множество (∗) в

(−mx, x) � (
x
2

, cx).

Теперь сжимаем конструкцию в x
2 раз и получаем (1, 2c)�(−2m, 2).

�

Лемма 6. Об общем виде сильной синхронизации. Пусть
есть множества

(a, x), (b, y) ∈ P+

и они сильно синхронны. Тогда

(a, x) � (b, y)
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можно преобразованием подобия перевести в множество вида

(1, 2) � (k, 2),

где k ∈ N и k — четно.
Доказательство.
Сильная синхронность последовательностей (a, x), (b, y) означает,
во-первых, что они не пересекаются. Во-вторых, что числа x и y
четны. В-третьих, должно быть выполнено

(a, x) ⊂ (b +
y
2

, y)+ и (b, y) ⊂ (a +
x
2

, x)+.

Тогда y кратно x и x кратно y, т.е. y = x. Кроме того, b предста-
вимо в виде a + x

2 + mx для некоторого m ∈ Z. Если m � 0, то
параллельным переносом сдвигаем множество

(a, x) � (b, y) = (a, x) � (a +
x
2

+ mx, x) (∗∗)

в
(
x
2

, x) � (x + mx, x)

и, сжимая конструкцию в x
2 раз, окончательно получаем (1, 2) �

(2 + 2m, 2). Если же m < 0, то параллельным переносом нужно
сдвинуть множество (∗∗) в

(−mx, x) � (
x
2

, x)

и, сжав конструкцию в x
2 раз, получить (1, 2) � (−2m, 2).

�

Лемма 7. О полосе. Пусть P1, P2 ∈ P2 и P1 = N = (1, 2) �
(2, 2). Тогда ребро от P2 к P1 в графе G проводится тогда и только
тогда, когда выполнено одно из следующих условий:

1) P2 = (1, 2) � (4, 2);

2) P2 = (3, 2) � (2, 2);

3) P2 = (1, 2) � (2, 2p), p − простое;

4) P2 = (1, 2p) � (2, 2), p − простое;

5) P2 = (1, p) � (2, p), p > 2, p − простое.
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��������������.
Ясно, что P� в графе G соединено ребрами с множествами

X := (1, 2) � (4, 2) и Y := (3, 2) � (2, 2),

потому что они получаются из P� удалением одного элемента. Эти
ребра дают нам кандидатов (1) и (2). Допустим теперь, что в G
есть ребро от P� к

P� = (c, x) � (d, y)

и P� �= X, Y. Тогда обязательно c = 1, d = 2 или c = 2, d = 1, так как
иначе между P� и P� обязательно находилось бы одно из множеств
X, Y. Очевидно, что x > 0 и y > 0 (иначе между P� и P� можно
было бы вставить (c, 2y)�(d, y) или (c, x)�(d, 2x)). Обозначим через
z наибольший общий делитель чисел x и y. Из леммы 1 и попарного
непересечения прогрессий (c, x) и (d, y) следует, что z > 1. Пусть

x := zx�, y := zy�.

Разберем два случая: z = 2 и z > 2. В первом случае, - когда
z = 2, обязательно выполнено x� > 1 или y� > 1, иначе P� = P�.
Допустим, что x� > 1. Тогда

P� ⊂ (1, 2x�) � (2, 2) � P�.

Значит P� = (1, 2x�) � (2, 2), т.е. y� = 1. Также очевидно, что x�
- простое число, так как иначе для любого собственного делителя
x� > 1 числа x� имели бы

P� � (1, 2x�) � (2, 2) � P�.

Получили кандидата (4). Если же y� > 1, то аналогично получаем
кандидата (3). Во втором случае, - когда z > 2, получаем

P� = (1, zx�) � (2, zy�) ⊂ (1, z) � (2, z) � P�.

Значит x� = y� = 1. Осталось заметить, что z - простое число, так
как иначе для любого собственного делителя z� > 1 числа z имели
бы

P� � (1, z�) � (2, z�) � P�.

Получили кандидата (5).
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Осталось проверить, что все P2 из серий (1 � 5) попарно невло-
жимы друг в друга. Для серий (1 � 2) это очевидно. Так как в
P2 из серий (3 � 5) есть числа 1 и 2, то они не вкладываются в
P2 из серии (1 � 2). Далее, серия (3) не вкладывается в серию
(4), так как в первой есть 3, а во второй нет. Аналогично, из-за
числа 4 серия (4) не вкладывается в серию (3). Серия (3) не
вкладывается в серию (5) из-за числа 3. Аналогично, серия (5)
не вкладывается в серию (3) из-за числа 1+p. Серия (4) не вкла-
дывается в серию (5), так как в первой есть 4 и 6, а во второй хотя
бы одного из этих чисел нет. Серия (5) не вкладывается в серию
(4), так как в первой, в отличие от второй, есть 2 + p. Разные P2
из серии (3) не вкладываются друг в друга, так как иначе

(1, 2) � (2, 2p1) ⊂ (1, 2) � (2, 2p2),

т.е. p1 делится на p2 и, из их простоты, p1 = p2. Точно так же
показывается попарная невложимость P2 из серий (4 � 5).

�

Лемма 8. О точке и полосе отступа 2. Пусть P1, P2 ∈ P2 и P1 =
(1, 0) � (3, 1). Тогда ребро от P2 к P1 в графе G проводится тогда
и только тогда, когда выполнено одно из следующих условий:

1) P2 = (1, 0) � (4, 1);

2) P2 = (3, 0) � (4, 1);

3) P2 = (1, 2) � (6, 1);

4) P2 = (1, 3) � (3, 3);

5) P2 = (1, 2) � (4, 2p), p − простое.

Доказательство.
Ясно, что P1 в графе G соединено ребром с множествами

X := (1, 0) � (4, 1), Y := (3, 0) � (4, 1), Z := (1, 2) � (6, 1),

так как они получаются из P1 удалением одного элемента. Полу-
чили кандидатов (1 � 3). Рассмотрим теперь в решетке G какое-
нибудь ребро P2 → P1 другого типа. Пусть в этом ребре

P2 = (c, d) � (e, f).
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Так как в G есть ребра из серий (1 � 3), то 1, 3, 4 ∈ P2. Воз-
можны два случая. В первом из них c = 1 и d = 2. Тогда
обязательно e = 4. Ясно, что f �= 0, так как, например, верно

P2 = (1, 2) � (4, 0) � (1, 2) � (4, 4) � P1.

Ясно, что f делится на 2, так как прогрессии (1, 2) и (4, f) не пересе-
каются. Обозначим через p произвольный простой делитель числа
f
2 . Так как

P2 = (1, 2) � (4, f) ⊂ (1, 2) � (4, 2p) � P1,

то f = 2p для некоторого простого числа p. Получили кандидата
(5). Рассмотрим теперь второй возможный случай, в котором
c = 1 и d = 3. Тогда обязательно e = 3. Ясно, что f �= 0, так как,
например, верно

P2 = (1, 3) � (3, 0) � (1, 3) � (3, 3) � P1.

Ясно, что f делится нацело на 3, так как прогрессии (1, 3) и (3, f)
не пересекаются. Тогда

P2 = (1, 3) � (3, f) ⊂ (1, 3) � (3, 3) � P1.

Значит f = 3. Получили кандидата (4).
Осталось проверить, что все P2 из (1 � 5) попарно невложимы
друг в друга. Для (1 � 3) это очевидно. Так как в P2 из (4 � 5)
есть числа 1, 3 и 4, то они не вкладываются в P2 из (1 � 3). Пред-
ставитель (4) не вкладывается в представителя (5), так как
иначе

(1, 3) � (3, 3) ⊂ (1, 2) � (4, 2p),

чего быть не может из-за числа 6. Представитель (5) не вклады-
вается в представителя (4), так как иначе было бы

(1, 2) � (4, 2p) ⊂ (1, 3) � (3, 3),

чего быть не может из-за числа 5. Наконец, представитель (5) не
вкладывается в другого представителя (5), так как иначе было
бы

(1, 2) � (4, 2p1) ⊂ (1, 2) � (4, 2p2),

что, в силу простоты и различия чисел p1 и p2, невозможно.
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Лемма 9. О точке и полосе отступа больше 2. Пусть P�, P� ∈
P� и

P� = (1, 0) � (k + 1, 1), k > 2.

Тогда ребро от P� к P� в графе G проводится тогда и только то-
гда, когда выполнено одно из следующих условий:

1) P� = (1, 0) � (k + 2, 1);

2) P� = (k + 1, 0) � (k + 2, 1);

3) P� = (1, k) � (k + x + 1, p), p − простое, 0 < x < p, p|k;

4) P� = (1, pm) � (k + 1, p), p − простое, p � k, pm � k и
для всех m�|m из m� �= m следует pm� < k;

5) P� = (1, 0) � (k + 1, p), p − простое, p|k, k �= p, k �= 2p.

Доказательство.
Ясно, что P� в графе G соединено ребром с множествами

X := (1, 0) � (k + 2, 1), Y := (k + 1, 0) � (k + 2, 1),

так как они получаются из P� удалением одного элемента. Полу-
чили кандидатов (1 � 2). Рассмотрим теперь в решетке G какое-
нибудь ребро P� → P� другого типа. Пусть в этом ребре

P� = (c, d) � (e, f).

Так как в G есть ребра типов (1 − 2), то 1, k + 1 ∈ P�. Разбираем
случаи. В первом из них d = f = 0. Тогда

P� � (1, 0) � (k + 1, 2) � P�,

чего быть не может. Во втором случае одно из чисел d, f равно 0,
а второе - не равно. Без ограничения общности, d = 0, f > 0. Здесь
возникает пара вариантов. В первом из них c = 1 и e = k + 1,
т.е.

P� = (1, 0) � (k + 1, f).

Здесь число f будет простым, так как в противном случае

P� � (1, 0) � (k + 1, f�) � P�
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для любого собственного делителя f� числа f. Значит f = p. По-
кажем, что k �=p и k �= 2p. Первое верно, так как при p = k > 2
получаем

P� = (1, 0) � (p + 1, p) � (1, p) � (p + 2, p).

Второе верно, так как при k = 2p мы имели бы

P� = (1, 0) � (2p + 1, p) = (1, 2p) � (3p + 1, 2p),

а этот кандидат уже учтен в серии (3). Теперь это уже точно
кандидат из серии (5). Второй вариант c = k +1 и e = 1, когда

P� = (k + 1, 0) � (1, f),

невозможен, так как

P� � (k + 1, 2f) � (1, f) � P�.

В третьем случае d > 0, f > 0 снова возможны два варианта:
или c = 1, d = k, или c = 1, e = k + 1. В первом из них

P� = (1, k) � (e, f).

Из попарного непересечения (1, k) и (e, f) и из леммы 1 следует,
что e − 1 не делится на НОД(f, k), т.е. у чисел f и k существует
некоторый общий простой делитель p, не делящий e − 1. Но тогда

P� ⊆ (1, k) � (e, p) � P�.

По лемме 1 прогрессии здесь не пересекаются, так как НОД(k, p) =
p и e−1 не делится на p. И (1, k)�(e, p) � P�, так как k > 2. Значит

P� = (1, k) � (e, p)

и e − 1 не делится на p, т.е. e представимо в виде k + x + 1, где x
не делится на p. Но x < p, так как иначе

P� � (1, k) � (e − p, p) � P�.

Получили кандидата (3). Разбираем теперь второй вариант,
где c = 1, e = k + 1, т.е.

P� = (1, d) � (k + 1, f).
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Из попарного непересечения этих прогрессий и леммы 1 следует,
что k не делится на НОД(d, f), т.е. у чисел d и f существует неко-
торый общий простой делитель p, не делящий k. Но тогда

P2 ⊆ (1, d) � (k + 1, p) � P1.

По лемме 1 прогрессии здесь не пересекаются, так как НОД(d, p) =
p и k не делится на p. Кроме того,

(1, d) � (k + 1, p) � P1,

так как d > k > 2. Значит

P2 = (1, pm) � (k + 1, p).

Очевидно, pm � k. Осталось заметить, что ни для какого собствен-
ного делителя m1 числа m не может быть выполнено pm1 � k, ведь
иначе было бы

P2 � (1, pm1) � (k + 1, p) � P1.

Поучили кандидата (4).
Проверим теперь, что все P2 из серий (1 � 5) попарно невложимы
друг в друга. Очевидно, для (1 � 2) это верно. Так как в P2 из
серий (3 � 5) есть числа 1 и k + 1, то они не вкладываются в P2
из серий (1 � 2). Представитель (3) не может вкладываться в
другого представителя (3), так как иначе было бы

(1, k) � (k + x1 + 1, p1) ⊂ (1, k) � (k + x2 + 1, p2).

Тогда p1 делилось бы нацело на p2, т.е., из простоты p1 и p2, p1 = p2.
В свою очередь, x1 − x2 делилось бы нацело на p1 = p2, чего не
может быть в силу ограничений

0 < x1, x2 < p1 = p2.

Представитель (3) не может вкладываться в представителя
(4), так как иначе было бы

(1, k) � (k + x + 1, p1) ⊂ (1, p2m) � (k + 1, p2).

Здесь k делится на p1 и не делится на p2. Значит p1 �= p2. Так как
прогрессии (1, k) и (k + 1, p2) пересекаются в точке k + 1, то тогда
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по лемме 3 число 2k делилось бы нацело на p2. Но k не делится на
p2, поэтому обязательно было бы p2 = 2. Получаем

(1, k) � (k + x + 1, p1) � (1, 2m) � (k + 1, 2).

Так как p1 �= p2 = 2, то p1 > 2 и (k + x + 1, p1) �⊂ (k + 1, 2).
Значит по лемме 3 число 2p1 делится на 2m. Но 2m > k > 2,
т.е. m �= 1. Значит m = p1. Но k делится на p1 и значит числа
из (k + x + 1, p1) несравнимы по модулю p1 с числами из (1, 2m).
Получили противоречие с условием

(k + x + 1, p1) ⊂ (1, 2m) � (k + 1, 2).

Представитель (3) не может вкладываться в представителя
(5), так как иначе было бы

(1, k) � (k + x + 1, p1) ⊂ (k + 1, p2) � (1, 0).

Тогда p1 делится на p2, т.е., из простоты p1 и p2, p1 = p2. Но это
означает, что числа из прогрессий (k + x + 1, p1) и (k + 1, p2) дают
разные остатки по модулю p1 = p2, чего быть не может. Предста-
витель (4) не может вкладываться в представителя (3), так как
иначе было бы

(1, p2m) � (k + 1, p2) ⊂ (1, k) � (k + x + 1, p1).

Так как прогрессии (k+1, p2) и (1, k) пересекаются в точке k+1, то
по лемме 3 тогда получили бы, что 2p2 делится нацело на k, чего
быть не может, ведь k не делится на p2 и k > 2. Представитель
(4) не может вкладываться в представителя (4), так как иначе
было бы

(1, p1m1) � (k + 1, p1) ⊂ (1, p2m2) � (k + 1, p2).

Ясно, что прогрессии (k + 1, p1) и (k + 1, p2) пересекаются в точке
k + 1, то есть по лемме 3 число 2p1 делится на p2. Если бы p2 было
равно 2, то по лемме 3 получилось бы, что число 2p1 делится на
2m2. Но 2m2 > k > 2, т.е. m2 > 1 и m2 = p1. А это противоречит
тому, что

1 + k + p1 ∈ (1, p2m2) = (1, 2m2) = (1, 2p1),
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ведь k не делится на p�. Значит p� = p�. Но тогда элементы мно-
жеств (1, p�m�) и (k + 1, p�) дают разные остатки по модулю p�.
Значит

(1, p�m�) ⊂ (1, p�m�) = (1, p�m�),

т.е. m� является собственным делителем m�, что, в силу наложен-
ных на (d) ограничений, невозможно. Представитель (4) не мо-
жет вкладываться в представителя (5), так как иначе имели бы

(1, p�m) � (k + 1, p�) ⊂ (k + 1, p�) � (1, 0)

и p�m делилось бы на на p�, т.е., из простоты p� и p�, получаем
p� = p�. А это невозможно, ведь k не делится на p� и элементы из
(1, p�m) и (k + 1, p�) = (k + 1, p�) дают разные остатки по модулю
p�, т.е. множества не пересекаются. Представитель (5) не может
вкладываться в представителя (3), так как иначе имели бы

(1, 0) � (k + 1, p�) ⊂ (1, k) � (k + x + 1, p�).

Прогрессии (k +1, p�) и (1, k) пересекаются в точке k +1 и тогда по
лемме 3 число 2p� делилось бы нацело на k, но этого быть не может,
ведь k �=p� и k �= 2p�. Представитель (5) не может вкладываться
в представителя (4), так как иначе имели бы

(1, 0) � (k + 1, p�) ⊂ (k + 1, p�) � (1, p�m).

Прогрессии (k + 1, p�) и (k + 1, p�) пересекаются в точке k + 1 и по
лемме 3 число 2p� делится нацело на p�. Но k делится на p� и не
делится на p�, т.е. p� �= p� и поэтому p� = 2. Тогда

(k + 1 + p�, 2p�) ⊂ (1, 2m)

и поэтому m = p�. Но, в силу ограничений на (e), это невозмож-
но, ведь 2p� = p�m � k. Наконец, представитель (5) не может
вкладываться в другого представителя (5), так как иначе имели
бы

(a, 0) � (a + kb, p�b) ⊂ (a, 0) � (a + kb, p�b),

т.е., в силу простоты p� и p�, p� = p�, чего быть не может.

�
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Лемма 10. О точке и внешней полосе. Пусть P�, P� ∈ P� и

P� = (a, 0) � (b, k), k � (a − b).

Тогда ребро от P� к P� в графе G проводится тогда и только то-
гда, когда выполнено одно из следующих условий:

1) P� = (a, 0) � (b + k, k);

2) P� = (b, 0) � (b + k, k);

3) P� = (a, 0) � (b, pk), p − простое.

Доказательство.
Ясно, что P� в графе G соединено ребром с множествами

X := (a, 0) � (b + k, k), Y := (b, 0) � (b, k),

так как они получаются из P� удалением одного элемента. Полу-
чили кандидатов (1 � 2). Рассмотрим теперь в решетке G какое-
нибудь ребро P� → P� другого типа. Пусть в этом ребре

P� = (c, d) � (e, f).

Ясно, что a, b ∈ P�. Пусть, без ограничения общности, a ∈ (c, d).
И пусть для некоторого x ∈ (b, k) верно x ∈ (c, d). Но тогда (c, d)
лежит в (b, k) и значит d делится нацело на k. С другой стороны,
a, x ∈ (c, d), т.е. x − a делится нацело на d, а значит и на k. Но
x ∈ (b, k) и из-за этого по модулю k дает такой же остаток, как и
b. Поэтому b − a тоже делится на k, что неверно. Итак, в последо-
вательности (c, d) нет других элементов кроме a, т.е. c = a, d = 0.
Значит b ∈ (e, f), поэтому e = b. При этом, f �= 0, так как иначе

P� = (a, 0) � (b, 0) � (a, 0) � (b, 2k) � P�.

Ясно, что f делится нацело на k, то есть f = kf�. Рассмотрим
произвольный простой делитель p числа f�. Так как выполнено

P� = (a, 0) � (b, kf�) ⊆ (a, 0) � (b, kp) � P�,

то f� = p. Получили кандидата (3).
Осталось проверить, что все P� из серий (1 � 3) попарно невло-
жимы друг в друга. Для серий (1 � 2) это очевидно. Так как в
P� из серии (3) есть числа a и b, то они не вкладываются в P� из
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серий (1 � 2). А представитель (3) не может вкладываться в
другого представителя (3), так как иначе мы получили бы

(a, 0) � (b, p�k) ⊂ (a, 0) � (b, p�k),

т.е., из простоты p� и p�, p� = p�, что невозможно.

�

Лемма 11. О двух несогласованных полосах. Пусть P�, P� ∈
P�,

P� = (a, x) � (b, y)

и последовательности (a, x), (b, y) не согласованные. Тогда ребро
от P� к P� в графе G проводится тогда и только тогда, когда
выполнено одно из следующих условий:

1) P� = (a + x, x) � (b, y);

2) P� = (a, x) � (b + y, y);

3) P� = (a, px) � (b, y), p − простое;

4) P� = (a, x) � (b, py), p − простое.

Доказательство.
Ясно, что P� в графе G соединено ребром с множествами

X := (a, x) � (b + y, y), Y := (a + x, x) � (b, y),

так как они получаются из P� удалением одного элемента. Полу-
чили кандидатов (1 � 2). Рассмотрим теперь в решетке G какое-
нибудь ребро P� → P� другого типа. Пусть в этом ребре

P� = (c, d) � (e, f).

Очевидно, a, b ∈ P�. Из леммы 4 следует, что (c, d) или целиком
лежит в (a, x) или целиком лежит в (b, y). То же самое можно ска-
зать и про (e, f). Тогда, без ограничения общности, c = a, e = b.
При этом, d �= 0, так как иначе выполнено

P� = (a, 0) � (b, f) � (a, 2x) � (b, f) � P�.

Аналогично, f �= 0. Очевидно, что d делится нацело на x, т.е. d =
xd�. Аналогично, f = yf�. Так как P� �= P�, то обязательно или d� >
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1, или f� > 1. Пусть, без ограничения общности, это выполнено для
d�. Обозначим через p произвольный простой делитель числа d�.
Так как выполнено

P� = (a, xd�) � (b, yf�) ⊆ (a, xp) � (b, y) � P�,

то получили кандидата (3). А если d� = 1 и f� — простое число,
то получаем кандидата (4).
Осталось проверить, что все P� из серий (1 � 4) попарно невло-
жимы друг в друга. Для серий (1 � 2) это очевидно. Так как в P�
из серий (3 � 4) есть числа a и b, то они не вкладываются в P�
из серий (1 � 2). Представитель (3) не может вкладываться в
другого представителя (3), так как иначе мы получили бы

(a, p�x) � (b, y) ⊂ (a, p�x) � (b, y),

т.е., из простоты p� и p�, p� = p�, а это невозможно. Аналогично
доказывается, что представитель (4) не может вкладываться в
другого представителя (4). Представитель (3) не может вкла-
дываться в представителя (4), так как иначе было бы

(a, p�x) � (b, y) ⊂ (a, x) � (b, p�y),

а это невозможно, так как в левой части есть число b+y, а в правой
части его нет. Аналогично доказывается, что представитель (4)
не может вкладываться в представителя (3).

�

Лемма 12. О двух асинхронных полосах. Пусть P�, P� ∈ P�,

P� = (a, x) � (b, y)

и последовательности (a, x), (b, y) асинхронные. Тогда ребро от P�
к P� в графе G проводится тогда и только тогда, когда выполнено
одно из следующих условий:

1) P� = (a + x, x) � (b, y);

2) P� = (a, x) � (b + y, y);

3) P� = (a, px) � (b, y), p − простое;

4) P� = (a, x) � (b, py), p − простое.
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Ясно, что P� в графе G соединено ребром с множествами

X := (a, x) � (b + y, y), Y := (a + x, x) � (b, y),

так как они получаются из P� удалением одного элемента. Полу-
чили кандидатов (1 � 2). Рассмотрим теперь в решетке G какое-
нибудь ребро P� → P� другого типа. Пусть в этом ребре

P� = (c, d) � (e, f).

Ясно, что a, b ∈ P�. Дальше возможны варианты. В первом из
них d = 0, f = 0. Тогда

{c, e} = {a, b},

а этого быть не может, так как иначе

P� = (a, 0) � (b, 0) � (a, x) � (b, 0) � P�.

Во втором варианте d = 0, f �= 0. Тогда c = a, e = b. И здесь, по
лемме 3, возможны два случая — (b, f) ⊂ (b, y) или же (b, 2f) ⊂
(b, y), (b + f, 2f) ⊂ (a, x). Первый случай невозможен, так как

P� = (a, 0) � (b, f) � (a, 2x) � (b, f) � P�.

Второй случай невозможен, так как

P� = (a, 0) � (b, f) � (a, x) ∪ (b, f) = (a, x) � (b, 2f) � P�;

здесь левая часть вложения строгая, так как иначе по лемме 4 для
зигзага получили бы

(a + x, x) = (b + f, 2f), т.е. по лемме 4 (a, x) ⊂ (b +
y
2

, y)�;

аналогично доказывается и строгость правой части вложения.
Третий вариант d �= 0, f = 0, разбирается точно так же. Разберем
теперь четвертый вариант, когда d �= 0, f �= 0. Здесь возможны
три исхода. В первом из них

(c, d) ⊂ (a, x), (e, f) ⊂ (b, y),
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т.е. (c, d) и (e, f) - полосы. Тогда

c = a, e = b, d = xd�, f = yf�.

Так как P� �= P�, то обязательно d� > 1 или f� > 1. Пусть d� > 1.
Обозначим через p произвольный простой делитель числа d�. Тогда

P� = (a, xd�) � (b, yf�) ⊆ (a, xp) � (b, y) � P�,

т.е. d� = p и f� = 1. Также мог произойти аналогичный случай,
когда d� = 1 и f� - простое число. Получили кандидатов (3 � 4).
Во втором исходе

(c, d) ⊂ (a, x), (e, f) �⊂(b, y).

Ясно, что (e, f) ∩ (b, y) �=∅, так как в противном случае было бы

P� = (c, d) � (e, f) � (a, x) � (b, 0) � P�.

Поэтому (c, d) - полоса, а (e, f) - зигзаг. Значит

P� = (c, d) � (e, f) ⊂ (a, x) � ((e, f) ∩ (b, y)) � P�;

здесь правая часть вложения строгая, иначе получили бы

(b, y) ⊂ (e, f), т.е. по лемме 4 (b, y) ⊂ (a +
x
2

, x)�.

Поэтому все такие P� были уже получены нами в первом исходе.
Наконец, в третьем исходе

(c, d) �⊂(b, y), (e, f) �⊂(b, y).

Тогда из лемм 3 и 4 заключаем:

P� = (c, d) � (e, f) ⊂ ((a, x) ∩ (b +
y
2

, y)�) � ((b, y) ∩ (a +
x
2

, x)�) � P�.

Значит P� равно ((a, x) ∩ (b + y
� , y)�) � ((b, y) ∩ (a + x

� , x)�), т.е. оно
уже было учтено нами в первом исходе.
Проверка попарной невложимости кандидатов (1 � 4) друг в
друга полностью повторяет аналогичные рассуждения из леммы
11.

�
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Лемма 13. О слабой синхронизации первого типа. Пусть
P�, P� ∈ P�,

P� = (1, 2) � (n + 1, 2n),

где n ∈ N, n > 1 и n нечетно. Тогда ребро от P� к P� в графе G
проводится тогда и только тогда, когда выполнено одно из следу-
ющих условий:

1) P� = (3, 2) � (n + 1, 2n);

2) P� = (1, 2) � (3n + 1, 2n);

3) P� = (1, 2p) � (n + 1, 2n), p − простое, p �= n;

4) P� = (1, 2) � (n + 1, 2np), p − простое;

5) P� = (1, n) � (2x + 1, 2p), p − простое, 0 < x < p, p|n.

Доказательство.
Ясно, что P� в графе G соединено ребром с множествами

X := (3, 2) � (n + 1, 2n), Y := (1, 2) � (3n + 1, 2n),

так как они получаются из P� удалением одного элемента. Полу-
чили кандидатов (1 � 2). Рассмотрим теперь в решетке G какое-
нибудь ребро P� → P� другого типа. Пусть в этом ребре

P� = (c, d) � (e, f).

Ясно, что 1, n + 1 ∈ P�. Дальше возможны варианты. В первом
из них d = 0, f = 0. Тогда c = 1, e = n + 1, а этого быть не может,
так как иначе

P� = (1, 0) � (n + 1, 0) � (1, 2) � (n + 1, 0) � P�.

Во втором варианте d = 0, f �= 0 или d �= 0, f = 0. Без ограниче-
ния общности, считаем, что d = 0, f �= 0. Здесь нужно рассмотреть
три случая. В первом из них 1, n + 1 ∈ (e, f). Это возможно
только если e = 1, f = n. Но тогда c ∈ (1, 2) и

P� = (c, 0) � (1, n) � (c, 2n) � (1, n) � P�,

а этого быть не может. Правая часть вложения здесь строгая, так
как в (c, 2n) � (1, n) при нечетных n > 1 не могут одновременно
лежать числа 3 и 5. Во втором случае 1 ∈ (c, 0), n + 1 ∈ (e, f).
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Это возможно только если c = 1, e = n + 1. Но тогда f обязательно
кратно n и

P2 = (1, 0) � (n + 1, f) � (1, n) � (3, 0) � P1,

что невозможно. В третьем случае n + 1 ∈ (c, 0), 1 ∈ (e, f). Это
возможно только когда выполнено c = n + 1, e = 1. Но тогда f
обязательно кратно n, ведь иначе f было бы четно и

P2 = (n + 1, 0) � (1, f) � (1, 2) � (n + 1, 4n) � P1,

чего быть не может. А если f кратно n, то

P2 = (n + 1, 0) � (1, f) � (1, n) � (3, 0) � P1,

и это снова невозможно. Наконец, в третьем варианте d �= 0, f �=
0. И здесь тоже возникают два исхода. В первом из них од-
но из чисел 1, n + 1 лежит в (c, d), а второе - в (e, f). Пусть, без
ограничения общности,

1 ∈ (c, d), n + 1 ∈ (e, f).

Тогда c = 1, e = n + 1 и f кратно n. Если d = 2, то f кратно 2n,
т.е. f = 2nx, причем x > 1. Тогда для любого простого делителя p
числа x имеем

P2 = (1, 2) � (n + 1, 2nx) ⊂ (1, 2) � (n + 1, 2np) � P1.

Получили кандидата (4). Если d нечетно, то оно обязательно
кратно n и

P2 = (1, d) � (n + 1, f) � (1, n) � (3, 0) � P1,

что невозможно. Пусть теперь d четно, т.е. d = 2d1 и d1 > 1. Тогда

P2 = (1, 2d1) � (n + 1, f).

Здесь возможны три подслучая. В одном из них f = n. То-
гда НОД(2d1, f) будет делителем числа n и по лемме 1 прогрессии
(1, 2d1), (n + 1, f) пересекаются. Во втором подслучае f = 2n.
Тогда для любого простого делителя p числа d1 имеем

P2 = (1, 2d1) � (n + 1, 2n) ⊂ (1, 2p) � (n + 1, 2n) � P1.
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Значит d� = p. И p �=n, так как иначе

P� = (1, 2n) � (n + 1, 2n) � (1, n) � (3, 0) � P�.

Получили кандидата (3). В третьем подслучае f > 2n. Тогда

P� = (1, 2d�) � (n + 1, f) ⊂ (1, 2) � ((n + 1, f) ∩ (n + 1, 2n)) � P�,

т.е. такое P� или вовсе не соединено ребром с P�, или совпадает
с одним из кандидатов (4). Во втором исходе числа 1, n + 1
одновременно лежат в одной из прогрессий (c, d), (e, f). Без огра-
ничения общности, это (c, d). Это означает, что c = 1, d = n, т.е.

P� = (1, n) � (e, f).

Здесь e−1 четно и не кратно n, f четно. Пусть e = 1+2x. Из леммы
1 следует, что у n и f есть простой общий делитель p, которому не
кратно 2x. Так как n четно, то p �= 2и x не кратно p. В частности,
x �= 0, x �=p. Тогда

P� ⊂ (1, n) � (1 + 2x, 2p) � P�.

Поэтому f = 2p. Осталось заметить, что при x > p было бы

P� � (1, n) � (1 + 2(x − p), 2p) � P�,

что невозможно. Значит 0 < x < p. Получили кандидата (5).
Осталось проверить, что все P� из серий (1 � 5) попарно невло-
жимы друг в друга. Для серий (1 � 2) это очевидно. Так как в P�
из серий (3 � 5) есть числа 1 и n + 1, то они не вкладываются в
P� из серий (1 � 2). Представитель (3) не может вкладываться
в другого представителя (3), так как иначе мы получили бы

(1, 2p�) � (n + 1, 2n) ⊂ (1, 2p�) � (n + 1, 2n),

т.е., из простоты p� и p�, p� = p�, а это невозможно. Аналогично
доказывается, что представитель (4) не может вкладываться в
другого представителя (4). Представитель (3) не может вкла-
дываться в представителя (4), так как иначе было бы

(1, 2p�) � (n + 1, 2n) ⊂ (1, 2) � (n + 1, 2np),
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а это невозможно, так как в левой части есть число 3n + 1, а в пра-
вой части его нет. Аналогично доказывается, что представитель
(4) не может вкладываться в представителя (3). Представи-
тель (5) не может вкладываться в представителя (3), так как
иначе было бы

(1, n) � (2x + 1, 2p�) ⊂ (1, 2p�) � (n + 1, 2n),

т.е.
(2x + 1, 2p�) ⊂ (1, 2p�).

А это невозможно, так как здесь точно p� = p�, т.е. при 0 < x <
p� = p� верно

1 < 2x + 1 < 1 + 2p�.

Представитель (5) не может вкладываться в представителя
(4), так как иначе было бы

(1, n) � (2x + 1, 2p�) ⊂ (1, 2) � (n + 1, 2np�),

а это невозможно, ведь в левой части, в отличие от правой, есть
число 3n+1. Представитель (5) не может вкладываться в другого
представителя (5), так как из условия

(1, n) � (2x� + 1, 2p�) ⊂ (1, n) � (2x� + 1, 2p�)

следует
(2x� + 1, 2p�) ⊂ (2x� + 1, 2p�),

т.е., из простоты p� и p�, верно p� = p�. Но тогда x�−x� обязательно
кратно p�, т.е., в силу ограничений

0 < x� < p�, 0 < x� < p� = p�

получаем x� = x�, чего быть не может. Представитель (3) не
может вкладываться в представителя (5), так как иначе было
бы

(1, 2p�) � (n + 1, 2n) ⊂ (1, n) � (2x + 1, 2p�),

т.е. из леммы 3 число 4p� делилось бы на нечетное n, но p� �= n.
Наконец, представитель (4) не может вкладываться в предста-
вителя (5), так как из условия

(1, 2) � (n + 1, 2np�) ⊂ (1, n) � (2x + 1, 2p�)

по лемме 3 получили бы делимость 4 на нечетное n, что невозмож-
но.
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Лемма 14. О слабой синхронизации второго типа. Пусть
P�, P� ∈ P�,

P� = (1, 2) � (k, 2n),

где k, n ∈ N, k < n + 1 - четно, n > 1 - нечетно. Тогда ребро от P�
к P� в графе G проводится тогда и только тогда, когда выполнено
одно из следующих условий:

1) P� = (3, 2) � (k, 2n);

2) P� = (1, 2) � (k + 2n, 2n);

3) P� = (1, 2p) � (k, 2n), p − простое, p � n или p | k − 1;

4) P� = (1, 2) � (k, 2np), p − простое;

5) P� = (1, 2p) � (k, n), p − простое, p|n, p � k − 1.

Доказательство.
Ясно, что P� в графе G соединено ребром с множествами

X := (3, 2) � (k, 2n), Y := (1, 2) � (k + 2n, 2n),

так как они получаются из P� удалением одного элемента. Полу-
чили кандидатов (1 � 2). Рассмотрим теперь в решетке G какое-
нибудь ребро P� → P� другого типа. Пусть в этом ребре

P� = (c, d) � (e, f).

Ясно, что 1, k ∈ P�. Дальше возможны варианты. В первом из
них d = 0, f = 0. Тогда c = 1, e = k, а этого быть не может, так
как иначе

P� = (1, 0) � (k, 0) � (1, 2) � (k, 0) � P�.

Во втором варианте d = 0, f �= 0 или d �= 0, f = 0. Без огра-
ничения общности, считаем, что d = 0, f �= 0. Здесь нужно рас-
смотреть три случая. В первом из них 1, k ∈ (e, f). Тогда имеем
1 + 3k ∈ (e, f). Но k < 1 + 3k < k + 2n и 1 + 3k нечетно. Случай
невозможен. Во втором случае 1 ∈ (c, 0), k ∈ (e, f). Это воз-
можно только если c = 1, e = k. Но тогда f обязательно кратно n
и

P� = (1, 0) � (k, f) � (k, n) � (3, 0) � P�,
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что невозможно. В третьем случае k ∈ (c, 0), 1 ∈ (e, f). Это
возможно только при c = k, e = 1. Но тогда f обязательно нечетно,
ведь иначе

P2 = (k, 0) � (1, f) � (1, 2) � (k, 4n) � P1,

чего быть не может. А если f нечетно, то 1 + f, 1 + 3f ∈ (k, 2n), т.е.
f делится на n. Но

(1, n) ∩ (k, 2n) = ∅,

так как k − 1 < n. Случай невозможен. В третьем варианте
d �= 0, f �= 0. И здесь тоже возникают два исхода. В первом из
них числа 1, k одновременно лежат в одной из прогрессий (c, d),
(e, f). Без ограничения общности, это (c, d). Но тогда c = 1, d = k−1
и числа 1 + d, 1 + 3d четны и значит обязаны лежать в (k, 2n).
Поэтому d делится на n, т.е. 1+d, 1+3d ∈ (1, n). Но прогрессии (1, n)
и (k, 2n) не пересекаются, так как 1 < k < n + 1. Противоречие. Во
втором исходе одно из чисел 1, k лежит в (c, d), а второе - в (e, f).
Пусть, без ограничения общности,

1 ∈ (c, d), k ∈ (e, f).

Тогда c = 1, e = k, f кратно n и

P2 = (1, d) � (k, f).

Если d = 2, то f кратно 2n, т.е. f = 2nx, причем x > 1. Тогда для
любого простого делителя p числа x имеем

P2 = (1, 2) � (k, 2nx) ⊂ (1, 2) � (k, 2np) � P1.

Получили кандидата (4). Число d не может быть нечетным, так
как иначе числа 1 + d, 1 + 3d были бы четны и значит лежали бы
в (k, 2n). Тогда бы d делилось на n, т.е. 1 + d, 1 + 3d ∈ (1, n). Но
прогрессии (1, n) и (k, 2n) не пересекаются. Пусть теперь d четно и
d �= 2, т.е. d = 2d1 и d1 > 1. Тогда

P2 = (1, 2d1) � (k, f).

Здесь возможны три подслучая. В одном из них f = n. Тогда
у чисел d1, n будет общий простой делитель p и для него

P2 ⊂ (1, 2p) � (k, n) � P1.
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Чтобы прогрессии здесь не пересекались, нужно потребовать вы-
полнение дополнительного условия k −1 � p. Получили кандидата
(5). Во втором подслучае f = 2n. Тогда для любого простого
делителя p числа d� имеем

P� = (1, 2d�) � (k, 2n) ⊂ (1, 2p) � (k, 2n) � P�,

т.е. d� = p. И здесь p � n или p | k−1, ведь иначе последовательности
(1, 2p) и (k, n) не пересекаются и

P� = (1, 2p) � (k, 2n) ⊂ (1, 2p) � (k, n) � P�,

а это уже кандидат (5). Получили кандидата (3). В третьем
подслучае f > 2n. Тогда

P� = (1, 2d�) � (k, f) ⊂ (1, 2) � ((k, f) ∩ (k, 2n)) � P�,

т.е. такое P� или вовсе не соединено ребром с P�, или совпадает с
одним из кандидатов (4).
Осталось проверить, что все P� из серий (1 � 5) попарно невло-
жимы друг в друга. Для серий (1 � 2) это очевидно. Так как в P�
из серий (3 � 5) есть числа 1 и k, то они не вкладываются в P�
из серий (1 � 2). Представитель (3) не может вкладываться в
другого представителя (3), так как иначе мы получили бы

(1, 2p�) � (k, 2n) ⊂ (1, 2p�) � (k, 2n),

т.е., из простоты p� и p�, p� = p�, а это невозможно. Аналогично
доказывается, что представитель (4) не может вкладываться в
другого представителя (4). Представитель (3) не может вкла-
дываться в представителя (4), так как иначе было бы

(1, 2p�) � (k, 2n) ⊂ (1, 2) � (k, 2np),

а это невозможно, так как в левой части есть число k +2n, а в пра-
вой части его нет. Аналогично доказывается, что представитель
(4) не может вкладываться в представителя (3). Представи-
тель (5) не может вкладываться в представителя (3), так как
иначе было бы

(1, 2p�) � (k, n) ⊂ (1, 2p�) � (k, 2n),
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откуда
(1, 2p�) ⊂ (1, 2p�),

(k + n, 2n) ⊂ (1, 2p�).

А это невозможно, так как из первого условия следует, что p� = p�,
а из второго - что k+n−1 делится на p� = p�. Но k−1, в отличие от
n, не делится на p�. Представитель (5) не может вкладываться
в представителя (4), так как иначе было бы

(1, 2p�) � (k, n) ⊂ (1, 2) � (k, 2np�),

а это невозможно, ведь в левой части, в отличие от правой, есть
число k+2n. Наконец, представитель (5) не может вкладываться
в другого представителя (5), так как из условия

(1, 2p�) � (k, n) ⊂ (1, 2p�) � (k, n)

и простоты p� и p� получаем p� = p�. Представитель (3) не может
вкладываться в представителя (5), так как иначе было бы

(1, 2p�) � (k, 2n) ⊂ (1, 2p�) � (k, n),

т.е. из леммы 3 число 4p� делилось бы на 2p�, но p� | n, т.е. p� �= 2
и p� = p�. А это, в силу наложенных на p ограничений в (3, 5),
невозможно. Наконец, представитель (4) не может вкладываться
в представителя (5), так как из условия

(1, 2) � (k, 2np�) ⊂ (1, 2p�) � (k, n)

по лемме 3 получили бы делимость 4 на 2p�, но p� | n, т.е. p� �= 2.

�

Лемма 15. О слабой синхронизации третьего типа. Пусть
P�, P� ∈ P�,

P� = (1, 2) � (k, 2n),

где k, n ∈ N, k > n + 1 - четно, n > 1 - нечетно. Тогда ребро от P�
к P� в графе G проводится тогда и только тогда, когда выполнено
одно из следующих условий:

1) P� = (3, 2) � (k, 2n);
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2) P2 = (1, 2) � (k + 2n, 2n);
3) P2 = (1, 2p) � (k, 2n), p − простое, p � n или p | k − 1;
4) P2 = (1, 2) � (k, 2np), p − простое;
5) P2 = (1, 2p) � (k − n, n), p − простое, p|n, p � k − 1.

Доказательство.
Доказательство леммы похоже на доказательство леммы 14. По-
этому будем излагать его подробно только там, где оно отличается.
Кандидаты (1 � 2) точно соединены ребром с P1. В других кан-
дидатах вида

P2 = (c, d) � (e, f)

точно есть 1 и k. Одновременно d и f равны 0 быть не могут. Если
d = 0, f > 0, то возможны варианты. В первом 1, k ∈ (e, f). Не
при всех k этот вариант вообще возможен. Но в любом случае, если
c ∈ (1, 2), то

P2 � (1, 2) � ((e, f) ∩ (k, 2n)) � P1.

А если c ∈ (k, 2n), то

P2 � ((1, 2) ∩ (e, f)) � (k, 2n) � P1.

Во втором варианте c = 1 и k ∈ (e, f). Если (k, 2n) �⊂ (e, f), то

P2 � (1, 2) � ((e, f) ∩ (k, 2n)) � P1.

Иначе, f = n или f = 2n. Если f = n, то тут возможны два
случая. Или НОД(k−1, n) > 1 и тогда для любого общего простого
делителя p чисел k − 1 и n будет

P2 = (1, 0) � (e, n) ⊂ (1, 2p) � (k, 2n) � P1.

Это кандидат (3). Или же НОД(k − 1, n) = 1 и для любого про-
стого делителя p числа n получим

P2 = (1, 0) � (e, n) � (1, 2p) � (e, n) � P1.

Если же f = 2n, то e = k и

P2 = (1, 0) � (k, 2n) � (1, 4) � (k, 2n) � P1.

В третьем варианте c = k и e = 1. Если (1, f) - зигзаг, то

P2 = (k, 0) � (1, f) ⊂ (1, 0) � (k − n, n) � P1.
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А это уже второй вариант. Если же (1, f) - полоса, то

P2 = (k, 0) � (1, f) � (1, 2) � (k, 4n) � P1.

Пусть теперь d > 0, f > 0. Если (c, d) и (e, f) — полосы, то, без
ограничения общности, c = 1, k = e и тогда эти P2 — кандида-
ты (3 � 4). Пусть теперь (c, d) и (e, f) — полоса и зигзаг. Без
ограничения общности, полосой будет (c, d). Если (c, d) ⊂ (1, 2), то

P2 ⊂ (1, 2) � ((e, f) ∩ (k, 2n)) ⊂ P1.

Тогда или P2 уже представлен нами как «полоса+полоса», или же
(k, 2n) ⊂ (e, f), т.е. f = n или f = 2n. Если f = n, то (e, f) =
(k − n, n) и (c, d) = (1, 2d1). Тогда по лемме 1 у n и d1 есть общий
простой делитель p, на который не делится k − 1, и

P2 ⊂ (1, 2p) � (k − n, n) � P1.

Получаем кандидата (5). Если же f = 2n, то

(e, f) = (k, 2n) и (c, d) = (1, 2d1).

Берем любой простой делитель числа d1 и получаем кандидата
(3). Осталось разобрать случай, когда (c, d) и (e, f) — зигзаги. По
лемме 4 тогда получаем

P2 ⊂ (k − n, 2n)+ � (k, 2n) � P1,

а это уже случай «полоса+полоса».
Доказательство попарной невложимости представителей из
(1 � 5) дословно повторяет соответствующую часть доказатель-
ства леммы 14, только с заменой (k, n) на (k − n, n).

�

Лемма 16. О слабой синхронизации четвертого типа. Пусть
P1, P2 ∈ P2,

P1 = (1, 2n) � (n + 1, 2),

где n ∈ N, n > 1 и n нечетно. Тогда ребро от P2 к P1 в графе G
проводится тогда и только тогда, когда выполнено одно из следу-
ющих условий:
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1) P2 = (1 + 2n, 2n) � (n + 1, 2);

2) P2 = (1, 2n) � (n + 3, 2);

3) P2 = (1, 2np) � (n + 1, 2), p − простое;

4) P2 = (1, 2n) � (n + 1, 2p), p − простое, p �= n;

5) P2 = (1, n) � (2x + n + 1, 2p), p − простое, 0 < x < p, p|n.

Доказательство.
Синхронизация четвертого типа очень похожа на синхронизацию
первого типа, приводимую аккуратно в лемме 13. Поэтому дадим
здесь лишь неформальное сокращенное доказательство.
Пусть в графе G проведено ребро от P2 к P1 и

P2 = (c, d) � (e, f).

Вариант, когда в P2 нет 1 или n+1, дает нам кандидатов (1 � 2).
Пусть теперь эти числа есть в P2. Разбираем случаи. Если d = f =
0, т.е. P2 — это «точка+точка», то P2 можно поглотить «поло-
сой+полосой». То же самое верно и в случае, когда P2 — «точ-
ка+полоса». Случай, когда P2 — «полоса+полоса» дает нам
кандидатов (3 � 4). Только нужно учесть, что (1, 2n)� (n+1, 2n)
с p = n в (4) нам не подходит, так как поглощается кандидатом
(5). Разбираем случай, когда P2 — «точка+зигзаг». Если точка
(обозначим ее за x) лежит в (1, n), то по лемме 4 о зигзаге кон-
струкция поглощается (1, n) � (n + 3, 0). А если точки в (1, n) нет,
то конструкция поглощается (1, n) � (x, 2n). Аналогично, в случае,
когда P2 — «зигзаг+зигзаг», конструкция по лемме 4 о зигзаге
поглощается (1, n) � (n + 3, 0). Осталось разобрать только случай
«полоса+зигзаг». Если полоса лежит в (1, 2n), то конструкция
поглощается (1, n) � (n + 3, 0). Значит полоса лежит в (n + 1, 2).
Далее, если зигзаг не накрывает целиком (1, 2n), то конструкция
поглощается (n+1, 2)�((1, 2n)∩(зигзаг)). Значит зигзаг накрывает
(1, 2n), т.е. f = n или f = 2n. В первом случае получаем кандида-
та (5), а второй случай невозможен, так как зигзаг превращается
в полосу.
Доказательство попарной невложимости кандидатов (1 � 5) по-
вторяет аналогичные рассуждения леммы 13.

�
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Лемма 17. О слабой синхронизации пятого типа. Пусть
P�, P� ∈ P�,

P� = (1, 2n) � (k, 2),

где k, n ∈ N, k < n + 1 — четно, n > 1 — нечетно. Тогда ребро
от P� к P� в графе G проводится тогда и только тогда, когда
выполнено одно из следующих условий:

1) P� = (1 + 2n, 2n) � (k, 2);

2) P� = (1, 2n) � (k + 2, 2);

3) P� = (1, 2np) � (k, 2), p − простое;

4) P� = (1, 2n) � (k, 2p), p − простое, p � n или p | k − 1;

5) P� = (1, n) � (k, 2p), p − простое, p|n, p � k − 1.

Доказательство.
Как и в предыдущей лемме, случаи «точка+точка», «точ-
ка+полоса», «точка+зигзаг» невозможны, а случаи «поло-
са+полоса», «зигзаг+зигзаг» дают нам кандидатов (3 � 4).
А в случае «полоса+зигзаг» полоса лежит в (k, 2), так как ина-
че конструкция поглощается (1, n) � (k, 0). Тогда зигзаг накрывает
целиком (1, 2n), так как иначе конструкцию можно поглотить мно-
жеством (k, 2) � ((1, 2n) ∩ (зигзаг)). Значит f = n и мы получаем
кандидата (5).
Доказательство попарной невложимости кандидатов (1 � 5) по-
вторяет аналогичные рассуждения леммы 14.

�

Лемма 18. О слабой синхронизации шестого типа. Пусть
P�, P� ∈ P�,

P� = (1, 2n) � (k, 2),

где k, n ∈ N, k > n + 1 — четно, n > 1 — нечетно. Тогда ребро
от P� к P� в графе G проводится тогда и только тогда, когда
выполнено одно из следующих условий:

1) P� = (1 + 2n, 2n) � (k, 2);

2) P� = (1, 2n) � (k + 2, 2);

3) P� = (1, 2np) � (k, 2), p − простое;

4) P� = (1, 2n) � (k, 2p), p − простое.

153



Доказательство.
Этот тип слабой синхронизации еще проще, чем остальные. Отли-
чие возникает только том в случае «полоса+зигзаг». Здесь точно
так же полоса должна лежать в (k, 2). А зигзаг по лемме 4 лежит
в

(k − n, 2n)� � (k, 2n).

Но если он не содержит в себе все (1, 2n), то конструкцию можно
поглотить множеством

(k, 2) � ((1, 2n) ∩ (зигзаг)).

Ну а если в зигзаге есть (1, 2n), то он равен (1, n); но в P� нет числа
n + 1. Поэтому варианта с кандидатом вида (5) из предыдущих
лемм не возникает.
Доказательство попарной невложимости кандидатов (1 � 4) уже
много раз было доказано в других леммах.

�

Лемма 19. О сильной синхронизации. Пусть P�, P� ∈ P�,

P� = (1, 2) � (k, 2),

где k � 6 — четно. Тогда ребро от P� к P� в графе G проводится
тогда и только тогда, когда выполнено одно из семи условий:

1) P� = (3, 2) � (k, 2);

2) P� = (1, 2) � (k + 2, 2);

3) P� = (1, 2p) � (k, 2), p − простое, 2p < k − 2;

4) P� = (1, 2) � (k, 2p), p − простое;

5) P� = (1, 0) � (k − 1, 1);

6) P� = (1, k − 1) � (x, n), 3 � x � k − 3 − нечетное, n ∈ A(x, k);

7) P� = (1, n) � (x, k − x), 3 � x � k − 3 − нечетное, n ∈ B(x, k).

Доказательство.
Необходимость наличия в списке условий (1 � 2) очевидна. Пусть
в графе G проведено ребро от P� к P� и

P� = (c, d) � (e, f).
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Как и ранее, это не могут быть «точка+точка», и «точ-
ка+полоса». Вариант «полоса+полоса» дает нам кандидатов
(3 � 4). Важно лишь учесть, что серия «P2 = (1, 2p) � (k, 2), p −
простое» при 2p � k − 2 пропадает, так как в этом случае

(1, 2p) � (k, 2) � (1, 0) � (k − 1, 1).

Рассмотрим вариант «точка+зигзаг». Если зигзаг не накрывает
целиком ни одну из прогрессий (1, 2), (k, 2), то конструкцию мож-
но накрыть «полосой+полосой». Поэтому в этом варианте шаг
зигзага равен 1, а сам зигзаг, как следствие, равен (k − 1, 1). Но
тогда точкой точно будет число 1. Получили кандидата (5). Рас-
смотрим вариант «полоса+зигзаг». Как и в предыдущем слу-
чае, для того, чтобы наша конструкция не накрывалась «поло-
сой+полосой», зигзаг должен иметь шаг 1. Но тогда он точно
пересекает нашу полосу, что невозможно. Разберем теперь послед-
ний вариант «зигзаг+зигзаг». Чтобы конструкция не накрыва-
лась кандидатами (1, 2, 5), в ней должны быть числа 1, k и хоть
одно из чисел 3, 5, . . . , k − 3. При этом, шаги d, f зигзагов долж-
ны быть нечетны, иначе они бы стали полосами. Возможны только
два исхода. В первом числа 1, k попадают в один и тот же зиг-
заг. Тогда это точно (1, k − 1). И начало e второго зигзага должно
лежать в {1, 3, . . . , k − 3}. Получили

P2 = (1, k − 1) � (x, n), 3 � x � k − 3 − нечетное, n − нечетное.

Покажем, что n ∈ A(x, k), т.е. выполнены условия

n > k − x, НОД(n, k − 1) � x − 1, НОД(n, x − 1, k − 1) = 1

и что для любого собственного делителя t числа n имеет место или
условие t < k−x, или условие НОД(t, k−1) | x−1. Условие n > k−x
следует из того, что n+x четно, а k — минимальное четное число в
P1. И n �= k − x из-за непересечения последовательностей в P2. Из
этого же непересечения по лемме 1 получаем НОД(n, k − 1) � x − 1.
Условие НОД(n, x − 1, k − 1) = 1 выполнено, так как иначе для
любого общего простого делителя p чисел n, x − 1, k − 1 получаем

(1, k − 1) � (x, n) ⊂ (1, 2p) ∪ (k, 2) � P1.

Наконец, если для некоторого собственного делителя t числа n име-
ет место неравенство t � k − x и НОД(t, k − 1) � x − 1}, то

(1, k − 1) � (x, n) ⊂ (1, k − 1) ∪ (x, t) � P1.

155



Получили кандидата (6). Во втором исходе числа 1, k попадают
в разные зигзаги. Тогда зигзаг с 1 проходит мимо чисел 3, 5, . . . , k−
3. И ровно одно из них лежит в зигзаге с k. С этого числа, которое
обозначаем за x, зигзаг и начинается. Получили

P2 = (1, n) � (x, k − x), 3 � x � k − 3 − нечетное, n − нечетное.

Покажем, что n ∈ B(x, k), т.е. выполнены условия

n > k − 1, НОД(n, k − x) � x − 1, НОД(n, k − x, k − 1) = 1

и что для любого собственного делителя t числа n имеет место или
условие t < k−1, или условие НОД(t, k−x) | x−1. Условие n > k−1
следует из того, что n+1 четно, а k — минимальное четное число в
P1. И n �= k − 1 из-за непересечения последовательностей в P2. Из
этого же непересечения по лемме 1 получаем НОД(n, k − x) � x − 1.
Условие НОД(n, k − x, k − 1) = 1 выполнено, так как иначе для
любого общего простого делителя p чисел n, k − x, k − 1 получаем

(1, n) � (x, k − x) ⊂ (1, 2p) ∪ (k, 2) � P1.

Наконец, если для некоторого собственного делителя t числа n име-
ет место неравенство t � k − 1 и НОД(t, k − x) � x − 1}, то

(1, n) � (x, k − x) ⊂ (1, t) ∪ (x, k − x) � P1.

Получили кандидата (7).
Покажем теперь попарную невложимость кандидатов (1 � 7).
Для (1 � 2) все очевидно. Также тривиальны сравнения внутри
(3 � 4). Разбираем оставшиеся случаи, в которых задействованы
(5 � 7). Представитель (3) не может вкладываться в предста-
вителя (5), так как из условия

(1, 2p) � (k, 2) ⊂ (1, 0) � (k − 1, 1)

следовало бы 1 + 2p � k − 1, т.е. 2p � k − 2. Представитель (3)
не может вкладываться в представителя (6), так как из условия

(1, 2p) � (k, 2) ⊂ (1, k − 1) � (x, n)

по лемме 4 о зигзаге получили бы k−1 | 4, но k−1 - нечетно и боль-
ше 1. Точно также, представитель (3) не может вкладываться в
представителя (7), так как из условия

(1, 2p) � (k, 2) ⊂ (1, n) � (x, k − x)
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по лемме 4 о зигзаге получили бы k−x | 4, но k−x нечетно и больше
1. Представитель (4) не может вкладываться в представителя
(5), так как в левой части гипотетического вложения

(1, 2) � (k, 2p) ⊂ (1, 0) � (k − 1, 1)

есть число 3, а в правой части его нет. Представитель (4) не
может вкладываться в представителей (6 � 7) по тем же сооб-
ражениям, что и (3). Представитель (5) не может вкладываться
в представителя (3), так как из условия

(1, 0) � (k − 1, 1) ⊂ (1, 2p) � (k, 2)

следует (k − 1, 2) ⊂ (1, 2p), что невозможно. Представитель (5)
не может вкладываться в представителя (4), так как из условия

(1, 0) � (k − 1, 1) ⊂ (1, 2) � (k, 2p)

следует (k, 2) ⊂ (k, 2p), что невозможно.Представитель (5) не
может вкладываться в представителя (6), так как из условия

(1, 0) � (k − 1, 1) ⊂ (1, k − 1) � (x, n)

по лемме 4 о зигзаге следует k − 1 | 2, но k � 6. Аналогично,
представитель (5) не может вкладываться в представителя (7),
так как из условия

(1, 0) � (k − 1, 1) ⊂ (1, n) � (x, k − x)

по лемме 4 о зигзаге следует n | 2, но n > k − 1 � 5. Покажем, что
представитель (6) не может вкладываться в представителя (3).
Иначе было бы

(1, k − 1) � (x, n) ⊂ (1, 2p) � (k, 2),

т.е.
(1, 2k − 2) � (x, 2n) ⊂ (1, 2p).

Но тогда числа k − 1, x − 1 и n делятся на p, что невозможно из-
за ограничения НОД(n, x − 1, k − 1) = 1. Представитель (7) не
может вкладываться в представителя (3), иначе было бы

(1, n) � (x, k − x) ⊂ (1, 2p) � (k, 2),
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т.е.
(1 + n, 2n) � (k, 2k − 2x) ⊂ (1, 2p).

В этом случае числа n, k − 1, k − x делятся на p, но

НОД(n, k − x, k − 1) = 1.

Представитель (6) не может вкладываться в представителя
(4), иначе было бы

(1, k − 1) � (x, n) ⊂ (1, 2) � (k, 2p),

т.е.
(k, 2k − 2) � (x + n, 2n) ⊂ (k, 2p).

Тогда числа k − 1, x + n − k, n делятся на p. Значит и число x − 1
делится на p, а это, как уже было показано выше, невозможно.
Представитель (7) не может вкладываться в представителя
(4), иначе было бы

(1, n) � (x, k − x) ⊂ (1, 2p) � (k, 2),

т.е.
(1, 2n) � (x, 2k − 2x) ⊂ (1, 2p).

Тогда числа n, x − 1, k − x делятся на p. Значит и число k − 1
делится на p, а это невозможно. Представители (6 � 7) не могут
вкладываться в представителя (5), так как в них есть одно из
чисел 3, 5, . . . , k − 3. Представитель (6) не может вкладываться
в другого представителя (6), так как иначе

(1, k − 1) � (x�, n�) ⊂ (1, k − 1) � (x�, n�),

т.е.
(x�, n�) ⊂ (x�, n�).

Тогда x� = x� и n� - собственный делитель числа n�. Но мы зна-
ем, что для любого собственного делителя t числа n� имеет место
t < k − x� или НОД(t, k − 1) | x� − 1. Получили противоречие, ведь
n� � k − x� = k − x� и НОД(n�, k − 1) � x� − 1 = x� − 1. Аналогично,
представитель (7) не может вкладываться в другого предста-
вителя (7), так как иначе

(1, n�) � (x�, k − x�) ⊂ (1, n�) � (x�, k − x�).
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Здесь точно x� = x�. Поэтому

(1, n�) ⊂ (1, n�)

и n� - собственный делитель числа n�. Далее рассуждения повто-
ряют предыдущий случай. Представитель (6) не может вклады-
ваться в представителя (7), так как иначе

(1, k − 1) � (x�, n�) ⊂ (1, n�) � (x�, k − x�)

и по лемме 4 о зигзаге 2(k − 1) делится на n�. Так как n� нечетно,
то k − 1 делится на n�. Но n� > k − 1. Противоречие. Наконец,
представитель (7) не может вкладываться в представителя (6),
так как иначе

(1, n�) � (x�, k − x�) ⊂ (1, k − 1) � (x�, n�).

Тогда обязательно x� = x�. Значит по лемме 4 о зигзаге 2(k − x�)
делится на n�. Так как n� нечетно, то k − x� делится на n�. Но
n� > k − x� = k − x�. Противоречие.

�

Доказательство основной теоремы

Доказательство будет проходить перебором по всем возможным ва-
риантам для P� (с учетом замечания к лемме 2.) Пусть

P� = (a, b) � (c, d).

Если P� — объединение двух точек, т.е. b = d = 0, то в P� вообще не
существует собственных подмножеств P�. Если P� — объединение
точки и полосы, т.е., без ограничения общности, b = 0, d > 0, то
возможны случаи. Если a ∈ (c, d)�, то P� можно преобразованием
подобия перевести в (1, 0) � (x, 1). При x = 2 получаем условие 1,
описанное в лемме 7. При x = 3 получаем условие 2, описанное в
лемме 8 о точке и полосе отступа 2. При x > 3 получаем условие 3,
описанное в лемме 9 о точке и полосе отступа больше 2. Если же
a /∈ (c, d)�, то получаем условие 4, описанное в лемме 10 о точке и
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внешней полосе. Пусть теперь b > 0, d > 0. Здесь тоже возможны
варианты. Если последовательности (a, b) и (c, d) не согласованные,
то получаем условие 5, описанное в лемме 11 о двух несогласован-
ных полосах. Если последовательности (a, b) и (c, d) согласованные,
но не синхронные, то получаем условие 6, описанное в лемме 12 о
двух асинхронных полосах. Если последовательности (a, b) и (c, d)
слабо синхронны, то по лемме 5 об общем виде слабой синхрониза-
ции P� можно преобразованием подобия перевести в одно из мно-
жеств вида

(1, 2) � (k, 2n), (1, 2n) � (k, 2),

где k, n ∈ �, k — четно, n > 1 — нечетно. Если это (1, 2) � (k, 2n),
то при k = n + 1 по лемме 13 о слабой синхронизации первого типа
получаем условие 7. А при k �=n + 1 из лемм 14, 15 о слабой син-
хронизации второго и третьего типов выводится условие 8. Если
же P� подобно множеству (1, 2n) � (k, 2), то при k = n + 1 по лемме
16 о слабой синхронизации четвертого типа получаем условие 9.
При k < n + 1 из леммы 17 о слабой синхронизации пятого типа
выводится условие 10. Наконец, при k > n + 1 из леммы 18 о сла-
бой синхронизации шестого типа выводится условие 11. Остался
не разобранным последний случай, в котором последовательности
(a, b) и (c, d) сильно синхронны. По лемме 6 об общем виде силь-
ной синхронизации P� можно преобразованием подобия перевести
в множество вида

(1, 2) � (k, 2),

где k ∈ � и k — четно. Если k = 2 или k = 4, то эти случаи уже опи-
саны нами в условиях 1 и 2. А если k � 6, то по лемме 19 о сильной
синхронизации получаем условие 12. Все случаи разобраны.

�
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Оценки мощности плоских схем,
реализующих монотонные функции.

Калачев Г.В.

В работе доказаны универсальные нижние оценки функ-
ции Шеннона мощности плоских схем, а также найден порядок
роста функции Шеннона мощности схем, реализующих моно-
тонные функции. В качестве меры мощности рассматривает-
ся максимальный потенциал, он равен максимальному коли-
честву выходов элементов, выдающих единицу на заданном
входном наборе схемы, где максимум берётся по всем входным
наборам. В работе показано, что порядок роста функции Шен-
нона максимального потенциала для монотонных функций ра-
вен �n/2/ �

√
n, а порядок среднего потенциала равен �n/2/ �

√
n3.

�������� �����: схемы из функциональных элементов,
плоские схемы, клеточные схемы, потенциал, мощность, функ-
ция Шеннона, верхние оценки, нижние оценки, монотонные
булевы функции.

��������.

В данной работе исследуется сложность реализации монотонных
булевых функций плоскими схемами. Плоская схема является мо-
делью чипа с учётом его укладки на плоскость. Обычно в качестве
модели, описывающей работу чипа, используют структурные ав-
томаты. Структурный автомат моделирует логическую структуру
чипа. По теории автоматов имеется множество работ, например,
[1]-[21]. Однако в модели на основе структурного автомата не от-
ражено размещение логических элементов в кристалле, разводка
проводов и энергопотребление.
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Основная доля площади и энергопотребления для почти всех авто-
матов приходится на часть схемы, реализующей функцию перехода
автомата. Функция перехода является булевой функцией или опе-
раторов. Поэтому с точки зрения теории сложности основной инте-
рес представляет реализация плоскими схемами булевых функций
и операторов.
Плоские схемы (или схемы из клеточных элементов), являются мо-
делью микросхемы, в которой учитывается размещение логических
элементов на плоскости и разводку проводов, в ней могут быть
определены такие меры сложности, как площадь и мощность (энер-
гопотребление). Впервые плоские схемы были введены Кравцовым
С.С. в работе [22].
Плоские схемы – один из типов управляющих. К управляющим
системам также относятся автоматы, схемы из функциональных
элементов (далее СФЭ), контактные схемы и информационные гра-
фы. По теории управляющих систем публикуется множество работ,
например, [23]-[29]. В теории управляющих систем часто ставится
задача минимизации некоторой меры сложности. Основной мерой
сложности плоских схем, СФЭ и контактных схем является чис-
ло элементов схемы (или контактов), эта величина характеризует
площадь чипа. Для плоских схем и СФЭ также важным парамет-
ром является мощность (или активность) схемы, она характеризует
энергопотребление схемы. Для контактных схем аналогом актив-
ности является время моделирования. В отличие от схем, инфор-
мационные графы моделируют не чипы, а структуры данных и
алгоритмы поиска в них. Для информационных графов на первое
место часто ставится среднее время ответа на запрос, а второй ме-
рой сложности является число рёбер графа (соответствует памяти
для хранения базы данных).
В теории управляющих систем часто исследуется зависимость
какой-нибудь меры сложности от базиса. О. М. Касим-Заде в [31]
показал, например, что существует базис, в котором одновременная
минимизация сложности и мощности невозможна. Для информаци-
онных графов такого рода результат был получен Е. М. Перпером в
работе [24]. Он показал, что для задачи поиска подстрок существу-
ет такое базовое множество, что не существует информационного
графа, оптимального одновременно по времени и по памяти.
Однако с точки зрения порядка мощности плоских схем базис не
играет такой роли. В работе [32] была введена переключательная

164



мощность и было показано, что она сохраняется с точностью до
константы при замене базиса. Также было показано, что при от-
сутствии ограничений на базис эта мера с точностью до константы
совпадает с потенциалом, рассматриваемым в этой работе. Пере-
ключательная мощность лучше отражает энергопотребление схе-
мы и совпадает с потенциалом без ограничений на базис, его мы и
исследуем в данной работе.
С. С. Кравцов [22] показал, что для реализации произвольной бу-
левой функции плоской схемой требуется O(2n) элементов, причём
существуют функции, для реализации которых необходимо Ω(2n)
элементов. В работе [30] О. В. Черемисин показал, что в классе пря-
моугольны схем невозможна одновременная минимизация площади
и мощности плоских схем, реализующих систему всех конъюнкций.
В статье [32] определены две меры мощности схем, и показана связь
между ними, а также доказано, что произвольную булеву функ-
цию от n переменных можно реализовать схемой площадью O(2n)
и мощностью O(2n/�).
В работах [33] и [34] был получен порядок роста мощности плос-
ких схем, реализующих частичные булевы операторы. В работе [35]
найден порядок роста максимального потенциала схем, реализую-
щих функции с малым числом единиц в зависимости от ограниче-
ний на расположение входов схемы.
В данной работе получен порядок функции Шеннона потенциала
монотонных булевых функций от n переменных. В процессе дока-
зательства основного результата также получены универсальные
нижние оценки функции Шеннона для среднего и максимального
потенциала для произвольного класса булевых функций.
Автор выражает глубокую благодарность научному руководителю
д.ф.-м.н., профессору Э.Э. Гасанову за постановку задачи и вни-
мание к работе.

Определения и обозначения.

Плоские схемы

Клеточным элементом будем называть булев оператор, у которого
в сумме не более четырёх входов и выходов, причём каждому его
входу и каждому выходу сопоставлена некоторая метка из множе-
ства {l, r, t, b}, причём метки не повторяются.
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вершина является выходом первого элемента и входом второго).
Из вершины a в вершину b ведёт ребро в том и только том случае,
когда существует элемент e такой, что a является его входом, b —
выходом, причём функция, реализуемая на выходе b, существенно
зависит от входа a.
Плоской схемой или схемой из клеточных элементов на множестве
M ⊂ �2 над базисом E� ⊆ E будем называть корректную сеть из
клеточных элементов с носителем M , в графе которой нет ориенти-
рованных циклов. Множество M будем называть носителем схемы
K.
Далее везде по умолчанию используем базис E, то есть считаем,
что у нас есть все клеточные элементы.
Если вход (выход) элемента не подключён к выходу (входу)
другого элемента, будем его называть входом (выходом) схемы.
Контактами схемы будем называть ее входы и выходы. Множе-
ство входов (выходов) схемы K будем обозначать In�K� (Out�K�).
Узлами схемы K будем называть вершины графа GK . Если M —

носитель схемы K, то количество элементов множества M будем
называть площадью схемы K и обозначать S�K�. Расстоянием
между узлами схемы будем называть расстояние между соответ-
ствующими вершинами в GK . Расстояние от узла a до узла b на
схеме K будем обозначать ρK�a, b�. Подсхемой схемы K с носи-
телем M0 ⊆ M будем называть схему K|M� , получающуюся из
K выбрасыванием клеточных элементов, соответствующих множе-
ству M \M0. Если схема K фиксирована, то иногда будем говорить
просто подсхема M0.

Каждой плоской схеме K можно сопоставить схему из функцио-
нальных элементов Circ�K� следующим образом:

1) каждой функции fs,i, которую реализует i-й выход элемента
s клеточной схемы, сопоставим функциональный элемент es,i,
реализующий fs,i; если i-й и j-й выходы являются выходами
одной и той же функции, то им будет соответствовать один и
тот же функциональный элемент;

2) если i-й выход s1 подключён к j-му входу s2 соединим выход
элемента es�,i с j-ми входами элементов es�,k для всех k, для
которых fs�,k зависит от j-го аргумента;
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3) удалим из схемы все тождественные функции, подсоединив их
вход ко всем их выходам.

Будем говорить, что схема K реализует булев оператор FK , если
схема из функциональных элементов Circ(K) реализует FK .
Минимальную площадь плоской схемы, реализующей оператор F
обозначим за S(F ) .
Будем говорить, что плоские схемы K� и K� равны и писать
K� = K�, если существует параллельный перенос плоскости, кото-
рый позволяет совместить схемы K� и K�, иначе будем говорить,
что K� и K� различны.

���������. Мы здесь не предполагаем, что схема имеет форму
прямоугольника. При доказательстве верхних оценок мы использу-
ем прямоугольные схемы, а доказанные нижние оценки верны для
схем произвольной формы.

Мощность схем.

Для каждой схемы K зафиксируем некоторую нумерацию ее узлов.
На i-м узле реализуется некоторая функция gi от входных перемен-
ных схемы K (на входах считаем, что реализуются тождественные
функции).
Везде далее будем считать, что схема K имеет n входов, l узлов и
gi — функция, реализуемая в i-м узле схемы K.
Состоянием схемы K на входном наборе x назовём вектор

sK(x) := (g�(x), ..., gl(x)).

Если v = (v�, ..., vq) ∈ {0, 1}q, обозначим |v| := v� + v� + ... + vq.
Если есть частичная булева функция или оператор f и всюду опре-
делённая функция или оператор F , и некоторое доопределение f
получается из F добавлением фиктивных переменных и переста-
новкой аргументов и компонент оператора, то будем писать F .= f .
Пусть схема K имеет n входов. Тогда Потенциалом схемы K на
входном наборе x ∈ {0, 1}n назовём величину uK(x) := |sK(x)|.
Максимальным потенциалом схемы K на множестве входных

наборов D ⊆ {0, 1}n назовём ÛD(K) := max
x∈D

uK(x). Средним

потенциалом схемы K на множестве входных наборов D ⊆ {0, 1}n
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что базис не ограничен, поэтому константный узел можно удалить,
изменяя соответствующим образом функцию, реализуемую элемен-
том, для которого этот узел является входом.
Пусть n — количество входов схемы K. Рассмотрим выход схемы α
и самый дальний от него узел схемы β, а также вход γ, от которого
β существенно зависит. Без ограничения общности будем считать,
что на вход β подаётся первая переменная функции. Поскольку α и
γ существенно зависят от β, то существуют наборы a, b ∈ {0, 1}n�1

такие, что ϕα(0, a) = f(0, a) �= f(1, a) = ϕα(1, a), ϕγ(0, a) �= ϕγ(1, a).
Поскольку у наборов (0, a) и (1, a) различается только первая ком-
понента (вход β), а значения в узле α различны, то существует це-
почка узлов [β = t0, t2, ..., tl = α] такая, что ϕt�(0, a) �= ϕt�(1, a) для
всех i = 0, ..., l. Причём ti �= tj при i �= j и для каждого i = 0, ..., l−1
узлы ti и ti+1 — соответственно вход и выход некоторого элемента.
l не может быть меньше расстояния ρK(α, β). Это означает, что

uK(0, a) + uK(1, a) �
l∑

i=0

(ϕt�(0, a) + ϕt�(1, a)) = l + 1 � ρK(β, α) + 1.

Аналогично получим, что

uK(0, b) + uK(1, b) � ρK(β, γ) + 1.

Тогда по неравенству треугольника

uK(0, a) + uK(1, a) + uK(0, b) + uK(1, b) �
� ρK(β, α) + ρK(β, γ) + 2 � ρK(α, γ) + 2.

Поскольку круг радиуса r по манхеттеновской метрике имеет пло-
щадь < 2(r + 1)2, а γ — самый дальний узел от α, то вся схема
помещается в круг с центром в клетке снаружи схемы, на гра-
нице которой находится выход α, радиуса r := ρK(α, γ). Отсюда
2(r + 1)2 > s � S(f),

ρK(α, γ) >
√

s
2

− 1 �
√

S(f)
2

− 1.
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Отсюда получаем требуемую оценку

Û(f) = Û(K) � max(uK(0, a), uK(1, a), uK(0, b), uK(1, b)) �

�
uK(0, a) + uK(1, a) + uK(0, b) + uK(1, b)

4
�

�
ρK(α, γ) + 2

4
>

√
S(f)/2

4
=

√
S(f)

4
√

2
.

Теорема доказана.

Доказательство теоремы 2. Каждой функции f ∈ F сопоставим
некоторую схему Kf , реализующую f с наименьшим средним по-
тенциалом. Введём множество L(r, n, t) ⊆ F(n) — множество функ-
ций, для которых значения на разрезе (Kf

r |Kf ) отличны от 0 на об-
ласти Df

r состоящей из не более, чем R := t·2n наборов. Для каждой
такой функции определим функцию f �

r, которая реализуется схе-
мой Kf �

r , которая получена из Kf
r заменой всех входов In(Kf

r |Kf )
на 0 и удалением всех выходов Out(Kf

r |Kf ). По построению, на
всех x ∈ {0, 1}n \ Df

r f �
r(x) = f(x), поскольку схема Kf �

r и подсхе-
ма Kf

r схемы Kf на этих наборах функционируют одинаково. Это
означает, что dist(f, f �

r) � |Df
r | � R.

Оценим мощность множества l(r, n, t). Каждая f ∈ l(r, n, t) лежит
в шаре радиуса R с центром в некоторой функции f �

r, которая реа-
лизуется схемой Kf �

r . Схема Kf �
r помещающейся в круг радиуса r,

откуда S(f �
r) � S(Kf �

r ) = O(r2).

1) Существует не более AO(r�) схем площади O(r2), где A > 0 —
некоторая константа.

2) Каждая схема определяет функцию с точностью до переста-
новки переменных. Таким образом, каждой схеме соответству-
ет не более n! различных функций.

3) По определению функции ϕn, существует не более ϕn(F , t)
функций из F , которые могут попасть в шар радиуса t · 2n.

Итак,
|l(r, n, t)| � AO(r�)n!ϕn(F , t).

Введём множество L(r, n, t) :=
⋃r

i=1 l(i, n, t). Тогда

|L(r, n, t)| � rAO(r�)n!ϕn(F , t) � Br�
n!ϕn(F , t),
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где B > 0 — некоторая константа. Тогда при r =√
1

2 log� B log2
|F�|

ϕ�(F ,t) имеем

log2 |L(n, r, t)| < log2 r +n log2 n+
1
2

log2
|Fn|

ϕn(F , t)
+ log2 ϕn(F , t) =

= log2 r + n log2 n + log2 |Fn| − r
√

log2 B
2

�

� log2 |Fn| − Cr при достаточно большом n.

Здесь C — некоторая константа. Теперь заметим, что для всех f ∈
Fn \ L(r, n, t) для всех i = 1, ..., r на разрезе (Kf

i |Kf ) есть хотя бы
один ненулевой узел более, чем на R наборах, значит U(Kf

i |Kf ) >
R/2n = t. Отсюда

U(f) = U(Kf ) �
r∑

i=1

U(Kf
i |Kf ) � rt = C1t

√

log2
|Fn|

ϕn(F , t)
.

Осталось показать, что доля функций f ∈ L(r, n, t) в классе Fn
стремится к 0.

|L(r, n, t)|
|Fn|

=
2log� |F�|−Cr

|Fn|
= 2−Cr → 0 при n → ∞,

поскольку r = Ω(log2
F�

ϕ�(F ,t)) = ω(n log n) → ∞ при n → ∞. Теоре-
ма доказана.

Доказательство утверждения 1. Сразу отметим, что в случае
|Dn|3/2 < 2n утверждение очевидно и несодержательно, поэтому
далее рассматриваем случай |Dn|3/2 � 2n.
По теореме [33, Теорема 1], при достаточно большом n существует
f ∈ P2(Dn) такая, что UD�(f) � C1

√
|Dn|, где C2 > 0 — некоторая

константа. Поскольку P2(Dn) = F(n)|D� , то существует функция
f ′ ∈ F такая, что f ′|D� = f . Это означает, что

C1
√

|Dn| � UD�(f) � UD�(f ′) �
2n

|Dn|
U(f ′) �

2n

|Dn|
U(F(n)).

Отсюда сразу следует требуемая оценка. Утверждение доказано.
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Доказательство нижней оценки в теореме 3.
Положим Dn = {x ∈ {0, 1}n : |x| = �n/2�} — множество наборов,
находящихся на среднем слое булева куба. Рассмотрим подкласс
монотонных функций M ′(n) ⊆ M(n), все нижние единицы и верх-
ние нули которых расположены в множестве Dn. Такие функции
полностью задаются своими значениями на Dn, поэтому |M ′(n)| =
C�n/2�

n . Применяя следствие 1 получим

Û(M(n)) ≥ Û(M ′(n)) � C1

√
log C�n/2�

n − n log n =

= Ω

(√
2n
√

n

)

= Ω

(
2n/2

�
√

n

)

.

Для оценки среднего потенциала воспользуемся утверждением 1.
Поскольку все наборы в множестве Dn несравнимы, то значения
монотонной функции на них можно задать произвольно, значит
M ′(n)|D� = P2(Dn). Из утверждения 1 получим

U(M(n)) � C1
|Dn|3/2

2n �
(2n/

√
n)3/2

2n =
2n/2

n3/4 .

Нижние оценки доказаны.

Реализация монотонных функций.

Как и в предыдущих работах [34] и [35], будем использовать базис
{∨, &, ⊕, 1}.
Введём длину и ширину схемы K.
Длиной схемы K называется длина наименьшего прямоугольника,
содержащего все непустые элементы схемы K, обозначается l(K).
Шириной схемы K называется ширина наименьшего прямоуголь-
ника, содержащего все непустые элементы схемы K, обозначается
h(K).
Для блоков, повёрнутых на 90°, будем добавлять верхний индекс
� к названию блока, чтобы явно подчеркнуть, что его длина равна
ширине исходного блока и наоборот. Вообще говоря, ориентация
блока обычно однозначно устанавливается исходя из расположения
его входов и выходов. Поэтому отражённые и перевёрнутые блоки
будем обозначать так же, как и исходный блок.
Введём также несколько обозначений.
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Среднее значение первых k элементов не больше среднего значения
всех элементов последовательности (rij )n

j=1, то есть

1
k

k�

j=1

rij �
1
n

n�

j=1

rij .

По лемме 1 число непостоянных рёбер не больше n
2 Cn/2

n . Отсюда

k�

j=1

rij �
k
n

n�

j=1

rij �
k
n

·
n
2

Cn/2
n =

k
2

Cn/2
n .

Лемма доказана.

Символом fα�,...,αk
i�...ik

(x), αi ∈ {0, 1} обозначим функцию от (n − k)
переменных, получающуюся из функции f от n переменных под-
становкой констант α1,...,αk вместо аргументов с номерами i1, ..., ik.
Символом xα�...αk

i�..ik
обозначим набор длины n, у которого разряды с

номерами i1, ..., ik равны α1, ..., αk и который после удаления этих
разрядов превращается набор x длины n − k. Таким образом, вы-
полнено равенство

fα�...αk
i�...ik

(x) = f(xα�...αk
i�...ik

).

����� 3 (Аналог леммы 10.14, [36]). Для любой n-местной моно-
тонной булевой функции f и числа k, 1 � k � n найдутся такие
i1, ..., ik, что f1...1

i�...ik
(x) �=f0...0

i�...ik
(x) не более чем для 1

2Cn/2
n различ-

ных наборов x длины n − k.

Доказательство. По лемме 2 существуют направления i1...ik,
вдоль которых в сумме проходит не более k

2 Cn/2
n непостоянных рё-

бер. За X обозначим множество наборов x ∈ {0, 1}n�k, для которых
f1...1

i�...ik
(x) �=f0...0

i�...ik
(x).

Рассмотрим произвольный x ∈ X. В k-мерном булевом подкубе
xy

i�...ik
, y ∈ {0, 1}k, имеется k непересекающихся по рёбрам цепей из

вершины x0...0
i�...ik

в x1...1
i�...ik

. Поскольку

f(x0...0
i�...ik

) = f0...0
i�...ik

(x) < f1...1
i�...ik

= f(x1...1
i�...ik

),

то в каждой из цепей из x0...0
i�...ik

в x1...1
i�...ik

есть непостоянное ребро.
Таким образом, каждому x ∈ X соответствует не менее k различ-
ных непостоянных рёбер. Причём рёбра, соответствующие разным
x не могут совпадать.
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Это означает, что число непостоянных рёбер по крайней мере в k
раз больше, чем число элементов множества X. Отсюда

|X| �
1
k

·
k
2

Cn/2
n =

1
2

Cn/2
n .

Лемма доказана.

Символом xi�...i� обозначим набор длины n − k, получающийся из
набора x длины n удалением разрядов с номерами i1, ..., ik.

����� 4 (Аналог леммы 10.15, [36]). Пусть n делится на 2. То-
гда для любой функции f ∈ M(n) существуют различные номера
i1, ..., ik и функции p, q ∈ M(n − k) такие, что мощность множе-
ства

D =
{

x : p(xi�...i�)q(xi�...i�) = 1
}

не превосходит 2k−1Cn/2
n , и существует частичная функция fD :

D → {0, 1} такая, что

f(x) = p(xi�...i�) ∨ p(xi�...i�)q(xi�...i�)fD(x). (1)

Доказательство. По лемме 3 существуют номера i1...ik, что
f1...1

i�...i�
(x) �= f0...0

i�...i�
(x) не более чем для 1

2Cn/2
n различных наборов

x длины n − k. Положим

p = f0...0
i�...i�

, q = f1...1
i�...i�

, D =
{

x
∣∣∣ p(xi�...i�)q(xi�...i�) = 1

}
, fD = f |D.

Для каждому набору xi�...i� ∈ Ekn−k, для которого
p(xi�...i�)q(xi�...i�) = 1, соответствует 2k наборов из |D|, полу-
чающихся из xi�...i� произвольным выбором значений переменных
xi� , ..., xi� . Значит

|D| � 2k ·
1
2

Cn/2
n = 2k−1Cn/2

n .

Осталось проверить, что для выбранных p, q и fD выполнено пред-
ставление (1).
Для произвольного x ∈ {0, 1}n−k имеем

p(xi�...i�) = f0...0
i�...i�

(xi�...i�) � f(x) � f1...1
i�...i�

(xi�...i�) = q(xi�...i�).

Рассмотрим 3 случая.
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1) Если p(xi�...i�) = 1, то f(x) = 1, таким образом (1) выполнено.
2) Если q(xi�...i�) = 0, то p(xi�...i�) = f(x) = 0, значит (1) выпол-

нено.
3) Остался случай p(xi�...i�) = 0, q(xi�...i�) = 1. Тогда

p(xi�...i�)q(xi�...i�) = 1,

значит x ∈ D, и определена функция fD(x), причём fD(x) =
f(x). Таким образом, (1) в этом случае также выполнено.

Лемма доказана.

В представлении (1) используется частичная булева функция, для
её реализации будем использовать схему, построенную в работе [34].
Эта схема является оптимальной (по порядку) по площади, мощ-
ности и глубине.
Для удобства реализации функций p и q одной схемой введём опе-
рацию слияния двух схем. Неформально, при этой операции эле-
менты каждой схемы раздвигаются, при этом элементы первой схе-
мы размещаются в клетках с чётными координатами, а элементы
второй схемы — в клетках с нечётными координатами (см. рисунок
2)
Разместим схемы K� и K� на плоскости таким образом, чтобы ко-
ординаты всех элементов были неотрицательными, но для каждой
из координат были элементы с нулевыми значениями этой коорди-
наты. Слиянием схем K� и K� будем называть схему K = K� � K�
построенную следующим образом. Напомним, что схему мы опре-
деляли, как отображение из некоторого множества M в множество
E ∪ {λ}. Доопределим это отображение на �� \ M значением λ.

1) K(2i, 2j) = K�(i, j).
2) K(2i + 1, 2j + 1) = K�(i, j).
3) Элемент K(2i + 1, 2j) соединяет элементы K(2i, 2j) и K(2i +

2, 2j), если точка (i+1/2, j) является узлом схемы K�, а также
соединяет элементы K(2i + 1, 2j − 1) и K(2i + 1, 2j + 1), если
точка (i, j − 1/2) является узлом схемы K�.

4) Элемент K(2i, 2j + 1) соединяет элементы K(2i − 1, 2j + 1) и
K(2i + 1, 2j + 1), если точка (i − 1/2, j) является узлом схемы
K�, а также соединяет элементы K(2i, 2j) и K(2i, 2j + 2), если
точка (i, j + 1/2) является узлом схемы K�.
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Рис. 2: Пример применения операции слияния.

Если схема K� реализовывала оператор f�, а схема K� — оператор
f�, то схема K� � K� реализует оператор f(x, y) = (f�(x), f�(y)).
При этом каждому узлу схем K� и K� соответствуют 2 узла схемы
K� � K�. Носителем схемы K� � K� является множество ячеек (i, j)
таких, что (K� � K�)(i, j) �=λ.
Легко видеть, что параметры схемы K� � K� удовлетворяют нера-
венствам

l(K� � K�) � 2 max(l(K�), l(K�)),
h(K� � K�) � 2 max(h(K�), h(K�)),
U(K� � K�) � 2(U(K�) + U(K�)),

Û(K� � K�) � 2(Û(K�) + Û(K�)).

При этом если K� и K� были прямоугольными и все входы и вы-
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ходы схем K� и K� были слева, то схема K� � K� также будем
прямоугольной, и её входы и выходы также будут слева.
Для построения схемы, реализующей монотонную функцию, нам
понадобятся вспомогательные блоки, описанные в [34].
У некоторых блоков есть вход, который обозначается z. Внутри
блоков используются только элементы, сохраняющие 0. Это гаран-
тирует нам, что на нулевом входном векторе состояние блока будет
нулевым, то есть потенциал на нулевом входном векторе равен 0.
Будем говорить, что блок(подсхема) K ′ схемы K неактивна на
входном наборе �x, если все входы K ′ равны 0 при подаче �x на входы
схемы K. В противном случае будем говорить, что блок K ′ активен
на входном наборе �x.
В [34] параметры нужных нам боков являются промежуточными
результатами. Сформулируем это в виде леммы.

����� 5. Для любого натурального n и константы k ∈ � су-
ществуют схема D′

n,k с nk + 1 входом и 2nk выходами, а также
схема D′−�

n,k с 2nk входом и nk + 1 выходом. При этом

D′−�
n,k(D′

n,k(1, x�, ..., xnk)) = (1, x�, ..., xnk).

Блоки D′
n,k и D′−�

n,k при фиксированном k имеют следующие пара-
метры

l(D′
n,k) = O(2n), h(D′

n,k) = O(n�)

l(D′−�
n,k) = O(2n), h(D′−�

n,k) = O(n�)

Входы и выходы блоков D′
n,k и D′−�

n,k расположены, как показано на
рисунке 3.

Рис. 3: Блоки D′
n,k и D′−�

n,k.
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Также нам понадобится блок, реализующий частичную функцию
вида zfD(x), где fD(x) — произвольная частичная булева функция,
определённая на множестве D. Следующая лемма является проме-
жуточным результатом в [34, Доказательство теоремы 1].

Лемма 6. Если D ⊆ {0, 1}n, причём n2 = O(|D|) при n → ∞,
то для любой частичной функции f : D → {0, 1} существует
прямоугольная схема S′

fD
в базисе из элементов, сохраняющих 0,

реализующая оператор f такая, что

l(K) = O(
√

|D|), h(K) = O(
√

|D|), Û(K) = O
(

max
(

n log2
2 n,

√
|D|

))
.

Доказательство. Для доказательства этой леммы достаточно рас-
смотреть схему Qf из доказательства [34, теорема 1] при m = 1 и
элемент 1 заменить на вход z. Поскольку все вспомогательные бло-
ки, из которых построена схема Qf построены из элементов ⊕, &,
∨ и проводов, значит единственным элементом, не сохраняющим 0
в Qf является элемент 1, вместо которого мы сделали вход схемы
z.

Итак, мы описали все вспомогательные блоки из [34], которые нам
понадобятся, и можем приступить к построению схем, реализую-
щих монотонные функции.

Лемма 7. Если n кратно 6, то для произвольной монотонной
функции от n переменных существует реализующая её схема Mf
со следующими параметрами

l(Mf ) � C1
2n/2

�
√

n
, h(Mf ) � C1

2n/2

�
√

n
,

Û(Mf ) � C2
2n/2

�
√

n
, U(Mf ) � C3

2n/2

n3/4 .

Здесь C1, C2, C3 — некоторые константы.

Доказательство. Будем доказывать лемму индукцией по числу
переменных.

База индукции. При n � 18 множество функций конечно, по-
этому можно просто взять константы C1, C2 и C3 достаточно боль-
шими, чтобы утверждение леммы выполнялось для оптимальных
по площади схем, реализующих эти функции.
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Шаг индукции. Возьмём произвольную функцию f от n пере-
менных и применим к ней лемму 4, подставляя k = 6. По лемме 4
существуют такие функции p, q ∈ M(n − 6) такие, что

f(x) = p(xi1...i6) ∨ p(xi1...i6)q(xi1...i6)fD(xi1...i6), (2)

где D =
{

x : p(xi1...i6)q(xi1...i6) = 1
}

, |D| � 25Cn/2
n .

Поскольку при реализации функции схемой мы можем менять ме-
стами аргументы функции, выбирая, какой выход какому аргу-
менту соответствует, без ограничения общности будем считать, что
i1 = 1,...,i6 = 6. Тогда xi1...i6 = (x7, ..., xn).
По предположению индукции существуют схемы Mp и Mq, реали-
зующие функции p и q соответственно, с параметрами

l, h � C1
2(n−6)/2

4
√

n − 6
=

1
8

4

√
n

n − 6
C1

2n/2

4
√

n
�

1
6

C1
2n/2

4
√

n
,

Û � C2
2(n−6)/2

4
√

n − 6
=

1
6

C2
2n/2

4
√

n
,

U � C3
2(n−6)/2

(n − 6)3/4 =
1
8

(
n

n − 6

)3/4
C3

2n/2

n3/4 �
1
6

C3
2n/2

n3/4 .

По лемме 6 существует схема S′
f,D реализующая функцию

f ′
D(z, x) = zfD(x) с параметрами

l, h, U, Û = O
(√

|D|
)

= O
(√

32Cn/2
n

)
= O

(
2n/2

4
√

n

)

� C4
2n/2

4
√

n
.

Построим схему Mf , как показано на рисунке 4. В этой схеме бло-
ки Mp и Mq объединены при помощи операции слияния. Факти-
чески, схема Mf реализует функцию f по формуле (2), только в
ней добавлены блок конъюнкций, а также блоки D′

n/6,6 и D′−1
n/6,6,

вычисляющие взаимно обратные операторы, с целью уменьшения
потенциала на проводах.
Проверим, что Mf реализует функцию f , и оценим потенциал ча-
сти схемы Mf , включающей в себя блоки D′

n/6,6, D′−1
n/6,6 и S′

fD
и

соединяющие их провода.

1) Если p(x1,...,6)q(x1,...,6) = 0, то f(x1, ..., xn) = p(x1,...,6). В
этом случае на вход блока конъюнкций подаётся 0, поэтому
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Рис. 4: Схема Mf , реализующая функцию f .

на все выходы этого блока также выдают 0. Значит блоки
D′

n/6,6, D′−1
n/6,6 и S′

fD
вместе с соединяющими их проводами

неактивны, и их потенциал равен 0. Выход блока S′
fD

также
неактивен, а значит значение на выходе f схемы Mf равно
p = p(x1,...,6) = f(x1, ..., xn).

2) Если p(x1,...,6)q(x1,...,6) = 1, то p = p(x1,...,6) = 0, поэтому

f(x1, ..., xn) = p(x1,...,6)q(x1,...,6)fD(x1, ..., xn) = fD(x1, ..., xn).

В этом случае блок конъюнкций пропускает значения x1, ..., xn
на вход блока D′

n/6,6, при этом на вход z этого блока пода-
ётся pq = 1. Проходя через блоки D′

n/6,6 и D′−1
n/6,6, вычис-

ляющие взаимно обратные операторы, значения x1, ..., xn и
управляющее значение z = pq = 1 подаются на вход схемы
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кратно 6, значит к f � можно применить лемму 7. По лемме суще-
ствует схема Mf � , реализующая функцию f � с параметрами

l(Mf �) � C1
2n�/2

�
√

n�
� 25/2 · C1

2n/2

�
√

n
= O(

2n/2

�
√

n
),

h(Mf �) � C1
2n�/2

�
√

n�
= O(

2n/2

�
√

n
),

Û(Mf ) � C2
2n�/2

�
√

n�
= O(

2n/2

�
√

n
),

U(Mf �) � C3
2n�/2

n�3/4 � 25/2 · C3
2n/2

n3/4 = O(
2n/2

n3/4 ).

Удаляя фиктивные входы из схемы Mf � , получим схему Mf , реали-
зующую функцию f . Удаление фиктивных входов не увеличивает
площадь и потенциал, поэтому для Mf верны те же верхние оцен-
ки, что и для Mf � . Верхняя оценка доказана.
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В работе представлены формулы промежуточного типа, за-
дающие сложность минимальной схемы, в базисе из штриха
Шеффера.
�������� �����: сложность минимальной схемы, штрих

Шеффера.

Пусть m такое натуральное число, что для любая булевская функ-
ция от n переменных реализуется схемой в базисе из штриха Шеф-
фера, сложности не более m − n. Элементы схемы перенумеруем
числами n+1, . . . , m, входы системы имеют номера 1, . . . , n. Тройка
{il, jl, l} определяет соединение l-ого элемента с выходами преды-
дущих элементов или входов системы с номерами il и jl. Роль выхо-
дов системы будут последовательно выполнять выходы элементов
n + 1, . . . , m. Если элемент с номером p является выходом системы,
то может случиться так, что некоторые элементы с меньшими но-
мерами фактически не используются, так как их выходы соединёны
со входами элементов, номер которых превышает p. Для булевской
функции f , отличной от селектора, первая схема появится, т.е. су-
ществует набор троек(соединений), при p = L{|}(f) и, очевидено,
что для любого большего номера всегда можно построить схему,
реализующую f . Пусть Ym- матрица размером 2n × m, у которой
первые n столбцов есть вектора En

� , а остальные элементы - сво-
бодные переменные, принимающие значения 0 или 1. Имеет место
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следующая формула

L{|}(f) =
m∑

p=n+1

∏

( {(il,jl,l)}
l=n+1,...,m)

∏

Ym

(
1 −

2n∏

k=1

m∏

l=n+1

((1 − (ykp − (0.1)

−f (yk1, . . . , ykn)2 × ×
(

1 − (ykl − 1 + ykilykjl)
2
))

.

Количество различных способов соединений Am, т.е. количество
троек с учётом порядка входов, задается равенством

Am = |{(il, jl, l), l = n + 1, . . . , m}| =
m∏

l=n+1

(l − 1)2 =
(

(m − 1)!
(n − 1)!

)2
,

количество различных матриц |Ym| задается равенством

|Ym| = 2(m−n)2n
.

Переводя произведения в суммы, с учетом значений скобок 0 или
1, получается следующее представление

L{|}(f) =
m∑

p=n+1

1
(Am|Ym|)!

Am|Ym|∑

q=0

s (Am|Ym| + 1, q + 1) ×

×
(

Am|Ym| −
∑

( {(il,jl,l)}
l=n+1,...,m)

∑

Ym

2n∏

k=1

m∏

l=n+1

(
(

1 − (ykp − f (yk1, . . . , ykn))2
)

×

×
(

1 − (ykl − 1 + ykilykjl)
2
)

)
)q

,

где s (Am|Ym| + 1, q + 1) - числа Стирлинга первого рода. С уче-
том того, что выход системы берется с выхода p - ого элемента, а
при фиксированном наборе соединений выходы определяются од-
нозначно по входам получается сокращение суммирования

L{|}(f) =
m∑

p=n+1

1
(Am|Ym|)!

Am|Ym|∑

q=0

s (Am|Ym| + 1, q + 1) ×

×
(

Am|Ym| −
(

(m−1)!
(p−1)!

)2 ∑

( {(il,jl,l)}
l=n+1,...,p)

∑

Yp

2n∏

k=1

p∏

l=n+1
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(0.2)
((

1 − (ykp − f (yk�, . . . , ykn))�
)

×

×
(

1 − (ykl − 1 + ykilykjl)
�
))q

,

Нетрудно заметить, что величина

K{|}(f, p) =
∑

( {(il,jl,l)}
l=n+1,...,p)

∑

Yp

�n∏

k��

p∏

l�n��

((
1 − (ykp − f (yk�, . . . , ykn))�

)
×

×
(

1 − (ykl − 1 + ykilykjl)
�
))

задает количество схем, реализующих функцию f глубины не более
p. Обозначения

N = {1, . . . , 2n},

∏

( k∈γ
γ⊆N)

ykj = yγj ,

||Yp|| =
p∑

l�n��

�n∑

k��

ykl.

Ниже следуют два представления функции K{|}(f, p)

K{|}(f, p) =
∑

γ,γ⊆N

(−1)|γ|
( ∑

( βn+1,...,βp−1,
βi⊆N,i=1,...,p−1)

∑

(βp,βp⊆N,
Cβp⊆γ )

(0.3)

(−1)|βn+1|�...�|βp| ∑

Yp

(
(−1)||Yp−1|| ×

∏

k∈Cγ
(1 − ykp)

p∏

l�n��

(yCβll

(l−�∑

r��
yβlr

)�)))) ∏

k∈γ
f (yk�, . . . , ykn) ,
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K{|}(f, p) = 22n
(−1)|Nf |

∑

Yp��

(
(−1)||Yp��||

(
(0.4)

∑

βp,βp⊆N

(−1)|βp|

2|Nf ∪Cβp|

(p−1∑

r=1

yβpr

)2)
×

×
p−1∏

l=n+1

( ∑

βl,βl⊆N

(−1)|βl| yCβll

( l−1∑

r=1

yβlr

)2))

где Nf - множество единиц функции f.
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