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1. Введение

В работе рассматривается задача восстановления по плоским проекциям.
В работе [4] описан процесс восстановления тела по плоским проекциям
с точностью до аффинной эквивалентности. В [3] описан оптимизирован-
ный алгоритм решения этой задачи. В указанных работах не приводится
критерия возможности восстановления тела, т.е. условия, позволяющие
по двум наборам точек определить, являются ли они проекциями одного
и того же трехмерного тела. В данной работе такой критерий приводится
в главе 3.

Также рассматривается более сложная задача восстановления трех-
мерного тела с точностью до метрической эквивалентности проекции.
Задача состоит в том, что надо построить трехмерное тело и задать две
плоскости и два направления проектирования так, чтобы проекции бы-
ли равны данным (как геометрические фигуры). Эта задача решается в
главе 4.

2. Определения и формулировки задач

Определение 1. Будем называть изображением (двумерным) про-
извольный занумерованный набор (непустое конечное множество) то-
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чек на плоскости. Будем называть телом произвольный занумерован-
ный набор (непустое конечное множество) точек в трехмерном про-
странстве (с указанием порядка).

Определение 2. Пусть дано 2-мерное изображение, состоящее из n
точек A = (A1, . . . , An). Кроме того, пусть задан вектор p̄ и прямая
l, не параллельная вектору p̄. Будем называть такие прямые (не па-
раллельные p̄) допустимыми. Рассмотрим прямые ai, проходящие че-
рез соответствующие точки Ai параллельно вектору p̄ (i = 1, . . . , n).
Проекцией изображения A по направлению p̄ на прямую l называет-
ся изображение A′ = A′

1, . . . , A
′
n, в котором A′

i есть точка пересечения
прямых ai и l (i = 1, . . . , n). Пусть на прямой l введена система коорди-
нат, тогда вектор координат точек X(A′

1), . . . , X(A′
n) будем называть

отпечатком множества A и обозначать Fl,p(A).

Определение 3. Пусть дано 3-мерное изображение, состоящее из n
точек A = (A1, . . . , An). Кроме того, пусть задан вектор p̄ и плоскость
Π, не параллельная вектору p̄. Рассмотрим прямые ai, проходящие че-
рез соответствующие точки Ai, i = 1, . . . , n, параллельно вектору p̄
(см. рис. 2) . Проекцией изображения A по направлению p̄ на плос-
кость Π называется изображение A′ = A′

1, . . . , A
′
n, в котором A′

i есть
точка пересечения прямой ai с плоскостью Π (i = 1, . . . , n).

Задача 1. Пусть даны два плоских изображения. Построить трехмер-
ное тело и указать плоскости и направления проектирования, такие,
что проекции указанного тела на эти плоскости аффинно эквивалент-
ны данным плоским изображениям.

Задача 2. Пусть даны два плоских изображения. Построить трехмер-
ное тело и указать плоскости и направления проектирования, такие,
что проекции указанного тела на эти плоскости метрически эквива-
лентны данным плоским изображениям. Т.е. существуют изометри-
ческие преобразования, переводящие проекции в данные изображения.

Дальше будут указаны необходимы и достаточные условия, для каж-
дого из этих построений, также будут описаны алгоритмы этих постро-
ений.
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Рис. 1. Проекция на прямую
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Рис. 2. Проекция на плоскость
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3. Восстановление трехмерного тела с точностью
до аффинной эквивалентности.

Несложно показать, что для двух произвольных плоских изображений
задача 1 не всегда имеет решение.

Пример 4. Рассмотрим точки с координатами A′
1 = A′′

1 = (0, 0),
A′

2 = A′′
2 = (1, 0), A′

3 = A′′
3 = (0, 1), A′

4 = (1, 1), A′′
4 = (2, 1), A′

5 = (3, 2),
A′′

5(2, 4). Допустим задача 1 имеет решение для данных плоских изобра-
жений. Тогда точки A1, A2, A3, A4 не могут быть расположены в од-
ной плоскости, т.к. иначе их проекции были бы аффинно эквивалентны.
Следовательно, векторы e1 = A1A2, e2 = A1A3 и e3 = A1A4 образуют
базис в трехмерном пространстве. Разложим вектор

−−−→
A1A5 по этому

базису: A1A5 = x1e1 + x2e2 + x3e3. Поскольку проекция на плоскость
сохраняет линейную комбинацию векторов, то это же соотношение
выполнено для проекций, откуда получаем систему линейных уравне-
ний 



1 0 1
0 1 1
1 0 2
0 1 1


 ·




x1
x2
x3


 =




3
2
2
4


 .

Эта система, очевидно, не имеет решений, поскольку ранг расширенной
матрицы равен 4.

Вообще говоря, в случае n точек получается 3(n − 4) переменных и
4(n − 4) уравнений, т.е. решение существует далеко не для любых на-
боров проекций. Ниже приводится необходимое и достаточное условие
существования решения.

Определение 5. Условие коллинеарности двух проекций. Пусть
заданы изображения A′ = (A′

1, . . . , A
′
n) и A′′ = (A′′

1, . . . , A
′′
n). Пусть

в изображениях A′ и A′′ точки A′
i1
, A′

i2
, A′

i3
не лежат на одной пря-

мой и A′′
i1
, A′′

i2
, A′′

i3
не лежат на одной прямой. Рассмотрим аффинное

отображение T , которое переводит T : A′
i1
7→ A′′

i1
, T : A′

i2
7→ A′′

i2
,

T : A′
i2
7→ A′′

i2
. Будем говорить, что изображения A′ и A′′ коллине-

арны относительно точек i1, i2, i3, если все векторы T (A′
i)A

′′
i попарно

взаимно коллинеарны (нулевой вектор коллинеарен любому). Будем это
обозначать как A′‖i1,i2,i3A′′.

Теорема 6. Даны изображения A′ = (A′
1, . . . , A

′
n) и A′′ = (A′′

1, . . . , A
′′
n).

Пусть в изображениях A′ и A′′ выбраны по 4 соответствующие
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точки (не ограничивая общности можно считать, что их индексы
1,2,3,4), обладающие следующими свойствами: а) Первые три A′

1, A
′
2, A

′
3

не лежат на одной прямой и A′′
1, A

′′
2, A

′′
3 не лежат на одной пря-

мой. b) Изображения A′
1A

′
2A

′
3A

′
4 и A′′

1A
′′
2A

′′
3A

′′
4 не являются аффинно-

эквивалентными. Тогда необходимым и достаточном условием суще-
ствования решения Задачи 1 (восстановления с точностью до аффин-
ной эквивалентности) является условие коллинеарности изображений
A′ и A′′ относительно тройки A1, A2, A3.

Замечание: Если изображения A′ и A′′ аффинно эквивалентны, то
задача 1 допускает тривиальное решение — любое из изображений можно
взять в качестве исходного и спроектировать по произвольному направ-
лению — результат будет аффинно-эквивалентен.

Докажем теорему 6.
Выберем какие-либо четыре точки изображения, не лежащие в одной

плоскости. В дальнейшем будем называть эти точки опорными. Не огра-
ничивая общности, можно считать, что это точки A1, A2, A3, A4. Введем
трехмерный базис −→e1 = A1A2, −→e2 = A1A3 и −→e3 = A1A4, начало коорди-
нат поместим в A1 (см. рис. 3), будем называть этот базис опорным.
Тогда любую точку Ai можно задать координатами в опорном базисе
(xi, yi, zi), где

−−−→
A1Ai = xi · −→e1 + yi · −→e2 + zi · −→e3 . Заметим, что при про-

ектировании на плоскость линейные комбинации векторов сохраняются,
т.е. P (

−−−→
A1Ai) = xi · P (−→e1) + yi · P (−→e2) + zi · P (−→e3). То же верно и для аф-

финных преобразований, следовательно,
−−−→
A′

1A
′
i = x′i ·

−→
e′1 + y′i ·

−→
e′2 + z′i ·

−→
e′3 .

Таким образом, если взять произвольную проекцию тела A = (A1, ..., An)
а потом произвести невырожденные аффинные преобразования, то ука-
занные соотношения будут выполняться.

Пусть есть две проекции (A′
1, ..., A

′
n) и (A′′

1, ..., A
′′
n). Построим аффин-

ные преобразования T ′ и T ′′, переводящие A′
1 и A′′

2 в точку (0, 0), A′
2 и

A′′
2 в точку (1, 0), A′

3 и A′′
3 в точку (0, 1), соответственно.

Допустим, что при таких преобразованиях точка A′
4 переходит в точ-

ку с координатами T ′(A′
4) = B′

4(x
′
4, y

′
4), а точка A′′

4 — в точку с координа-
тами T ′′(A′′

4) = B′′
4 (x′′4, y

′′
4). Допустим, что исходная точка Ai имела аф-

финные координаты (xi, yi, zi). Тогда, спроектировав и применив аффин-
ные отображения T ′ и T ′′, получим, что координаты (двумерные) будут
равны T ′(A′

i) = B′
i(xi +x′4zi, yi + y′4zi) и T ′′(A′′

i ) = B′′
i (xi +x′′4zi, yi + y′′4zi).

Несложно заметить, что вектор
−−−→
B′
iB

′′
i имеет координаты

−−−→
B′
iB

′′
i = zi ·(x′′4−

−x′4, y′′4−y′4). Таким образом, получаем, что все эти векторы коллинеарны
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Рис. 3. К доказательству теоремы 6.
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вектору
−−−→
B′

4B
′′
4 , а их длины пропорциональны величине zi. Это доказы-

вает необходимость условия коллинеарности изображений.
Покажем, что это же условие коллинеарности является и достаточ-

ным для существования решения. Пусть A′‖1,2,3A′′, т.е. изображения A′

и A′′ коллинеарны относительно A1, A2, A3, T — аффинное отображение,
переводящее A′

i 7→ A′′
i , i = 1, 2, 3. Обозначим Ci = T (A′

i), i = 1, . . . , n. Вы-
берем евклидову систему координат и построим точки Ãi, i = 1, . . . , n с
координатами x′i, y

′
i, z̃i, где z̃i выбрано из условия

−−−→
CiA

′′
i = z̃i ·

−−−→
C4A

′′
4. (1)

Рассмотрим тело, состоящее из точек Ãi, i = 1, . . . , n . Выберем плос-
кость z = 0 и направление p1(0, 0, 1). Очевидно, проекции точек в ука-
занном направлении Ãi будут иметь координаты (x′i, y

′
i), i = 1, . . . , n.

Рассмотрим теперь вектор −→p2(x′′4 − x′4, y′′4 − y′4,−1) в качестве направ-
ления проектирования (на ту же плоскость). Точки Ã1, Ã2, Ã3 лежат в
указанной плоскости, поэтому их проекции совпадут с исходными точка-
ми. Точка Ã4(0, 0, 1) будет спроектирована в точку P (Ã4) = A′′

4(x′′4, y
′′
4),

поскольку вектор −→p2‖
−−−→
A4A

′′
4.

Покажем, что остальные точки Ãi, тоже будут проектироваться в точ-
ки A′′

i (x
′′
i , y

′′
i ), i = 5, . . . , n. Отложим вектор z̃i · −→p2 от точки Ãi(xi, yi, zi).

Тогда конец вектора попадет в точку с координатами (x′i, y
′
i) + zi · (x′′4 −

− x′4, y
′′
4 − y′4, 0), которая и будет проекцией Ãi на плоскость z = 0 по

направлению −→p2. Поскольку zi выбрано из условия 1, то указанная про-
екция совпадет с A′′

4.

Следствие 7. Поскольку существование трехмерного тела не зависит
от выбора опорных точек, то условие коллинеарности также не зави-
сит от выбора четырех исходных точек (не лежащих в одной плоско-
сти). Поэтому в дальнейшем будем говорить просто про условие кол-
линеарности изображений и обозначать A′‖A′′.

4. Восстановление трехмерного тела с точностью
до метрической эквивалентности проекций

4.1. Некоторые свойства проекции двумерного изображе-
ния на прямую

Пусть заданы точки A1, ..., An, прямая L и −→p — допустимое направление
проекции. Будем обозначать ai прямые, проходящие через Ai параллель-
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но −→p . Будем обоозначать A′
i — проекции точек Ai (i = 1, ..., n). Пусть на

прямой L введена система координат — начало координат O и единич-
ный вектор ~e1. Рассмотрим FL,p(A) = (X(A′

1), ..., X(A′
n)) — отпечаток

изображения A.

Лемма 8. Пусть ϕ 6= π
2 — угол между нормалью к прямой l

и вектором −→p . Тогда расстояние между прямыми ai и aj равно
|
(
X(A′

i)−X(A′
j)
)
· cosϕ|.

Доказательство. Очевидно следует из определения косинуса. (см. рис.
4)

Рассмотрим ρ(ai, aj) — ориентированное расстояние между прямыми
ai и aj , которое положительно, если прямая aj лежит в положитель-
ной полуплоскости по отношению к ai (т.е. в той полуплоскости, куда
направлен вектор нормали ~ni), и отрицательно в противном случае.

Лемма 9. Пусть ϕ 6= π
2 — угол между нормалью к прямой L и век-

тором −→p . Пусть нормали к прямым ai выбраны так, что образуют
острый угол с ~e1 — положительным направлением прямой L. Тогда
ориентированное расстояние равно

ρ(ai, aj) = (X(A′
j)−X(A′

i)) · cos ϕ̃.

Доказательство. Очевидно следует из леммы 8 и сохранения порядка
точек при проектировании.

Лемма 10. Пусть T~v — параллельный перенос на вектор ~v, Пусть L1 =
= T~v(L) — образ прямой L. Тогда между координатами проекций на
прямые L и L1 выполнено соотношение

XL1(Ai) = XL(Ai) + C,

где C = C(~v, ~p,~e). Таким образом, при параллельном переносе прямой L
координаты отпечатка FL,p изменяются на одну и ту же величину.

Доказательство. Пусть точка O1 = T~v(O), а O′
1 — ее проекция (см.

рис. 5). Тогда XL1(A′′
i ) = XL(A′

i)−XL(O′
1).

Лемма 11. Пусть T~v — параллельный перенос на вектор ~v, точки
Bi = T~v(Ai) — образы точек исходного изображения. Тогда между ко-
ординатами проекций выполнено соотношение

X(B′
i) = X(A′

i) + C,
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Рис. 4. К лемме 8
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Рис. 5. К лемме 10
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Рис. 6. К лемме 11

где C = C(~v, ~p,~e). Таким образом, при параллельном переносе изображе-
ния координаты отпечатка изображения X(A′

1), . . . , X(A′
n) изменяют-

ся на одну и ту же величину.

Доказательство. Пусть точка O1 = T~v(O), а O′
1 — ее проекция (см.

рис. 6). Тогда из равенства треугольников 4OO1O
′
1 и 4A′

iCiB
′
i следует,

что X(B′
i) = X(A′

i) +X(O′
1).

Выделим некоторую точку изображения. Не ограничивая общности
рассуждений, можно считать, что выделена точка A1. Параллельным
переносом получим из прямой L прямую L1, проходящую через точку
A1. Пусть точки A1, ..., An проектируются в точки A′

1, . . . , A
′
n, располо-

женные на прямой L1. На прямой зададим систему координат: выберем
A′

1 = A1 в качестве начала координат и направление A′
1A

′
2 в качестве
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положительного (если проекции A′
1 и A′

2 совпали, то выберем вместо A2

какую-то другую точку). Верна следующая

Лемма 12. Пусть задана прямая L1, проходящая через точку A1 , ϕ 6=
6= π

2 — угол между нормалью к прямой L1 и вектором −→p . Пусть задан
угол θ ∈ [0; 2π) , такой, что ϕ+θ 6= π

2 +πk, k ∈ Z. Рассмотрим поворот
RθA1

относительно A1, обозначим Bi = RθA1
(Ai), i = 1, . . . , n — образы

точек при этом повороте. Рассмотрим проекцию изображения B =
= (B1, . . . , Bn) на ту же прямую L1 (не повернутую) по направлению−→
p′ = RθA1

(−→p ). Тогда верны следующие соотношения (i = 1, . . . , n):

X(B′
i) · cos(ϕ+ θ) = X(A′

i) · cos(ϕ).

Доказательство. Применим лемму 8 к исходному изображению
ρ(a1, ai) = X(A′

i) · cosϕ и к повернутому изображению: ρ(b1, bi) =
= X(B′

i) · cos(ϕ + θ). Заметим, что расстояние между прямыми не ме-
няется при повороте, откуда и вытекает утверждение леммы.

Таким образом, из леммы 12 вытекает, что при повороте исходного
изображения координаты его отпечатка остаются пропорциональными
друг другу.

Определение 13. Будем считать эквивалентными отпечатки X(A′
1),

. . . , X(A′
n) и X(B′

1), . . . , X(B′
n) и обозначать X(A′

1), ...X(A′
n)) ≡

≡ X(B′
1), ..., X(B′

n), если существует существует λ 6= 0, такое, что
X(A′

i) = λX(B′
i). Класс эквивалентности будем называть проективны-

ми координатами пучка прямых (a1, . . . , an). Видно, что при повороте
изображения как целого (или, соответственно, при повороте прямой
L) эти координаты не меняются.

Зафиксируем теперь изображение и прямую l и будем менять только
направление проектирования −→p . Следующая лемма описывает, как при
этом меняются проективные координаты пучка прямых.

.

Лемма 14. Введем полярную систему координат следующим образом:
полюс разместим в точке A1, луч (A1A2[ выберем в качестве полярной
оси. Тогда каждая точка изображения Ai будет обладать полярными
координатами (ri, ϕi) (i = 2, . . . , n). Пусть направление проектирова-
ния образует угол ψ с полярной осью, а проектирование производится
на прямую A1A2. Тогда координаты проекции точки Ai будут равны
Xψ(A′

i) = ri cosϕi − ri sinϕi ctgψ.
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Рис. 7. Поворот изображения
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Рис. 8. К лемме 14.

Доказательство. Очевидно, A′
1B = ri cosϕi, откуда получаем равенство

A′
iB = AiB · ctgψ = ri sinϕi ctgψ (см. рис. 8).

Следствие 15. Заметим, что t = ctgψ пробегает все значения из
R. Таким образом, в лемме 14 в параметрическом виде задана прямая в
n−1 мерном пространстве. Если же искусственно добавить бесконечно
удаленную точку, соответствующую ctg π

2 = ∞, то получим прямую
в соответствующем проективном пространстве.

4.2. Совмещение двух изображений при проекции на пря-
мую

Теорема 16. Пусть заданы два изображения, состоящие из 4 точек
A = (A1, A2, A3, A4) и B = (B1, B2, B3, B4). Можно разместить эти
изображения, прямую L и выбрать направления проекций таким обра-
зом, что Fp1,L(A) = Fp2,L(B).
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Доказательство. Рассмотрим изображения A и B и поставим в соот-
ветствие прямые на проективной плоскости (как в Следствии 15). На
проективной плоскости прямые пересекаются в одной точке Ξ с коор-
динатами (ξ1, ξ2, ξ3) (если прямые совпадают, то возьмем произвольную
точку, принадлежащую им).

Этой точке соответствуют значения углов ψa и ψb, при которых

Fψa,l(A1, A2, A3) ∼ (ξ1, ξ2, ξ3)

Fψb,l(B1, B2, B3) ∼ (ξ1, ξ2, ξ3).

Рассмотрим соответствующие направления проектирования pa и pb.
Расположим изображения A и B на плоскости таким образом, что-
бы точки A1 и B1 совпали, а прямые L1 и L2 выберем перпенди-
кулярно направлениям p1 и p2 и проходящими через A1 = B1. То-
гда проекцией точек A1 = B1 будет начало координат а отпечат-
ки (X(A′

1), X(A′
2), X(A′

3), X(A′
4)) ∼ X(B′

1), X(B′
2), X(B′

3), X(B′
4), — про-

порциональны, т.к. X(A′
1) = X(B′

1) = 0, а (X(A′
2), X(A′

3), X(A′
4)) ∼

∼ (X(B′
2), X(B′

3), X(B′
4)), как соответствующие одной и той же точке

Ξ(ξ1, ξ2, ξ3) на проективной плоскости. Пусть λ 6= 0 — коэффициент про-
порциональности, т.е.

(X(A′
2), X(A′

3), X(A′
4)) = λ(X(B′

2), X(B′
3), X(B′

4)).

Можно считать, что λ < 1 не ограничивая общности рассуждений (в про-
тивном случае поменяем изображения A и B местами). Повернем первое
изображение вместе с направлением p1 так, чтобы угол между L1 и L2

стал равен γ = arcsinλ (см. рис 9). Очевидно, при этом проекции точек
Ai совпадут с проекциями соответствующих точек Bi (i = 2, 3, 4).

4.3. Восстановление трехмерного изображения

Докажем теорему 6. Рассмотрим две произвольные плоскости Π1 и Π2,
пересекающиеся по прямой L. Расположим изображение A в плоскости
Π1, a B в плоскости Π2, выберем направления проектирования p1 и p2
таким образом, чтобы проекции точек изображений A и B на прямую
L по соответствующим направлениям совпали. Согласно теореме 16 это
можно сделать. Выберем произвольное i = 1, . . . , n и проведем плос-
кость (см. рис. 10) через точку Ci = FL,p1(Ai) = FL,p2(Bi) параллельно
направлениям p1 и p2. Такая плоскость существует и единственна, т.к.
p1 6 ‖ p2. Построим в этой плоскости прямые αi и βi следующим образом:
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Рис. 9. К лемме 16.

αi проходит через точку Ai параллельно p2, βi — через Bi параллельно
p1. Прямые пересекаются в некоторой точке Xi (параллельны они быть
не могут). Тогда, очевидно, точка Ai является проекцией Xi на плос-
кость Π1 по направлению p2 и Bi — проекция Xi на плоскость Π2 по
направлению p1. Таким образом, построен тетраэдр X1X2X3X4, проек-
ции которого на две плоскости в точности совпадают с изображениями
A и B (см. рис. 11). Теорема доказана.

Рассмотрим теперь тетраэдр, построенный в главе 3. Существует
единственное аффинное преобразование F трехмерного пространства,
переводящее этот тетраэдр в X1X2X3X4. Тогда выберем Xi = F (Ai),
i = 5, ..., n. Итак, образами точек X1, X2, X3, X4 при указанных проек-
циях будут точки A′

1, A
′
2, A

′
3, A

′
4 и A′′

1, A′′
2, A′′

3, A
′′
4. Поскольку линейные

комбинации векторов сохраняются, то и для образов оставшихся точек
Xi (i = 5, . . . , n) будут выполнены условия

−−−→
X ′

1X
′
i = xi ·

−−−→
X ′

1X
′
2 +yi ·

−−−→
X ′

1X
′
3 +

+ zi ·
−−−→
X ′

1X
′
4 и
−−−−→
X ′′

1X
′′
i = xi ·

−−−−→
X ′′

1X
′′
2 + yi ·

−−−−→
X ′′

1X
′′
3 + zi ·

−−−−→
X ′′

1X
′′
4 Следовательно,

X ′
i будут совпадать с совпадать с точками A′

i, а X
′′
i — с A′′

i .
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Рис. 10. Восстановление точки по проекциям

Рис. 11. Восстановление тетраэдра
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5. Выводы

Доказанные теоремы дают необходимое и достаточное условие восста-
новления исходного изображения по плоским проекциям. С алгоритми-
ческой точки зрения это позволяет проверять возможность восстанов-
ления за O(n) (где n — число точек). Во многих практических задачах
машинного зрения взаимное соответствие точек заранее неизвестно (или
известно неточно). Таким образов, вообще говоря, задача требует пе-
ребора n! вариантов соответствия, что делает задачу неразрешимой на
практике при n > 20.

Но для проверки коллинеарности изображений достаточно выбрать
по 4 точки на одном и другом изображении. Это дает алгоритмическую
сложность O(n9), что все еще не позволяет использовать такой алгоритм
на практике. Если же заранее известно, что некоторые 4 точки не лежат
в одной плоскости, то перебор точек на другом изображении дает C4

n

вариантов, т.е. проверку условия за O(n5), что позволяет решать задачи
1-2 при достаточно больших значениях n (n ∼ 100).

Также в некоторых задачах распознавания соответствие точек ча-
стично известно. Например, известны некоторые дескрипторы точек
двух изображений, например, SIFT ([10]), SURF ([11]) или HOG ([12]).
Тогда соответствие точек возможно только при условии близости их де-
скрипторов, что может существенно сократить перебор вариантов.
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On a 3-dimensional body reconstruction using its planar
projections

Alexeev D.V.

This article is devoted to the problem of 3D image reconstruction
from its planar projections up to affine and metric equivalence.

The necessary and sufficient conditions for the existence of solution
are found.

Keywords: affine transformation, congruent transformation, isometry,
image recognition, stereo reconstruction, stereovision.
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