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×àñòü 1.
Îáùèå ïðîáëåìû òåîðèè
èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì



 



Î âåðèôèêàöèè ôîðìàëèçîâàííûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ

Âòîðóøèí Þ.È. 1

  Ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãîðèòì âåðèôèêàöèè ôîðìàëèçîâàííûõ ìà- 
òåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ. Îñíîâíàÿ åãî ÷àñòü ôîðìóëèðóåòñÿ â
âèäå ïðîäóêöèîííîé ñèñòåìû ñ ìåòàïåðåìåííûìè. Äîêàçûâàþòñÿ 
òåîðåìû î åãî êîððåêòíîñòè è ïîëíîòå.

  Êëþ÷åâûå ñëîâà: àâòîìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì, ñè-
ñòåìà àâòîìàòèçàöèè äåäóêöèè, âåðèôèêàöèÿ äîêàçàòåëüñòâ, ÿçûê 
ïåðâîãî ïîðÿäêà, èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ, ïðîäóêöèîííàÿ ñèñòåìà,
èñêóññòâåííûé èíòåëëåêò.

Ââåäåíèå

Àâòîìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì ÿâëÿåòñÿ âåñüìà âàæíîé îáëà- 
ñòüþ ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé [1]. Â ýòîé îáëàñòè, êðîìå çàäà÷è ïîèñêà 
äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì, äðóãîé âàæíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ âåðèôèêàöèÿ 
ïîëó÷åííûõ êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì ôîðìàëèçîâàííûõ äîêàçàòåëüñòâ [2]. Â 
äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ âòîðàÿ èç óêàçàííûõ ïðîáëåì. Îñíîâíûå 
îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ ïîíÿòèé, ñâÿçàííûõ ñ àâòîìàòè÷åñêèì äîêà- 
çàòåëüñòâîì òåîðåì, ìîæíî íàéòè â ñòàòüÿõ [3, 4]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå 
ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðèíÿòûå òàì ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ. Â ñòàòüÿõ
[3, 4] ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãîðèòì ïîèñêà íàòóðàëüíîãî âûâîäà. Â îáùåì 
ñëó÷àå òàêèå àëãîðèòìû èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñëîæíîñòü, êîòîðûå 
ëèáî çàêàí÷èâàþò ñâîþ ðàáîòó è âûäàþò èñêîìûé ðåçóëüòàò, ëèáî çà- 
êàí÷èâàþò ðàáîòó è âûäàþò ñëîâî No, ëèáî íå çàêàí÷èâàþò ðàáîòó. Â 
îòëè÷èå îò àëãîðèòìà ïîèñêà, àëãîðèòì âåðèôèêàöèè ôîðìàëèçîâàííî- 
ãî ìàòåìàòè÷åñêîãî òåêñòà äîëæåí áûòü ýôôåêòèâíûì ðàçðåøàþùèì 
àëãîðèòìîì. Òàêîé àëãîðèòì äîëæåí âñåãäà çàêàí÷èâàòü ñâîþ ðàáîòó

1Âòîðóøèí Þðèé Èãîðåâè÷ � ôðîíòåíä-ðàçðàáîò÷èê â DSS Lab, e-mail:
urchick@mail.ru.

Vtorushin Yurii Igorevich � front-end developer in DSS Lab.
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è âûäàâàòü ñëîâî Yes, åñëè òåêñò ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì, è No � â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Â ñòàòüå [3] ðàññìîòðåíû ñèñòåìû íàòóðàëüíîé äåäóêöèè D i , ãäå
i = 1 ; 2; 3. Ïðè ýòîì ñëó÷àé i = 1 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ êëàññè÷åñêîé
ëîãèêè, i = 2 � èíòóèöèîíèñòñêîé, à i = 3 � ìèíèìàëüíîé. ×åðåç D i áó-
äåì îáîçíà÷àòü ñèñòåìó íàòóðàëüíîé äåäóêöèè, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç
D i â ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ àêñèîì è ïðàâèë âûâîäà, îïèñûâàþùèõ ïðå-
äèêàò ðàâåíñòâà. Â ýòîé ñòàòüå ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî
èñ÷èñëåíèé D i äëÿ i = 1 ; 2; 3.

Âî ìíîãèõ ñèñòåìàõ àâòîìàòèçàöèè äåäóêöèè (ÑÀÄ) ïîëüçîâàòåëü
èìååò âîçìîæíîñòü çàïèñûâàòü ìàòåìàòè÷åñêèé òåêñò â âèäå, áëèçêîì
ê òîìó, êàê òåêñò âûãëÿäèò â îáû÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòüå. Ïîëüçî-
âàòåëü ìîæåò íå äðîáèòü äîêàçàòåëüñòâî äî óðîâíÿ ïðàâèë âûâîäà ñè-
ñòåìû D i . Òàêèå àëãîðèòìû âåðèôèêàöèè â ñîîòâåòñòâèè ñ [5] ìû áóäåì
íàçûâàòü àëãîðèòìàìè î÷åâèäíîñòè .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ñèíòàêñèñîì ÿçûêà ÑÀÄ îáîñíîâàíèå ôîðìóëû � â
òåêñòå ôîðìàëüíîé ñòàòüè ìîæåò áûòü ñäåëàíî äâóìÿ ñïîñîáàìè:

� � by � 1, . . . , � m � è � � proof . . . qed�.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò î íåïîñðåäñòâåííîì îáîñíîâàíèè, à âî âòîðîì
� î áîëåå ñëîæíîì äîêàçàòåëüñòâå èëè ëîêàëüíîì ïîäâûâîäå. Ïðè ýòîì
ìåòêè � 1, . . . , � m äîëæíû èäåíòèôèöèðîâàòü íåêîòîðûå ôîðìóëû A1,
. . . , Am â òåêñòå ñòàòüè, êîòîðûå äîëæíû áûòü â îáëàñòè âèäèìîñòè ôîð-
ìóëû � . Â ñòàòüå [3] âñå îáîñíîâàíèÿ äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü àêñèîìàì
è ïðàâèëàì âûâîäà ñèñòåìû íàòóðàëüíîé äåäóêöèè D i . Çäåñü ìû îïèñû-
âàåì áîëåå îáùèé àëãîðèòì î÷åâèäíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèé òðåáîâàíèÿì
[5].

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçðàáîòàíî ìíîãî àëãîðèòìîâ î÷åâèäíîñòè, êî-
òîðûå ëåæàò â îñíîâå ñóùåñòâóþùèõ ÑÀÄ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî
ïðèâåñòè øèðîêî èçâåñòíûå ñèñòåìû Mizar [6] è SAD [7]. Ïðîåêò SAD
âûïîëíÿåòñÿ â ðàìêàõ ðàáîò ïî ðåàëèçàöèè ïðîãðàììû [5]. Âåðèôèêà-
òîð ñèñòåìû SAD ìîæåò èñïîëüçîâàòü óæå ðàçðàáîòàííûå ðàçëè÷íûå
àëãîðèòìû î÷åâèäíîñòè äëÿ êëàññè÷åñêîé ëîãèêè. Òàêæå àëãîðèòì âå-
ðèôèêàòîðà ñèñòåìû Mizar îïèñàí â ëèòåðàòóðå è ðåàëèçîâàí òîëüêî äëÿ
êëàññè÷åñêîé ëîãèêè.

Ïî íàøåìó ìíåíèþ, íåäîñòàòîê èñïîëüçóåìûõ àëãîðèòìîâ î÷åâèäíî-
ñòè â ñóùåñòâóþùèõ ÑÀÄ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â íèõ íåïîñðåäñòâåí-
íîå îáîñíîâàíèå ôîðìóëû � èç ôîðìóë A1, . . . , An íå òîæäåñòâåííî
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ñ òåì, ÷òî îáû÷íî ìàòåìàòèê ïîíèìàåò ïîä ýòèì. Êðîìå òîãî, èñïîëü-
çóåìûå ìåòîäû âåðèôèêàöèè äëÿ ðàçíûõ ëîãèê îïèñûâàþòñÿ íà îñíîâå
îòëè÷àþùèõñÿ êîíöåïöèé. Â ýòîé ðàáîòå îïèñûâàþòñÿ åäèíîîáðàçíî äëÿ
âñåõ òðåõ ëîãè÷åñêèõ ñèñòåìD i ñîîòâåòñòâóþùèå èì àëãîðèòìû î÷åâèä-
íîñòè Ei , êîòîðûå ëèøåíû îòìå÷åííûõ íåäîñòàòêîâ.

Àëãîðèòì î÷åâèäíîñòè ôîðìóëèðóåòñÿ â ðàçäåëå 1. Ïðè ýòîì îñíîâ-
íàÿ ÷àñòü àëãîðèòìà ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå ïðîäóêöèîííîé ñèñòåìû ñ
ìåòàïåðåìåííûìè. Òåì ñàìûì íà òåîðåòè÷åñêîì óðîâíå àëãîðèòì çàäà-
åòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñòðàòåãèè ïîñòðîåíèÿ äåðåâà ïîèñêà òèïà È/ÈËÈ â
ðàìêàõ ýòîé ïðîäóêöèîííîé ñèñòåìû. Òåîðåìû î êîððåêòíîñòè è ïîëíî-
òå ðàññìàòðèâàåìîãî â ñòàòüå àëãîðèòìà î÷åâèäíîñòè ôîðìóëèðóþòñÿ è
äîêàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî â ðàçäåëàõ 2 è 3.

1. Àëãîðèòì âåðèôèêàöèè äîêàçàòåëüñòâ

Â ýòîì ðàçäåëå äëÿ êàæäîé èç òðåõ ñèñòåì íàòóðàëüíîé äåäóêöèè D i

îïðåäåëÿåòñÿ àëãîðèòì î÷åâèäíîñòè Ei . Äëÿ ýòîãî, ïðåæäå âñåãî, îïè-
ñûâàåòñÿ àëãîðèòì âåðèôèêàöèè íåïîñðåäñòâåííûõ îáîñíîâàíèé � � by
� 1, . . . , � m �. Ýòîò àëãîðèòì ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå ïðîäóêöèîííîé ñè-
ñòåìû Vi . Àëãîðèòì î÷åâèäíîñòè Ei âêëþ÷àåò Vi êàê ÷àñòü. Òåì ñàìûì
àëãîðèòì Ei çàäàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñòðàòåãèè ïîñòðîåíèÿ äåðåâà ïîèñêà
òèïà È/ÈËÈ â ðàìêàõ Vi .

Ïðè ïîñòðîåíèè äàííîé òåîðèè ìû ñëåäóåì [4]. Çàäà÷è ïðîäóêöèîí-
íîé ñèñòåìû ôîðìóëèðóþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïñåâäîôîðìóë è ïñåâäî-
òåðìîâ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî ÿçûêà 
 . Ïðè ýòîì ñâîáîäíûå ïðåä-
ìåòíûå ïåðåìåííûå ïñåâäîôîðìóë ñ÷èòàþòñÿ êîíñòàíòàìè ÿçûêà 
 . Ìû
íå áóäåì ðàçëè÷àòü ïñåâäîôîðìóëû, îòëè÷àþùèåñÿ ëèøü ïåðåèìåíîâà-
íèåì ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Áóäåì âñåãäà ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàññìàò-
ðèâàåìûå ïñåâäîôîðìóëû îáëàäàþò ñâîéñòâîì ÷èñòîòû ïåðåìåííûõ [4].
Äëÿ óíèôèöèðóåìûõ ïñåâäîôîðìóë A è B ÷åðåçMGU (A; B ) íèæå îáî-
çíà÷àåòñÿ èõ íàèáîëåå îáùèé óíèôèêàòîð.

Ïðåäëîæåíèÿìè áóäåì íàçûâàòü ïàðû âèäà h�; � i , ãäå � � ìåòêà è
� � ïñåâäîôîðìóëà.

Ïîñëå ñäåëàííûõ îïðåäåëåíèé òåïåðü òî÷íûì îáðàçîì îïèøåì ïðî-
äóêöèîííûå ñèñòåìû Vi äëÿ i = 1 ; 2; 3. Çàäà÷àìè ýòèõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ
óïîðÿäî÷åííûå ïàðû âèäà (� � 	) , ãäå� åñòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðåä-
ëîæåíèé è 	 åñòü ïñåâäîôîðìóëà. Ïðèìèòèâíûìè çàäà÷àìè äëÿ V1 è V3
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ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è ñëåäóþùèõ äâóõ âèäîâ:

h� 1; � 1i : : : h� i ; � i i : : : h� m ; � m i � � i ;

h� 1; � 1i : : : h� m ; � m i � > :

Ïðîäóêöèîííàÿ ñèñòåìà V2, êðîìå óêàçàííûõ ïðèìèòèâíûõ çàäà÷, âêëþ-
÷àåò òàêæå ïðèìèòèâíûå çàäà÷è ñëåäóþùåãî âèäà:

h� 1; � 1i : : : h� i ; ?i : : : h� m ; � m i � 	 :

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîäåðæàùàÿ ìåòàïåðåìåííûå X 1, . . . , X k äå-
äóêòèâíàÿ çàäà÷à P ïðèìèòèâèçèðóåìà , åñëè ñóùåñòâóåò ïîäñòàíîâêà

� =
�

X 1 : : : X k

t1 : : : tk

�
âìåñòî ìåòàïåðåìåííûõ X 1, . . . , X k òàêàÿ, ÷òî

äåäóêòèâíàÿ çàäà÷àP � ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíîé.
Ïðåæäå âñåãî, â íàøåì ñëó÷àå çàäà÷ó

h� 1; � 1i : : : h� i ; � i i : : : h� m ; � m i � 	

ïðèìèòèâèçèðóþò ïîäñòàíîâêè � âèäàMGU (	 ; � i ) â ñëó÷àå, êîãäà ïñåâ-
äîôîðìóëû 	 è � i óíèôèöèðóåìû. Êðîìå òîãî, åñëè 	 = > èëè � i = ? ,
òî çàäà÷ó ïðèìèòèâèçèðóåò ëþáàÿ ïîäñòàíîâêà, â ÷àñòíîñòè ïóñòàÿ " .

Ôîðìóëèðóåìûå íèæå ïðàâèëà 1 � 6 îïðåäåëÿþò îáùèå äëÿ ñèñòåì Vi

ïðàâèëà äåêîìïîçèöèè.
1. Åñëè � � 	 1 è � � 	 2 ñóòü äâå ðàçðåøèìûå çàäà÷è, ó êîòîðûõ ñó-

ùåñòâóþò ñîâìåñòèìûå äîïóñòèìûå ïîäñòàíîâêè � 1 è � 2, òî òîãäà çàäà÷à
� � 	 1 & 	 2 òàêæå ðàçðåøèìà è åå äîïóñòèìîé ïîäñòàíîâêîé ñ÷èòàåòñÿ
êîìáèíàöèÿ � 1 è � 2. Ñèìâîëè÷åñêè ñôîðìóëèðîâàííîå ïðàâèëî äåêîìïî-
çèöèè çàïèøåì â âèäå

� � 	 1; � � 	 2

� � 	 1 & 	 2
:

Ýòî óäîáíàÿ çàïèñü òîãî, ÷òî çàäà÷à âèäà � � 	 1 & 	 2 ñâîäèòñÿ ê äâóì
çàäà÷àì � � 	 1 è � � 	 2.

2. Åñëè äëÿ j = 1 èëè j = 2 ðàçðåøèìà çàäà÷à � � 	 j è � � åå äîïó-
ñòèìàÿ ïîäñòàíîâêà, òî çàäà÷à � � 	 1 _ 	 2 òàêæå ñ÷èòàåòñÿ ðàçðåøèìîé
è � ñ÷èòàåòñÿ åå äîïóñòèìîé ïîäñòàíîâêîé:

� � 	 j

� � 	 1 _ 	 2
:
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3. Åñëè ðàçðåøèìà çàäà÷à � � 	( X ), ãäå X � íîâàÿ ìåòàïåðåìåí-
íàÿ â ïîèñêîâîì äåðåâå, à � � åå äîïóñòèìàÿ ïîäñòàíîâêà, òî ñ÷èòàåòñÿ
ðàçðåøèìîé çàäà÷à � � 9x 	( x) è � ñ÷èòàåòñÿ åå äîïóñòèìîé ïîäñòàíîâ-
êîé. Òî åñòü, çàäà÷à� � 9x 	( x) ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê äî÷åðíåé çàäà÷å
� � 	( X ):

� � 	( X )
� � 9x 	( x)

:

4. Åñëè ðàçðåøèìû äâå çàäà÷è � � � 1 � 	 è � � � 2 � 	 , êîòîðûå
èìåþò ñîâìåñòèìûå äîïóñòèìûå ïîäñòàíîâêè � 1 è � 2, òî ðàçðåøèìà òàê-
æå çàäà÷àh�; � 1 _ � 2i � � 	 è åå äîïóñòèìîé ïîäñòàíîâêîé ñ÷èòàåòñÿ
êîìáèíàöèÿ � 1 è � 2:

� � � 1 � 	; � � � 2 � 	
h�; � 1 _ � 2i � � 	

:

5. Åñëè äëÿ j = 1 èëè j = 2 ðàçðåøèìà çàäà÷à h�; � j i � � 	 è � � åå
äîïóñòèìàÿ ïîäñòàíîâêà, òî çàäà÷à h�; � 1 & � 2i � � 	 òàêæå ñ÷èòàåòñÿ
ðàçðåøèìîé è � ñ÷èòàåòñÿ åå äîïóñòèìîé ïîäñòàíîâêîé:

h�; � j i � � 	
h�; � 1 & � 2i � � 	

:

6. Åñëè ðàçðåøèìû äâå çàäà÷è � � � 1 è h�; � 2i � � 	 , ó êîòîðûõ
ñóùåñòâóþò ñîâìåñòèìûå äîïóñòèìûå ïîäñòàíîâêè � 1 è � 2, òî ðàçðåøèìà
òàêæå çàäà÷àh�; � 1 � � 2i � � 	 è åå äîïóñòèìîé ïîäñòàíîâêîé ñ÷èòàåòñÿ
êîìáèíàöèÿ � 1 è � 2:

� � � 1; h�; � 2i � � 	
h�; � 1 � � 2i � � 	

:

7. Åñëè ðàçðåøèìà çàäà÷àh�; �( X )i � � 	 , ãäåX � íîâàÿ ìåòàïåðå-
ìåííàÿ â ïîèñêîâîì äåðåâå, à � � åå äîïóñòèìàÿ ïîäñòàíîâêà, òî ñ÷èòà-
åòñÿ ðàçðåøèìîé çàäà÷à h�; 8x �( x)i � � 	 è � ñ÷èòàåòñÿ åå äîïóñòèìîé
ïîäñòàíîâêîé:

h�; �( X )i � � 	
h�; 8x �( x)i � � 	

:

Ôîðìóëèðîâêà ïðîäóêöèîííûõ ñèñòåì Vi çàâåðøåíà. Êàæäàÿ ïðîäóê-
öèîííàÿ ñèñòåìà Vi çàäàåò àëãîðèòì ïîèñêà ðåøåíèÿ äåäóêòèâíîé çàäà÷è
íå óòî÷íÿÿ ñòðàòåãèþ ïîñòðîåíèÿ äåðåâà ïîèñêà òèïà È/ÈËÈ. Çàôèê-
ñèðîâàâ êîíêðåòíóþ ñòðàòåãèþ ìû ïîëó÷èì íåêîòîðóþ ðåàëèçàöèþ òàê
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ñôîðìóëèðîâàííîãî àëãîðèòìà. Ñòðàòåãèÿ ïîñòðîåíèÿ äåðåâà ïîèñêà çà-
êëþ÷àåòñÿ â çàäàíèè ñïîñîáà âûáîðà ëèñòà äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ó íåãî,
âî-ïåðâûõ, ìíîæåñòâà âñåõ ïðèìèòèâèçèðóþùèõ ýòîò ëèñò ïîäñòàíîâîê,
âî-âòîðûõ, âñåõ äî÷åðíèõ ñâÿçîê âåðøèí, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðàâèëàì äå-
êîìïîçèöèè. Çàòåì êàæäàÿ ïðèìèòèâèçèðóþùàÿ ïîäñòàíîâêà �ïîäíèìà-
åòñÿ� ïî ñîåäèíÿþùåé ëèñò ñ êîðíåì âåòâè ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè êîìáè-
íàöèè [8]. Òåì ñàìûì â õîäå ïðîöåññà ïîñòðîåíèÿ äåðåâà ïîèñêà ó åãî
âåðøèí ôîðìèðóþòñÿ íàáîðû äîïóñòèìûõ ïîäñòàíîâîê. Â êà÷åñòâå ñèì-
âîëè÷åñêèõ íàçâàíèé ñôîðìóëèðîâàííûõ ïðàâèë äåêîìïîçèöèè 1 � 7 áó-
äåì ñîîòâåòñòâåííî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: (� &) , (� _),
(� 9), (_ � ), (& � ), (� � ), (8� ).

Åñëè êîðåíü äåðåâà ïîèñêà èìååò õîòÿ áû îäíó äîïóñòèìóþ ïîäñòà-
íîâêó � , òî ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîé ïîäñòàíîâêå äåðèâàöèîííîå ïîääåðåâî
� âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî ñëåäóþùåé ïðîöåäóðå. Ïðåæäå âñåãî, âêëþ÷àåì
â � èñõîäíóþ çàäà÷ó P. Â ñëó÷àå, êîãäà ïîäñòàíîâêà � ïðèìèòèâèçèðóåò
çàäà÷ó P, ïîääåðåâî � ñîäåðæèò âåðøèíó P â êà÷åñòâå ëèñòà. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå ìû ïåðåáèðàåì ó ðîäèòåëüñêîé âåðøèíû P âñå äî÷åðíèå
ñâÿçêè âåðøèí. Ïóñòü r � êîëè÷åñòâî òàêèõ ñâÿçîê è P j

1 , . . . , P j
qj �

îäíà èç íèõ, ãäå j = 1 ; : : : ; r . Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå êîìáèíàöèè
ïîäñòàíîâîê � 1, . . . , � qj , ãäå êàæäàÿ� s áåðåòñÿ èç íàáîðà äîïóñòèìûõ
ïîäñòàíîâîê çàäà÷è P j

s . Ñðåäè ñâÿçîê äî÷åðíèõ âåðøèí çàäà÷è P îáÿçà-
òåëüíî íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà òàêàÿ, ÷òî óêàçàííàÿ êîìáèíàöèÿ ñîâïà-
äåò ñ� . Òàêóþ ñâÿçêóP j

1 , . . . , P j
qj äîáàâèì â òåêóùåå ïîääåðåâî � . Çàòåì

ýòîò ïðîöåññ ïðèì�åíèì äëÿ âñåõ âåðøèí P j
1 , . . . , P j

qj è ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïîäñòàíîâîê � 1, . . . , � qj . Ïîñëåäíåå èç ïîëó÷åííûõ ïîääåðåâüåâ è åñòü
èñêîìîå äåðèâàöèîííîå ïîääåðåâî � .

Òåîðåìà. Àëãîðèòì ïðîâåðêè íåïîñðåäñòâåííûõ îáîñíîâàíèé âñåãäà
çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n åñòü îáùåå ÷èñëî âõîæäåíèé âñåõ ïîäôîðìóë
â èñõîäíóþ çàäà÷ó

h� 1; � 1i : : : h� m ; � m i � 	 : (1)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå h = 2 � (m + 1) . ×òîáû óñòàíîâèòü ïðèìåíèìîñòü
àëãîðèòìà ê ëþáîé çàäà÷å (1) ïîêàæåì, ÷òî äåðåâî ïîèñêà êîíå÷íî è
ñîäåðæèò íå áîëåå, ÷åì pn (h) = 1 + h + h2 + : : : + hn âåðøèí.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíåíèå ïðàâèë äåêîìïîçèöèè (� &) , (� _), (� 9),
(_ � ), (& � ), (� � ), (8� ) âñåãäà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî çíà÷åíèå ïàðà-
ìåòðà n ó êàæäîé äî÷åðíåé çàäà÷è ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå çíà÷åíèÿ ýòîãî

12



ïàðàìåòðà ó ðîäèòåëüñêîé çàäà÷è. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî, âî-ïåðâûõ, âû-
ñîòà äåðåâà ïîèñêà T çàäà÷è (1) íå ïðåâîñõîäèò n; âî-âòîðûõ, ó êàæäîé
ðîäèòåëüñêîé âåðøèíû ìîæåò áûòü íå áîëåå, ÷åì h äî÷åðíèõ âåðøèí.
Â òî æå âðåìÿ êîíå÷íîå äåðåâî âûñîòû n, ó êîòîðîãî âñå îòëè÷íûå îò
ëèñòüåâ âåðøèíû èìåþò ðîâíî h äî÷åðíèõ âåðøèí, ñîäåðæèò pn (h) âåð-
øèí. Òàêèì îáðàçîì, äåðåâî ïîèñêà T çàäà÷è (1) êîíå÷íî è ñîäåðæèò íå
áîëåå, ÷åì pn (h) âåðøèí.

Ñôîðìóëèðîâàííûé â [3] äëÿ D i àëãîðèòì î÷åâèäíîñòè òåïåðü ðàñ-
ïðîñòðàíèì íà áîëåå ñëîæíûé âàðèàíò íåïîñðåäñòâåííûõ îáîñíîâàíèé
� � by � 1, . . . , � m �, êîòîðûé âåðèôèöèðóåòñÿ ïðîäóêöèîííîé ñèñòåìîé Vi .
Ïîëó÷àåìûé òàêèì ñïîñîáîì àëãîðèòì î÷åâèäíîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü Ei .
Íîâûé àëãîðèòì Ei òåïåðü çàâèñèò îò âûáîðà ñòðàòåãèè ïîñòðîåíèÿ äå-
ðåâà ïîèñêà òèïà È/ÈËÈ â ðàìêàõ Vi .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [3] íîâûé àëãîðèòì î÷åâèäíîñòè Ei îáðàáàòûâàåò
èñõîäíûé òåêñò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Àëãîðèòì Ei ïîñëåäîâàòåëüíî ïðî-
âåðÿåò, âî-ïåðâûõ, ïðàâèëüíîñòü íåïîñðåäñòâåííûõ óìîçàêëþ÷åíèé, êî-
òîðûå ñîîòâåòñòâóåò îáîñíîâàíèÿì âèäà � � by � 1, . . . , � m �; âî-âòîðûõ,
ïðàâèëüíîñòü ñòðóêòóðû äîêàçàòåëüñòâ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò îáîñíî-
âàíèÿì âèäà � � proof . . . qed�. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðîâåðÿåòñÿ ñîîòâåò-
ñòâèå òåçèñà äîêàçàòåëüñòâà äîêàçûâàåìîé ôîðìóëå.

Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèÿ êàñàþòñÿ òîëüêî ïðîöåäóðû îáðàáîòêè
íåïîñðåäñòâåííûõ îáîñíîâàíèé � � by � 1, . . . , � m �. Ïðîöåäóðà îáðàáîò-
êè îáîñíîâàíèé âèäà � � proof . . . qed� íå ìåíÿåòñÿ. À èìåííî, ðàñ-
ñóæäåíèå �proof . . . qed�, êðîìå ïðåäëîæåíèé è èõ îáîñíîâàíèé âèäà
� � : 	 : : :�, ìîæåò ñîäåðæàòü òàêæå ñïåöèôè÷åñêèå ôðàçû ÷åòûðåõ âè-
äîâ: �let � 1; : : : � k �, �consider � 1; : : : � k such that � : 	 �, �assume � : 	 �
è �thus 	 �, ãäå � 1, . . . � k ñóòü ôèêñèðóåìûå ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå è
	 åñòü ôîðìóëà. Àëãîðèòì Ei ñîñòàâëÿåò ñïèñîê âñåõ äîïóùåíèé è çà-
êëþ÷åíèé 	 1, 	 2, . . . , 	 n , 	 n+1 ðàññóæäåíèÿ �proof . . . qed�, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ôðàçàì �assume � : 	 j � è �thus 	 j �. Çàòåì Ei ñîïîñòàâëÿåò ñ
ôîðìóëîé � ïðÿìîé òåçèñ

8�� 1(	 1 � 1 8�� 2(	 2 � 2 (: : : 8 �� n (	 n � n 8�� n+1 	 n+1 )) : : :)

ðàññóæäåíèÿ �proof . . . qed�, ãäå�� j � ñïèñîê âñåõ ïåðåìåííûõ èç ôðàç
�let . . . �, íàõîäÿùèõñÿ ìåæäó ïóíêòàìè 	 j � 1 è 	 j , à äëÿ ñâÿçêè� j èìååò
ìåñòî

� j =
�

&; åñëè	 j � çàêëþ÷åíèå ;
� ; åñëè	 j � äîïóùåíèå :
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Êðîìå òîãî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâ â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ëîãèêè D1 â
ñëó÷àå, êîãäà ïîñëåäíèì çàêëþ÷åíèåì 	 n+1 ðàññóæäåíèÿ �proof . . . qed�
ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå ? , à òàêæå	 n èìååò âèä : � è � n åñòü� , ïîìèìî
ïðÿìîãî òåçèçà, ðàññìàòðèâàåòñÿ äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ � òàêæå êîñâåííûé
òåçèñ

8�� 1(	 1 � 1 8�� 2(	 2 � 2 (: : : 8 �� n� 1(	 n� 1 � n� 1 8�� n �)) : : :):

Î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû î êîíå÷íîñòè ïîèñêîâûõ äåðåâüåâ ó
ïðîäóêöèîííîé ñèñòåìû Vi è òàê ñôîðìóëèðîâàííîãî àëãîðèòìà î÷åâèä-
íîñòè Ei ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå. Àëãîðèòì î÷åâèäíîñòè Ei âñåãäà çàâåðøàåò ñâîþ ðàáî-
òó.

Çàìå÷àíèå. Áóäåì íàçûâàòü ïàðó hm; ni ñëîæíîñòüþ äåäóêòèâíîé
çàäà÷è (1). Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàìåòð n
îãðàíè÷åí íåêîòîðûì äîñòàòî÷íî áîëüøèì íàòóðàëüíûì çíà÷åíèåì N .
×òî ôàêòè÷åñêè íàáëþäàåòñÿ â ðåàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñòàòüÿõ. Òî-
ãäà, ïðè ïðîâåðêå íåïîñðåäñòâåííûõ îáîñíîâàíèé, ÷èñëî âåðøèí â äåðåâå
ïîèñêà íå ïðåâîñõîäèò pN (h), à ýòî çíà÷èò, ÷òî àëãîðèòì î÷åâèäíîñòè Ei

ìîæíî ñ÷èòàòü ïîëèíîìèàëüíûì.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

î òîì, ÷òî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
îíî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ëþáîãî ìíîæåñòâà. Ïîäðîáíîå äîêàçàòåëü-
ñòâî â ðàìêàõ ñèñòåìû íàòóðàëüíîé äåäóêöèè D1 âûãëÿäèò ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

environ
type Set;
type Element;
pred in[Element, Set];
pred subset[Set, Set];
pred empty[Set];
reserve A, S, T for Set;
reserve x, y, z for Element;
1: for S,A holds subset[A,S] iff for x st in[x,A] holds in[x,S];
2: for S holds empty[S] iff for x holds not in[x,S];
3: ex S st empty[S];

text

for S holds (for T holds subset[S,T]) iff empty[S]
proof

let S be Set;
4: (for T holds subset[S,T]) implies empty[S]
proof
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assume 4: for T holds subset[S,T];
5: empty[S] iff (for x holds not in[x,S]) by 2;
6: (for x holds not in[x,S]) implies empty[S] by 5;
7: for x holds not in[x,S]
proof

let x be Element;
assume 7: in[x,S];
consider U be Set such that 8: empty[U] by 3;
9: empty[U] iff (for y holds not in[y,U]) by 2;
10: empty[U] implies (for y holds not in[y,U]) by 9;
11: for y holds not in[y,U] by 10,8;
12: not in[x,U] by 11;
13: subset[S,U] iff (for x holds in[x,S] implies in[x,U]) by 1;
14: subset[S,U] implies (for z holds in[z,S] implies in[z,U]) by 13;
15: subset[S,U] by 4;
16: for z holds in[z,S] implies in[z,U] by 14,15;
17: in[x,S] implies in[x,U] by 16;
18: in[x,U] by 17,7;
thus false by 12,18;

qed;
thus empty[S] by 6,7;

qed;
thus (for T holds subset[S,T]) implies empty[S] by 4;
assume 5: empty[S];
let V be Set;
6: subset[S,V] iff (for x holds in[x,S] implies in[x,V]) by 1;
7: (for x holds in[x,S] implies in[x,V]) implies subset[S,V] by 6;
8: for x holds in[x,S] implies in[x,V]
proof

let x be Element;
assume 8: in[x,S];
9: in[x,V]
proof

assume 9: not in[x,V];
10: empty[S] iff (for x holds not in[x,S]) by 2;
11: empty[S] implies (for y holds not in[y,S]) by 10;
12: for y holds not in[y,S] by 11,5;
13: not in[x,S] by 12;
thus false by 13,8;

qed;
thus in[x,V] by 9;

qed;
thus subset[S,V] by 7,8;

qed;

Áîëåå êîðîòêîå �÷åëîâå÷åñêîå� äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîå óñïåøíî âå-
ðèôèöèðóåòñÿ àëãîðèòìîì î÷åâèäíîñòè E1, èìååò ñëåäóþùèé âèä:
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for S holds (for T holds subset[S,T]) iff empty[S]
proof

let S be Set;
thus (for T holds subset[S,T]) implies empty[S]
proof

assume 4: for T holds subset[S,T];
7: for x holds not in[x,S]
proof

let x be Element such that 7: in[x,S];
consider U be Set such that 8: empty[U] by 3;
11: for y holds not in[y,U] by 2,8;
12: not in[x,U] by 11;
14: subset[S,U] implies (for z holds in[z,S] implies in[z,U]) by 1;
15: subset[S,U] by 4;
thus contradiction by 12,14,15,7;

qed;
thus empty[S] by 2,7;

qed;
assume 5: empty[S];
let V be Set;
8: for x holds in[x,S] implies in[x,V]
proof

let x be Element such that 8: in[x,S];
thus in[x,V]
proof

assume 9: not in[x,V];
11: empty[S] implies (for y holds not in[y,S]) by 2;
thus contradiction by 11,5,8;

qed;
qed;
thus subset[S,V] by 1,8;

qed;

Â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî íåïîñðåäñòâåííîå
îáîñíîâàíèå � ? by 11,5,8�. Àëãîðèòì î÷åâèäíîñòè E1 ñôîðìèðóåò äåðåâî
ïîèñêà òèïà È/ÈËÈ, â êîòîðîì ñîäåðæèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå äîïóñòè-

ìîé ïîäñòàíîâêå � =
�

Y
x

�
ñëåäóþùåå äåðèâàöèîííîå ïîääåðåâî:
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Y es Y es
" � 2 " � 3

h8; in [x; S]i
h5; empty[S]i

�
� in [Y; S]

h8; in [x; S]i h5; empty[S]i
h11; ?i

�
� ?

- _%

Y es
h8; in [x; S]i h5; empty[S]i

h11; : in [Y; S]i

�
� ?

" � 1 -
h8; in [x; S]i

h5; empty[S]i

�
� empty[S]

h8; in [x; S]i h5; empty[S]i
h11; 8y : in [y; S]i

�
� ?

- _%
h8; in [x; S]i h5; empty[S]i

h11; empty[S] � 8 y : in [y; S]i

�
� ?

Çäåñü òðè ëèñòà ýòîãî äåðåâà ïðèìèòèâèçèðóþòñÿ ïîäñòàíîâêàìè

� 1 = ", � 2 =
�

Y
x

�
è � 3 = ". Êîìáèíàöèÿ ñîâìåñòèìûõ ïîäñòàíîâîê

� 1, � 2 è � 3 äàåò äîïóñòèìóþ ïîäñòàíîâêó � äëÿ êîðíÿ äåðåâà ïîèñêà.

2. Òåîðåìà î êîððåêòíîñòè

Òåîðåìà î êîððåêòíîñòè óñòàíàâëèâàåò äîïóñòèìîñòü â D i âåðèôèöèðó-
åìûõ â ïðîäóêöèîííîé ñèñòåìå Vi ïðàâèë âûâîäà � � by � 1, . . . , � m �.
Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷àåì ìåòîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïðàâèëüíûé ñ òî÷êè
çðåíèÿ àëãîðèòìà î÷åâèäíîñòè Ei òåêñò äîêàçàòåëüñòâà �ðàçäðîáèòü� äî
óðîâíÿ ïðèìåíåíèé ïðàâèë âûâîäà ñèñòåìû íàòóðàëüíîé äåäóêöèè D i .

Òåîðåìà î êîððåêòíîñòè. Åñëè çàäà÷àh� 1; � 1i : : : h� m ; � m i � 	
ðàçðåøèìà â Vi , òî ñóùåñòâóåò öåïî÷êà íåïîñðåäñòâåííûõ îáîñíîâà-
íèé, êîòîðàÿ óñòàíàâëèâàåò âûâîäèìîñòü ôîðìóëû 	 èç ôîðìóë � 1,
. . . , � m â D i .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü � =
�

X 1 : : : X r

t1 : : : t r

�
åñòü ïîäñòàíîâêà èç íà-

áîðà äîïóñòèìûõ ïîäñòàíîâîê çàäà÷è P = ( h� 1; � 1i : : : h� m ; � m i � 	) .
Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïîäñòàíîâêà � ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ìû ìîæåì çàìåíèòü �íåðåøåííûå� ìåòàïåðåìåííûå íà ëîêàëü-
íûå êîíñòàíòû. Ïóñòü � ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì ýòîé ïîäñòàíîâêå

17



� äåðèâàöèîííûì äåðåâîì. Áóäåì îáîçíà÷àòü øòðèõîì ñëåäóþùåå ñîîò-
âåòñòâèå:� 0 = � � . Èíäóêöèåé ïî âûñîòå äåðåâà � ïîêàæåì, êàê â ðàìêàõ
D i ïîñòðîèòü öåïî÷êó íåïîñðåäñòâåííûõ îáîñíîâàíèé, êîòîðàÿ óñòàíàâ-
ëèâàåò âûâîäèìîñòü ôîðìóëû 	 0èç ôîðìóë � 0

1, . . . , � 0
m â D i . Ðàññìîòðèì

âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû ïîëó÷åíèÿ â ðàìêàõ Vi äåðåâà� ñ êîðíåì P.
1. Ïóñòü P ïðèìèòèâèçèðóåòñÿ ïîäñòàíîâêîé � . Òîãäà ëèáî 	 = > ,

ëèáî 	 0 = � 0
i , ëèáî � i = ? . Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ äëÿ âñåõi = 1 ; 2; 3,

à â òðåòüåì ñëó÷àå äëÿi = 2 , ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âD i ôîðìóëà 	 0 ÿâëÿåòñÿ
íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ôîðìóë � 0

1, . . . , � 0
m .

2. Ïóñòü P = (� � 	 1 & 	 2) è ïîëó÷àåòñÿ ïî ïðàâèëó (� &) . Ïóñòü
äî÷åðíèå çàäà÷è (� � 	 1) è (� � 	 2) ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ñîîòâåòñòâåííî
ïîääåðåâüåâ � 1 è � 2. Ïóñòü ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ äåðèâà-
öèîííûì ïîääåðåâüÿì � 1 è � 2 ñîïîñòàâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî öåïî÷êè
íåïîñðåäñòâåííûõ îáîñíîâàíèé

� 1 (� 1 : 	 0
1 by 
 1; : : : ; 
 k ) è � 2 (� 2 : 	 0

2 by � 1; : : : ; � l ):

Óêàçàííûå öåïî÷êè óñòàíàâëèâàþò ñîîòâåòñòâåííî âûâîäèìîñòü 	 0
1 è 	 0

2
èç � 0

1, . . . , � 0
m â D i . Òîãäà äåðåâó � ìû ìîæåì ñîïîñòàâèòü öåïî÷êó

íåïîñðåäñòâåííûõ îáîñíîâàíèé

� 1 (� 1 : 	 0
1 by 
 1; : : : ; 
 k )

� 2 (� 2 : 	 0
2 by � 1; : : : ; � l )

(	 0
1 & 	 0

2 by � 1; � 2):

Ïîëó÷åííàÿ öåïî÷êà óñòàíàâëèâàåò âûâîäèìîñòü 	 0 èç � 0
1, . . . , � 0

m â D i .
3. Ïóñòü P = (� � 	 1 _ 	 2) ïîëó÷àåòñÿ ïî ïðàâèëó (� _). Ïóñòü äëÿ

j = 1 èëè 2 ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ äåðèâàöèîííîìó ïîääåðåâó
� j ñîïîñòàâëÿåòñÿ öåïî÷êà íåïîñðåäñòâåííûõ îáîñíîâàíèé

� ( � : 	 0
j by 
 1; : : : ; 
 k ):

Òîãäà äåðåâó� ñîïîñòàâèì öåïî÷êó íåïîñðåäñòâåííûõ îáîñíîâàíèé

� ( � : 	 0
j by 
 1; : : : ; 
 k ) (	 0

1 _ 	 0
2 by � ):

4. Ïóñòü P = (� � 9x 	 1(x)) ïîëó÷àåòñÿ ïî ïðàâèëó (� 9). Òîãäà èìååì
	 1(X ) = 	 1(X j ) è 	 1(X )� = 	 0

1(t j ) äëÿ íåêîòîðîãî j 2 f 1; : : : ; r g. Ïóñòü
ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåìó çàäà÷å (� � 	 1(X ))
äåðèâàöèîííîìó ïîääåðåâó â � ñîïîñòàâëÿåòñÿ öåïî÷êà íåïîñðåäñòâåí-
íûõ îáîñíîâàíèé

� ( � : 	 0
1(t j ) by 
 1; : : : ; 
 k ):
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Â òàêîì ñëó÷àå äåðåâó� ìû ìîæåì ñîïîñòàâèòü öåïî÷êó íåïîñðåäñòâåí-
íûõ îáîñíîâàíèé

� ( � : 	 0
1(t j ) by 
 1; : : : ; 
 k ) (9x 	 0

1(x) by � ):

5. Ïóñòü P = ( h� i ; � 1_ � 2i � � 	) ïîëó÷àåòñÿ ïî ïðàâèëó (_� ). Ïóñòü
äî÷åðíèå çàäà÷è (� � � 1 � 	) è (� � � 2 � 	) ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ñîîòâåò-
ñòâåííî ïîääåðåâüåâ � 1 è � 2. Ïóñòü ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ
äåðèâàöèîííûì ïîääåðåâüÿì � 1 è � 2 ñîïîñòàâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî öå-
ïî÷êè íåïîñðåäñòâåííûõ îáîñíîâàíèé

� 1 (� 0
1 � 	 0 by 
 1; : : : ; 
 k ) è � 2 (� 0

2 � 	 0 by � 1; : : : ; � l ):

Òîãäà äåðåâó� ñîïîñòàâèì öåïî÷êó íåïîñðåäñòâåííûõ îáîñíîâàíèé

(� i : � 0
1 _ � 0

2)
� 1 (� 1 : � 0

1 � 	 0 by 
 1; : : : ; 
 k )
� 2 (� 2 : � 0

2 � 	 0 by � 1; : : : ; � l )
(	 0 by � i ; � 1; � 2):

6. Ïóñòü P = ( h� i ; � 1 & � 2i � � 	) ïîëó÷àåòñÿ ïî ïðàâèëó (& � ). Ïóñòü
äëÿ j = 1 èëè 2 ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ äåðèâàöèîííîìó ïîä-
äåðåâó� j ñîïîñòàâëÿåòñÿ öåïî÷êà íåïîñðåäñòâåííûõ îáîñíîâàíèé

(� : � 0
j ) � (	 0 by 
 1; : : : ; 
 k ):

Òîãäà äåðåâó� ñîïîñòàâèì öåïî÷êó íåïîñðåäñòâåííûõ îáîñíîâàíèé

(� i : � 0
1 & � 0

2) ( � : � 0
j by � i ) � (	 0 by 
 1; : : : ; 
 k ):

7. Ïóñòü P = ( h� i ; � 1 � � 2i � � 	) ïîëó÷àåòñÿ ïî ïðàâèëó (� � ).
Ïóñòü äî÷åðíèå çàäà÷è (� � � 1) è (h� i ; � 2i � � 	) ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè
ñîîòâåòñòâåííî ïîääåðåâüåâ � 1 è � 2. Ïóñòü ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëî-
æåíèþ äåðèâàöèîííûì ïîääåðåâüÿì � 1 è � 2 ñîïîñòàâëÿþòñÿ ñîîòâåò-
ñòâåííî öåïî÷êè íåïîñðåäñòâåííûõ îáîñíîâàíèé

� 1 (� 0
1 by 
 1; : : : ; 
 k );

(� 2 : � 0
2) � 2 (	 0 by � 1; : : : ; � l ):

Òîãäà äåðåâó� ñîïîñòàâèì öåïî÷êó íåïîñðåäñòâåííûõ îáîñíîâàíèé

(� i : � 0
1 � � 0

2)
� 1 (� 1 : � 0

1 by 
 1; : : : ; 
 k )
(� 2 : � 0

2 by � i ; � 1) � 2

(	 0 by � 1; : : : ; � l ):
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8. Ïóñòü P = ( h� i ; 8x �( x)i � � 	) ïîëó÷àåòñÿ ïî ïðàâèëó (8� ). Òîãäà
èìååì �( X ) = �( X j ) è �( X )� = � 0(t j ) äëÿ íåêîòîðîãî j 2 f 1; : : : ; r g.
Ïóñòü ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ äåðèâàöèîííîìó ïîääåðåâó â
� , ñîîòâåòñòâóþùåìó çàäà÷å (h�; �( X )i � � 	) , ñîïîñòàâëÿåòñÿ öåïî÷êà
íåïîñðåäñòâåííûõ îáîñíîâàíèé

(� : � 0(t j )) � (	 0 by 
 1; : : : ; 
 k ):

Â ýòîì ñëó÷àå äåðåâó � ìû ìîæåì ñîïîñòàâèòü öåïî÷êó íåïîñðåäñòâåí-
íûõ îáîñíîâàíèé

(� i : 8x � 0(x)) ( � : � 0(t j ) by � i ) � (	 0 by 
 1; : : : ; 
 k ):

Ñëåäñòâèå. Åñëè àëãîðèòì î÷åâèäíîñòè Ei ðàñïîçíàë, ÷òî � � åñòü
îáîñíîâàíèå ôîðìóëû 	 ñ ïîñûëêàìè � 1, . . . , � m �, òî ñóùåñòâóåò íà-
òóðàëüíûé âûâîä � 0 â D i ôîðìóëû 	 èç ïîñûëîê � 1, . . . , � m .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü àëãîðèòì î÷åâèäíîñòè Ei ðàñïîçíàë, ÷òî � � åñòü
îáîñíîâàíèå ôîðìóëû 	 ñ ïîñûëêàìè � 1, . . . , � m �. Ïóñòü � 0 ïîëó÷àåòñÿ
èç � â ðåçóëüòàòå çàìåíû âñåõ íåïîñðåäñòâåííûõ îáîñíîâàíèé âèäà � �
by � 1, . . . , � n � íà öåïî÷êè íåïîñðåäñòâåííûõ îáîñíîâàíèé, î êîòîðûõ
ãîâîðèòñÿ â òåîðåìå î êîððåêòíîñòè Vi . Òîãäà òðèâèàëüíîé èíäóêöèåé
ïî ÷èñëó ïîäâûâîäîâ ìû ïîëó÷àåì, ÷òî � 0 åñòü íàòóðàëüíûé âûâîä â D i

ôîðìóëû 	 èç ïîñûëîê � 1, . . . , � m . ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

3. Òåîðåìà î ïîëíîòå

Ôîðìóëèðóåìàÿ â ýòîì ðàçäåëå òåîðåìà î ïîëíîòå îáåñïå÷èâàåò âåðèôè-
öèðóåìîñòü â ðàìêàõ ïðîäóêöèîííîé ñèñòåìû Vi âñåõ ïðàâèëüíûõ íåïî-
ñðåäñòâåííûõ óìîçàêëþ÷åíèé, ïîëó÷àåìûõ â ñèñòåìå íàòóðàëüíîé äå-
äóêöèè D i . Ýòî âëå÷åò ïîëíîòó àëãîðèòìà î÷åâèäíîñòè Ei â îòíîøåíèè
D i .

Òåîðåìà î ïîëíîòå. Åñëè ôîðìóëà 	 ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì
ñëåäñòâèåì ôîðìóë � 1, . . . , � m â ñèñòåìå íàòóðàëüíîé äåäóêöèè D i ,
òî çàäà÷à h� 1; � 1i : : : h� m ; � m i � 	 ðàçðåøèìà â Vi .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôîðìóëà 	 ïîëó÷àåò îáîñíîâàíèå ñ ïîìîùüþ
îäíîãî èç ïðÿìûõ ïðàâèë âûâîäà èç ôîðìóë � 1, . . . , � m :

(� 1 : � 1) : : : (� m : � m ) � (	 by � 1; : : : ; � m ):
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Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû íåïîñðåäñòâåííûõ îáîñíîâàíèé
â D i ôîðìóëû 	 èç ôîðìóë � 1, . . . , � m .

1. Ïóñòü ôîðìóëà 	 ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé > . Òîãäà çàäà÷à

h� 1; � 1i : : : h� m ; � m i � 	

ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ðàçðåøèìà â Vi .
2. Ïóñòü ôîðìóëà 	 = (� 1 & � 2) ïîëó÷àåò îáîñíîâàíèå ñ ïîìîùüþ

ïðàâèëà ( &â) èç ôîðìóë � 1 è � 2:

(� 1 : � 1) ( � 2 : � 2) � (� 1 & � 2 by � 1; � 2):

Òîãäà çàäà÷à (h� 1; � 1i h� 2; � 2i � � � 1 & � 2) ðàçðåøèìà â Vi . Äåéñòâè-
òåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ïîèñêîâîå äåðåâî ñîäåðæèò ñîîòâåòñòâóþùåå äî-
ïóñòèìîé ïîäñòàíîâêå " âîçíèêàþùåå â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà
äåêîìïîçèöèè ( � &) ñëåäóþùåå ïîääåðåâî ðåøåíèÿ:

h� 1; � 1i h� 2; � 2i � � � 1 h� 1; � 1i h� 2; � 2i � � � 2

- _%
h� 1; � 1i h� 2; � 2i � � � 1 & � 2

3. Ïóñòü ôîðìóëà 	 = (� 1 _ � 2) ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåä-
ñòâèåì ôîðìóëû � j ïî ïðàâèëó âûâîäà ( _â):

(� 1 : � j ) � (� 1 _ � 2 by � 1):

Òîãäà çàäà÷à (h� 1; � j i � � � 1 _ � 2) ðàçðåøèìà â Vi . Äåéñòâèòåëüíî,
â ýòîì ñëó÷àå ïîèñêîâîå äåðåâî ñîäåðæèò ñîîòâåòñòâóþùåå äîïóñòèìîé
ïîäñòàíîâêå " äåðèâàöèîííîå ïîääåðåâî, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå
ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà äåêîìïîçèöèè ( � _):

h� 1; � j i � � � j

"
h� 1; � j i � � � 1 _ � 2

4. Ïóñòü ôîðìóëà 	 = ( 9x �( x)) ïîëó÷àåò îáîñíîâàíèå ñ ïîìîùüþ
ïðàâèëà ( 9â) èç ôîðìóëû �( t):

(� 1 : �( t)) � ( 9x �( x) by � 1):

Òîãäà çàäà÷à (h� 1; �( t)i � � 9x �( x)) ðàçðåøèìà â Vi . Äåéñòâèòåëüíî,
â ýòîì ñëó÷àå ïîèñêîâîå äåðåâî ñîäåðæèò ñîîòâåòñòâóþùåå äîïóñòèìîé
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ïîäñòàíîâêå � =
�

X
t

�
âîçíèêàþùåå â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà

äåêîìïîçèöèè ( � 9) ñëåäóþùåå äåðèâàöèîííîå ïîääåðåâî:

h� 1; �( t)i � � �( X )
"

h� 1; �( t)i � � 9x �( x)

5. Ïóñòü ôîðìóëà 	 = � j ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì
ôîðìóëû � 1 & � 2 ïî ïðàâèëó âûâîäà ( &è):

(� 1 : � 1 & � 2) � (� j by � 1):

Òîãäà çàäà÷à(h� 1; � 1 & � 2i � � � j ) ðàçðåøèìà â Vi . Â ýòîì ñëó÷àå ïîèñ-
êîâîå äåðåâî ñîäåðæèò ñîîòâåòñòâóþùåå äîïóñòèìîé ïîäñòàíîâêå " ïîä-
äåðåâî ðåøåíèÿ, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà
äåêîìïîçèöèè ( &� ):

h� 1; � j i � � � j

"
h� 1; � 1 & � 2i � � � j

6. Ïóñòü ôîðìóëà 	 = �( t) ïîëó÷àåò îáîñíîâàíèå ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà
(8è) èç ôîðìóëû 8x �( x):

(� 1 : 8x �( x)) � (�( t) by � 1):

Òîãäà çàäà÷à (h� 1; 8x �( x)i � � �( t)) ðàçðåøèìà â Vi . Äåéñòâèòåëüíî,
â ýòîì ñëó÷àå ïîèñêîâîå äåðåâî ñîäåðæèò ñîîòâåòñòâóþùåå äîïóñòèìîé

ïîäñòàíîâêå � =
�

X
t

�
âîçíèêàþùåå â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà

äåêîìïîçèöèè ( 8� ) ñëåäóþùåå ïîääåðåâî ðåøåíèÿ:

h� 1; �( X )i � � �( t)
"

h� 1; 8x �( x)i � � �( t)

7. Ïóñòü ôîðìóëà 	 ïîëó÷àåò îáîñíîâàíèå ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà ( � è)
èç ôîðìóë � � 	 è � :

(� 1 : � � 	) ( � 2 : �) � (	 by � 1; � 2):
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Òîãäà çàäà÷à(h� 1; � � 	 i h� 2; � i � � 	) ðàçðåøèìà â Vi . Â ýòîì ñëó÷àå
ïîèñêîâîå äåðåâî ñîäåðæèò ñîîòâåòñòâóþùåå äîïóñòèìîé ïîäñòàíîâêå "
ïîääåðåâî ðåøåíèÿ, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðàâè-
ëà äåêîìïîçèöèè ( � � ):

h� 2; � i � � � h� 1; 	 i h� 2; � i � � 	
- _%

h� 1; � � 	 i h� 2; � i � � 	

8. Ïóñòü ôîðìóëà 	 ïîëó÷àåò îáîñíîâàíèå ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà ( _è)
èç ôîðìóë � 1 _ � 2, � 1 � 	 è � 2 � 	 :

(� 1 : � 1 _ � 2) ( � 2 : � 1 � 	) ( � 3 : � 1 � 	) � (	 by � 1; � 2; � 3):

Òîãäà çàäà÷à(h� 1; � 1 _ � 2i h� 2; � � 	 i h� 3; � � 	 i � � 	) ðàçðåøèìà
â Vi . Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ïîèñêîâîå äåðåâî ñîäåðæèò ñîîòâåò-
ñòâóþùåå äîïóñòèìîé ïîäñòàíîâêå " âîçíèêàþùåå â ðåçóëüòàòå ïðèìåíå-
íèÿ ïðàâèëà äåêîìïîçèöèè ( � � ) ñëåäóþùåå ïîääåðåâî ðåøåíèÿ:

h� 2; � 1 � 	 i
h� 3; � 2 � 	 i

� � � 1 � 	
h� 2; � 1 � 	 i
h� 3; � 2 � 	 i

� � � 2 � 	

- _%
h� 1; � 1 _ � 2i h� 2; � 1 � 	 i h� 3; � 2 � 	 i � � 	

9. Ïóñòü ôîðìóëà 	 ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ôîðìó-
ëû ? â D2 ïî ïðàâèëó âûâîäà ( ? è):

(� 1 : ? ) � (	 by � 1):

Òîãäà çàäà÷à(h� 1; ?i � � 	) ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíîé â V2, à, ñëåäîâàòåëü-
íî, ýòà çàäà÷à ðàçðåøèìà â V2.

Ñëåäñòâèå. Åñëè � åñòü ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû 	
èç ïîñûëîê � 1, . . . , � m â D i , òî àëãîðèòì î÷åâèäíîñòè Ei óñòàíîâèò,
÷òî � � åñòü îáîñíîâàíèå ôîðìóëû 	 ñ ïîñûëêàìè � 1, . . . , � m �.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü � åñòü ôîðìàëüíûé âûâîä ôîðìóëû 	 èç ïî-
ñûëîê � 1, . . . , � m â ñèñòåìå íàòóðàëüíîé äåäóêöèè D i . Ïî òåîðåìå î
ïîëíîòå Vi òîãäà àëãîðèòì î÷åâèäíîñòè Ei óñïåøíî âåðèôèöèðóåò â �
âñå íåïîñðåäñòâåííûå îáîñíîâàíèÿ âèäà � � by � 1, . . . , � n �. Ïðè ýòîì Ei

òàêæå óñïåøíî âåðèôèöèðóåò â � âñå îáîñíîâàíèÿ âèäà � � proof . . .
qed�. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ Ei òåêñò� ÿâëÿåòñÿ îáîñíîâàíèåì
ôîðìóëû 	 èç ïîñûëîê � 1, . . . , � m . ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü Î.À. Îõîòíèêîâó çà
ïîìîùü è ïîääåðæêó ïðè ïîäãîòîâêå äàííîé ñòàòüè.
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About veri�cation of formalized mathematical proofs
Vtorushin Yu.I.

An algorithm for veri�cation of formalized mathematical proofs
is considered. Its main part is described in the framework of some
production system with metavariables. Theorems of soundness and
completeness are proved.

Keywords: automated theorem proving, system for automated
deduction, �rst order language, predicate calculus, production system,
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Âåðèôèêàöèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàìì
ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ äèàãðàìì ñîñòîÿíèé

Ìèðîíîâ À.Ì. 1

  Â ñòàòüå ââîäÿòñÿ ãðàôîâûå îáúåêòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíê- 
öèîíàëüíûì ïðîãðàììàì, íàçûâàåìûå äèàãðàììàìè ñîñòîÿíèé. 
Ïîêàçàíî, êàê ìîæíî èñïîëüçîâàòü äèàãðàììû ñîñòîÿíèé äëÿ ðå- 
øåíèÿ çàäà÷ âåðèôèêàöèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàìì. Ïðåäëàãàå-
ìûé ïîäõîä èëëþñòðèðóåòñÿ ïðèìåðîì âåðèôèêàöèè ôóíêöèîíàëü-
íîé ïðîãðàììû ñîðòèðîâêè.

  Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåðèôèêàöèÿ ïðîãðàìì, ôóíêöèîíàëüíûå 
ïðîãðàììû, äèàãðàììû ñîñòîÿíèé.

1. Ââåäåíèå
  Ïðîáëåìà âåðèôèêàöèè ïðîãðàìì , êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â äîêà- 

çàòåëüñòâå óòâåðæäåíèé î òîì ÷òî àíàëèçèðóåìûå ïðîãðàììû îáëàäàþò 
çàäàííûìè ñâîéñòâàìè, ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ ïðîáëåì òåîðåòè- 
÷åñêîé èíôîðìàòèêè. Äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ïðîãðàìì èñïîëüçóþòñÿ 
ðàçëè÷íûå ìåòîäû âåðèôèêàöèè. Íàïðèìåð, äëÿ âåðèôèêàöèè ïîñëå- 
äîâàòåëüíûõ ïðîãðàìì èñïîëüçóþòñÿ ìåòîä èíäóêòèâíûõ óòâåðæäåíèé 
Ôëîéäà [2], ëîãèêà Õîàðà [3], è ò.ä. Äëÿ âåðèôèêàöèè ïàðàëëåëüíûõ è 
ðàñïðåäåëåííûõ ïðîãðàìì èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû, îñíîâàííûå íà èñ÷èñ- 
ëåíèè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñèñòåì (CCS) è � -èñ÷èñëåíèè Ìèëíåðà [4], [5], 
òåîðèÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîöåññîâ Õîàðà (CSP) è 
åå îáîáùåíèÿ [6], [7], òåìïîðàëüíàÿ ëîãèêà è model checking [8], ïðîöåññ- 
íàÿ àëãåáðà [9], ñåòè Ïåòðè [10], è ò.ä.

1 Ìèðîíîâ Àíäðåé Ìèõàéëîâè÷ � ê.ô.-ì.í., äîöåíò êàô. ìàòåìàòè÷åñêîé òåî-
ðèè èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì ìåõ.-ìàò. ô-òà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, e-mail:
amironov66@gmail.com.

Mironov Andrey Mihailovich � Candidate of Physical and Mathematical Sciences,
Associate Professor, Lomonosov Moscow State University, Faculty of Mechanics and
Mathematics, Chair of Mathematical Theory of Intelligent Systems.
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Îñíîâíûìè ìåòîäàìè âåðèôèêàöèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàìì (ÔÏ)
ÿâëÿþòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ èíäóêöèÿ è ñòðóêòóðíàÿ èíäóêöèÿ [1]. Ãëàâ-
íûå ïðîáëåìû ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòèõ ìåòîäîâ ñâÿçàíû ñ âûñîêîé ñëîæ-
íîñòüþ ïîñòðîåíèÿ ôîðìàëüíûõ äîêàçàòåëüñòâ êîððåêòíîñòè àíàëèçèðó-
åìûõ ÔÏ. Ñóùåñòâóþò òàêæå äðóãèå ìåòîäû âåðèôèêàöèè ÔÏ, îòìåòèì
ñðåäè íèõ ñëåäóþùèå: ìåòîäû, îñíîâàííûå íà àíàëèçå ïîòîêîâ óïðàâëå-
íèÿ [11], ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ðàññóæäåíèÿõ ñ òèïàìè äàííûõ, àá-
ñòðàêòíîé èíòåðïðåòàöèè è âûâîäå òèïîâ [12], ìåòîäû, îñíîâàííûå íà
èñïîëüçîâàíèè ïîäõîäà model checking [13], [14], ìåòîäû, îñíîâàííûå íà
ïîíÿòèè ìóëüòèïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ äåðåâüåâ [15].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì ÔÏ êàê ñèñòåìû àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé íàä ñòðîêàìè. Ìû ââîäèì ïîíÿòèå äèàãðàììû ñîñòîÿíèé
äëÿ òàêèõ ÔÏ, è èçëàãàåì ìåòîä âåðèôèêàöèè, îñíîâàííûé íà äèàãðàì-
ìàõ ñîñòîÿíèé. Îñíîâíûå ïðåèìóùåñòâà èçëàãàåìîãî ïîäõîäà ïî ñðàâíå-
íèþ ñî âñåìè âûøåïåðå÷èñëåííûìè ïîäõîäàìè ê âåðèôèêàöèè ÔÏ ñâÿ-
çàíû ñ òåì, ÷òî äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü äîêàçàòåëüñòâà
êîððåêòíîñòè ÔÏ â âèäå ïðîñòûõ ñâîéñòâ èõ äèàãðàìì ñîñòîÿíèé.

Îñíîâíàÿ èäåÿ ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:

� ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñïåöèôèêàöèÿ ñâîéñòâ àíàëèçèðóåìîé ÔÏ �
îïðåäåëÿåòñÿ äðóãîé ÔÏ � 0, âõîäíûìè çíà÷åíèÿìè äëÿ êîòîðîé
ÿâëÿþòñÿ âûõîäíûå çíà÷åíèÿ ÔÏ � ,

� ÔÏ � ñ÷èòàåòñÿ êîððåêòíîé îòíîñèòåëüíî ñïåöèôèêàöèè, âûðàæà-
åìîé ÔÏ � 0, åñëè è òîëüêî åñëè ñóïåðïîçèöèÿ f � 0(f � ) ôóíêöèé,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ÔÏ � è � 0, ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 íà âñåõ ñâîèõ
àðãóìåíòàõ, äàííîå óòâåðæäåíèå îáîçíà÷àåòñÿ çàïèñüþ

f � 0(f � ) = 1 (1)

� îáîñíîâàíèå óòâåðæäåíèÿ (1) ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó äèàãðàììû ñîñòî-
ÿíèé äëÿ ÔÏ � 0(�) , êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ñóïåðïîçèöèÿ f � 0(f � ).

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä âåðèôèêàöèè ÔÏ èëëþñòðèðóåòñÿ ïðèìåðîì
âåðèôèêàöèè ÔÏ ñîðòèðîâêè âñòàâêîé. Ñíà÷àëà ìû ïðåäñòàâëÿåì ïîë-
íîå äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè ýòîé ÔÏ íà îñíîâå ñòðóêòóðíîé èíäóê-
öèè. Ýòî äåëàåòñÿ äëÿ ñðàâíåíèÿ ñëîæíîñòè âåðèôèêàöèè ÔÏ íà îñíîâå
ìåòîäà ñòðóêòóðíîé èíäóêöèè, è ñëîæíîñòè ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà âå-
ðèôèêàöèè ÔÏ íà îñíîâå äèàãðàìì ñîñòîÿíèé. Äàëåå, ìû ïðåäñòàâëÿåì
äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè ÔÏ ìåòîäîì, îñíîâàííûì íà ïîñòðîåíèè
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äèàãðàìì ñîñòîÿíèé. Äîêàçàòåëüñòâî âòîðûì ìåòîäîì ìîæåò áûòü ïî-
ðîæäåíî àâòîìàòè÷åñêè. Ýòî äåìîíñòðèðóåò ïðåèìóùåñòâà ïðåäëàãàå-
ìîãî ìåòîäà âåðèôèêàöèè ÔÏ ïî ñðàâíåíèþ ñ âåðèôèêàöèåé íà îñíîâå
ìåòîäà ñòðóêòóðíîé èíäóêöèè.

2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

2.1. Òåðìû

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çàäàíî ìíîæåñòâî D çíà÷åíèé , è êàæäîå çíà-
÷åíèå èç D èìååò îäèí èç òðåõ òèïîâ: C, S èëè B . Çíà÷åíèÿ òèïà C
íàçûâàþòñÿ ñèìâîëàìè , çíà÷åíèÿ òèïà S íàçûâàþòñÿ ñèìâîëüíûìè
ñòðîêàìè (èëè ïðîñòî ñòðîêàìè ), çíà÷åíèÿ òèïà B íàçûâàþòñÿ áóëå-
âûìè çíà÷åíèÿìè . Ñóùåñòâóåò äâà áóëåâûõ çíà÷åíèÿ:> (èñòèíà) è ?
(ëîæü). Êàæäîå çíà÷åíèå òèïà S ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íóþ (âîçìîæ-
íî ïóñòóþ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé òèïà C. Ñîâîêóïíîñòè çíà÷å-
íèé òèïà C, S è B îáîçíà÷àþòñÿ çàïèñÿìè DC , DS è DB ñîîòâåòñòâåííî.

Òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çàäàíû ìíîæåñòâà

� X ïåðåìåííûõ ïî äàííûì (èëè ïðîñòî ïåðåìåííûõ ),

� C êîíñòàíò ,

� F ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ (ÔÑ) , è

� � ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ .

Êàæäûé ýëåìåíò x êàêîãî-ëèáî èç âûøåïåðå÷èñëåííûõ ìíîæåñòâ
ñâÿçàí ñ òèïîì , îáîçíà÷àåìûì çíàêîñî÷åòàíèåì � (x), è

� åñëèx 2 X èëè x 2 C, òî � (x) 2 f C; S; B g,

� åñëèx 2 F èëè x 2 � , òî � (x) � ýòî çàïèñü âèäà (t1; : : : ; tn ) ! t, ãäå
t1; : : : ; tn ; t 2 f C; S; B g.

Êàæäîé êîíñòàíòå c 2 C ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíò ìíîæåñòâà D� (c) , íà-
çûâàåìûé çíà÷åíèåì ýòîé êîíñòàíòû. Ñèìâîë " îáîçíà÷àåò êîíñòàíòó
òèïà S, çíà÷åíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïóñòàÿ ñòðîêà. Ñóùåñòâóþò êîíñòàí-
òû òèïà B , êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ > è ? , äàííûå êîíñòàíòû
îáîçíà÷àþòñÿ òåìè æå ñèìâîëàìè > è ? ñîîòâåòñòâåííî.

Êàæäîìó ÔÑ f 2 F ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ, îáîçíà÷àåìàÿ
òåì æå ñèìâîëîì f , è èìåþùàÿ âèä

f : Dt1 � : : : � D tn ! D t ; ãäå � (f ) = ( t1; : : : ; tn ) ! t:
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Íèæå ìû ïåðå÷èñëÿåì íåêîòîðûå ÔÑ èç F , ðÿäîì ñ êàæäûì ÔÑ ìû
óêàçûâàåì (÷åðåç äâîåòî÷èå) åãî òèï.

1) head : S ! C. Ôóíêöèÿ head îïðåäåëåíà íà íåïóñòûõ ñòðîêàõ, îíà
îòîáðàæàåò êàæäóþ íåïóñòóþ ñòðîêó â åå ïåðâûé ýëåìåíò (ò.å. åñëè
ñòðîêà u èìååò âèä a1 : : : an , òî head(u) = a1).

2) tail : S ! S. Ôóíêöèÿ tail îïðåäåëåíà íà íåïóñòûõ ñòðîêàõ, îíà
îòîáðàæàåò êàæäóþ íåïóñòóþ ñòðîêó u â ñòðîêó (íàçûâàåìóþ õâî-
ñòîì ñòðîêè u), ïîëó÷àåìóþ èç u óäàëåíèåì åå ïåðâîãî ýëåìåíòà.

3) conc : (C; S) ! S. Äëÿ êàæäîé ïàðû (a; u) 2 D C � D S ñòðî-
êà conc(a; u) ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ïðèïèñûâàíèÿ ñèìâîëà a â íà÷àëî
ñòðîêè u.

4) =: ( t; t ) ! B , ãäå t 2 f C; S; B g, ò.å. ñèìâîë = îáîçíà÷àåò òðè ÔÑ.
Çíà÷åíèå ôóíêöèè = íà ïàðå (x; y) ðàâíî > , åñëèx è y ñîâïàäàþò,
è ? , èíà÷å.

5) � : (C; C) ! B . Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî DC � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå
ìíîæåñòâî, è çíà÷åíèå ôóíêöèè � íà ïàðå (a; b) ðàâíî > , åñëèa � b,
è ? , èíà÷å.

6) Áóëåâû ÔÑ: : : B ! B , ^ : (B ; B ) ! B , è ò.ä., ñîîòâåòñòâóþùèå
ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè áóëåâûìè ôóíêöèÿìè íà àðãó-
ìåíòàõ > è ? (ò.å. : (> ) = ? , è ò.ä.).

7) if _ then_ else : (B ; t; t ) ! t, ãäå t 2 f C; S; B g, ò.å. çàïèñü
if _ then_ elseîáîçíà÷àåò òðè ÔÑ. Ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì
ÔÑ, îïðåäåëÿþòñÿ îäèíàêîâî:

if _ then_ else(a; x; y) def=
�

x; åñëèa = > ,
y; åñëèa = ? :

Ïîíÿòèå òåðìà îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî. Êàæäûé òåðì e ñâÿçàí ñ
íåêîòîðûì òèïîì � (e) 2 f C; S; B g. Îïðåäåëåíèå òåðìà èìååò ñëåäóþùèé
âèä:

� êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ ïî äàííûì è êàæäàÿ êîíñòàíòà ÿâëÿåòñÿ òåð-
ìîì, òèï êîòîðîãî ðàâåí òèïó ýòîé ïåðåìåííîé èëè êîíñòàíòû,
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� åñëèf � ÔÑ èëè ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, e1; : : : ; en òåðìû, è

� (f ) = ( � (e1); : : : ; � (en )) ! t;

òî çàïèñü f (e1; : : : ; en ) � òåðì òèïà t.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.

� Ìíîæåñòâî âñåõ òåðìîâ áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì E.

� 8 e; e0 2 E e0 íàçûâàåòñÿ ïîäòåðìîì òåðìà e, åñëè ëèáî e0 = e, ëèáî
e èìååò âèä f (e1; : : : ; en ), è 9 i 2 f 1; : : : ; ng : e0 � ïîäòåðì òåðìà ei .

� 8 e 2 E çàïèñè X e; � e îáîçíà÷àþò ìíîæåñòâà âñåõ ïåðåìåííûõ ïî
äàííûì è ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ ñîîòâåòñòâåííî, âõîäÿùèõ
â e.

� 8 X � X çàïèñü EX îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî f e 2 E j X e � X g.

� Áóäåì îáîçíà÷àòü òåðìû

head(e); tail (e); conc(e; e0); = ( e; e0); � (e; e0); if _ then_ else(e; e0; e00)

çàïèñÿìè eh , et , ee0, e = e0, e � e0, [[e]] e0 : e00, ñîîòâåòñòâåííî.

� Òåðì íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì , åñëè îí èìååò âèä e1 : : : en , ãäå 8 i =
1; : : : ; n ei � ïåðåìåííàÿ èëè êîíñòàíòà.

� Òåðìû, ñîäåðæàùèå áóëåâû ÔÑ, áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ òàê æå êàê â
ìàòåìàòè÷åñêèõ òåêñòàõ (ò.å. â âèäå çàïèñåée ^ e0, è ò.ä.), òåðìû

âèäà e1 ^ : : : ^ en ìîãóò òàêæå îáîçíà÷àòüñÿ çàïèñÿìè âèäà
n e1: : :

en

o
,

� 8 e 2 E çàïèñü De îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî D� (e) .

� Ñïèñêè òåðìîâ îáîçíà÷àþòñÿ çàïèñÿìè âèäà �e.

� Åñëè �e � ñïèñîê òåðìîâ âèäà (e1; : : : ; en ), òî

� � (�e) îáîçíà÷àåò ñïèñîê (� (e1), : : :, � (en )) ,

� X �e, � �e îáîçíà÷àþò ìíîæåñòâà
S n

i =1 X ei ,
S n

i =1 � ei ñîîòâåòñòâåí-
íî,

� D �e îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî De1 � : : : � D en .
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� Åñëè �e0 = ( e0
1; : : : ; e0

n ), �e00 = ( e00
1; : : : ; e00

n ) � ñïèñêè òåðìîâ, � (�e0) =
� (�e00), òî

� çàïèñü �e0 = �e00îáîçíà÷àåò òåðì (e0
1 = e00

1) ^ : : : ^ (e0
n = e00

n ),

� åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé ïàðû i; j
ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ èç f 1; : : : ; ng òåðì e0

i íå ÿâëÿåòñÿ ïîäòåð-
ìîì òåðìà e00

j , òî

� 8 e 2 E çàïèñü
e[e00

1=e0
1; : : : ; e00

n=e0
n ] (2)

îáîçíà÷àåò òåðì, ïîëó÷àåìûé èç e çàìåíîé 8 i = 1 ; : : : ; n
êàæäîãî ïîäòåðìà òåðìà e, ñîâïàäàþùåãî ñ e0

i , íà òåðì e00
i ,

òåðì (2) îáîçíà÷àåòñÿ òàêæå çàïèñüþ e[�e00=�e0],
� äëÿ êàæäîãî ñïèñêà òåðìîâ �e = ( e1; : : : ; em ) çàïèñü �e[�e00=�e0]

îáîçíà÷àåò òåðì

(e1[�e00=�e0]; : : : ; em [�e00=�e0]):

� Óòî÷íåíèåì íàçûâàåòñÿ çàïèñü � âèäà

e1=x1; : : : ; en=xn ; (3)

ãäåx1; : : : ; xn � ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå, e1; : : : ; en � ïðîñòûå òåðìû,
ïðè÷åì 8 i = 1 ; : : : ; n � (x i ) = � (ei ). 8 e 2 E çàïèñü e[� ] îáîçíà÷àåò
òåðì e[e1=x1; : : : ; en=xn ] (àíàëîãè÷íûå çàïèñè èñïîëüçóþòñÿ, êîãäà
âìåñòî òåðìà e ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïèñîê òåðìîâ). (3) íàçûâàåòñÿ ïå-
ðåèìåíîâàíèåì , åñëèe1; : : : ; en � ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå.

2.2. Ïîíÿòèå ôóíêöèîíàëüíîé ïðîãðàììû

Â íàñòîÿùåì òåêñòå ïîä ôóíêöèîíàëüíîé ïðîãðàììîé (ÔÏ) ïîíè-
ìàåòñÿ êîíå÷íàÿ ñîâîêóïíîñòü � ðàâåíñòâ âèäà

8
<

:

' 1(x11; : : : ; x1n1 ) = e1

: : :
' m (xm1; : : : ; xmn m ) = em

(4)

ãäå' 1; : : : ; ' m � ðàçëè÷íûå ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûå, è äëÿ êàæäîãî
i = 1 ; : : : ; m ' i (x i 1; : : : ; x in i ) è ei � òåðìû îäèíàêîâîãî òèïà, ïðè÷åì

X ei = f x i 1; : : : ; x in i g; � ei � f ' 1; : : : ; ' m g:
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Ãëàâíûì òåðìîì ÔÏ (4) íàçûâàåòñÿ ëåâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî ðàâåíñòâà
â (4) (ò.å. òåðì ' 1(x11; : : : ; x1n1 )).

Ñîâîêóïíîñòü ðàâåíñòâ, âõîäÿùèõ â ÔÏ (4), ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ñèñòåìó ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèîíàëüíûõ
ïåðåìåííûõ ' 1; : : : ; ' m . Äàííàÿ ñèñòåìà îïðåäåëÿåò ñïèñîê

(f ' 1 ; : : : ; f ' m ) (5)

÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèîíàëüíûì ïåðåìåííûì
' 1, : : :, ' m , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì (â ñìûñëå ïîðÿäêà íà ñïèñêàõ
÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé, îïèñàííîãî â [1]) ðåøåíèåì ñèñòåìû ôóíêöèîíàëü-
íûõ óðàâíåíèé (4). Ñïèñîê (5) íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåé íåïîäâèæíîé
òî÷êîé (ÍÍÒ) ÔÏ (4). Âñå äåòàëè, ñâÿçàííûå ñ ïîíÿòèåì ÍÍÒ ÔÏ, ì.á.
íàéäåíû â êíèãå [1]. Ïåðâàÿ ôóíöèÿ â ñïèñêå (5) (ò.å. f ' 1 ) îáîçíà÷àåòñÿ
çàïèñüþ f � , è íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé, îïðåäåëÿåìîé ÔÏ � .

Ïóñòü çàäàíà ÔÏ � . Çàïèñü E� îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ òåðìîâ,
òàêèõ, ÷òî âñå âõîäÿùèå â íèõ ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå âõîäÿò â � .

Áóäåì ñ÷èòàòü ÔÏ � è � 0 îäèíàêîâûìè, åñëè � 0 ïîëó÷àåòñÿ èç �
ïåðåèìåíîâàíèåì ïåðåìåííûõ ïî äàííûì è ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåí-
íûõ, ò.å. åñëè X � � è X � � 0 � ìíîæåñòâà âñåõ ïåðåìåííûõ ïî äàííûì
è ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â � è � 0 ñîîòâåòñòâåííî, òî
ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå f : X � � ! X � � 0, òàêîå,
÷òî � 0 ïîëó÷àåòñÿ èç � çàìåíîé êàæäîé ïåðåìåííîé v 2 X � � íà f (v).

3. Ïðèìåð ñïåöèôèêàöèè è âåðèôèêàöèè ôóíê-
öèîíàëüíîé ïðîãðàììû

3.1. Ïðèìåð ôóíêöèîíàëüíîé ïðîãðàììû

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ÔÏ:
8
>><

>>:

sort (x) = [[ x = " ]] " : insert (xh ; sort (x t ))
insert (a; y) = [[ y = " ]] a"

: [[a � yh ]] ay
: yh insert (a; yt )

(6)

Ýòà ÔÏ îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ ñîðòèðîâêè íà ñòðîêàõ. ÔÏ ñîñòîèò èç
äâóõ óðàâíåíèé, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

� sort : S ! S � îñíîâíàÿ ôóíêöèÿ, è
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� insert : (C; S) ! S � âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ
ïàðó (a; y) 2 D C � D S â ñòðîêó, ïîëó÷àåìóþ âñòàâêîé ñèìâîëà a
â ñòðîêó y, ïðè÷åì âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå: åñëè ñòðîêà y
óïîðÿäî÷åíà, òî ñòðîêà insert (a; y) òîæå óïîðÿäî÷åíà (ñòðîêà óïî-
ðÿäî÷åíà, åñëè åå êîìïîíåíòû îáðàçóþò íåóáûâàþùóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü).

3.2. Ïðèìåð ñïåöèôèêàöèè ôóíêöèîíàëüíîé ïðîãðàììû

Îäíî èç ñâîéñòâ êîððåêòíîñòè ÔÏ (6) èìååò ñëåäóþùèé âèä: 8 x 2 D S

ñòðîêà sort (x) óïîðÿäî÷åíà. Ýòî ñâîéñòâî ì.á. âûðàæåíî ôîðìàëüíî.
Ðàññìîòðèì ÔÏ, îïðåäåëÿþùóþ ôóíêöèþ ord ïðîâåðêè óïîðÿäî÷åííî-
ñòè ñòðîê:

ord (x) = [[ x = " ]] 1
: [[x t = "]] 1

: [[xh � (x t )h ]] ord (x t ) : 0
(7)

Ôóíêöèÿ ord ïîçâîëÿåò âûðàçèòü îïèñàííîå âûøå ñâîéñòâî êîððåêò-
íîñòè â âèäå ñëåäóþùåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî óòâåðæäåíèÿ:

8 x 2 D S ord (sort (x)) = 1 : (8)

3.3. Ïðèìåð âåðèôèêàöèè ôóíêöèîíàëüíîé ïðîãðàììû

Ïðîáëåìà âåðèôèêàöèè ñâîéñòâà êîððåêòíîñòè (8) ÔÏ (6) çàêëþ÷àåòñÿ
â ïîñòðîåíèè ôîðìàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ (8). Ýòî óòâåð-
æäåíèå ìîæåò áûòü äîêàçàíî êàê îáû÷íàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðåìà, ïó-
òåì èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Íàïðèìåð, äîêà-
çàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä.

Åñëè x = " , òî, ñîãëàñíî ïåðâîìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû (6), ðàâåíñòâî
sort (x) = " âåðíî, è ïîýòîìó

ord (sort (x)) = ord (" ) = 1 :

Ïóñòü x 6= " . Äîêàæåì (8) äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïî èíäóêöèè.
Ïðåäïîëîæèì ÷òî äëÿ êàæäîé ñòðîêè y, äëèíà êîòîðîé ìåíüøå, ÷åì

äëèíà ñòðîêè x, ðàâåíñòâî ord (sort (y)) = 1 âåðíî. Äîêàæåì, ÷òî òîãäà

ord (sort (x)) = 1 : (9)
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(9) ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

ord ( insert (xh ; sort (x t ))) = 1 : (10)

Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ord (sort (x t )) = 1 ; îòêóäà ñëåäóåò
(10) íà îñíîâàíèè ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà .
Èìååò ìåñòî èìïëèêàöèÿ:

ord (y) = 1 ) ord (insert (a; y)) = 1 (11)

Äîêàçàòåëüñòâî .
Èíäóêöèÿ ïî ñòðóêòóðå y.
Åñëè y = " , òî ïðàâàÿ ÷àñòü (11) èìååò âèä ord (a") = 1 , ÷òî âåðíî ïî

îïðåäåëåíèþ ord .
Ïóñòü y 6= " , è äëÿ êàæäîé ñòðîêè z, äëèíà êîòîðîé ìåíüøå ÷åì

äëèíà y, âåðíà èìïëèêàöèÿ:

ord (z) = 1 ) ord (insert (a; z)) = 1 (12)

Ïóñòü c def= yh , d def= yt . Òîãäà (11) èìååò âèä

ord (cd) = 1 ) ord (insert (a; cd)) = 1 (13)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èìïëèêàöèè (13) íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî åñëè
ord (cd) = 1 , òî âåðíû ñëåäóþùèå èìïëèêàöèè:

(a) a � c ) ord (a(cd)) = 1 ,

(b) c < a ) ord (c insert (a; d)) = 1 .

(a) âåðíî, ò.ê. èç a � c ñëåäóåò, ÷òîord (a(cd)) = ord (cd) = 1 :
Äîêàæåì (b).

� d = " . Â ýòîì ñëó÷àå ïðàâàÿ ÷àñòü (b) èìååò âèä

ord (c(a")) = 1 (14)

(14) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâàc < a.

� d 6= " . Ïóñòü p def= dh , q def= dt .

Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî åñëè c < a, òî

ord (c insert (a; pq)) = 1 (15)
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1) åñëèa � p, òî (15) èìååò âèä

ord (c(a(pq))) = 1 (16)

Ò.ê. c < a � p, òî (16) ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ

ord (c(a(pq))) = ord (a(pq)) = ord (pq) =
= ord (c(pq)) = ord (cd) = 1

2) åñëèp < a, òî (15) èìååò âèä

ord (c(p insert (a; q))) = 1 (17)

Ò.ê., ïî ïðåäïîëîæåíèþ

ord (cd) = ord (c(pq)) = 1

òî c � p, è ïîýòîìó (17) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ord (p insert (a; q)) = 1 (18)

Åñëè p < a, òî

insert (a; d) = insert (a; pq) = p insert (a; q)

ïîýòîìó (18) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ord (insert (a; d)) = 1 (19)

(19) ñëåäóåò èç èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ äëÿ ëåììû (ò.å.

èç èìïëèêàöèè (12), ãäå z def= d) èç ðàâåíñòâà

ord (d) = 1

êîòîðîå îáîñíîâûâàåòñÿ öåïî÷êîé ðàâåíñòâ

1 = ord (cd) = ord (c(pq)) = ( ò.ê. c � p)
= ord (pq) = ord (d):

Èç âûøåïðèâåäåííîãî ïðèìåðà ìû âèäèì, ÷òî äàæå äëÿ ïðîñòåéøåé
ÔÏ, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ñòðîê, äîêàçàòåëüñòâî åå êîððåêò-
íîñòè ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ìàòåìàòè÷åñêèì ðàññóæäåíèåì, êîòîðîå
òðóäíî ïðîâåðèòü è ãîðàçäî áîëåå òðóäíî ïîñòðîèòü.

Íèæå ìû ïðåäñòàâëÿåì ïðèíöèïèàëüíî äðóãîé ìåòîä âåðèôèêàöèè
ÔÏ, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè äèàãðàììû ñîñòîÿíèé ÔÏ, è èëëþñòðè-
ðóåì åãî äîêàçàòåëüñòâîì ñîîòíîøåíèÿ (8) íà îñíîâå ýòîãî ìåòîäà. Ýòî
äîêàçàòåëüñòâî ìîæåò áûòü ïîðîæäåíî àâòîìàòè÷åñêè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñâè-
äåòåëüñòâîì ïðåèìóùåñòâ ìåòîäà âåðèôèêàöèè ÔÏ íà îñíîâå äèàãðàìì
ñîñòîÿíèé.
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4. Ñîñòîÿíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàìì

4.1. Ïîíÿòèå ñîñòîÿíèÿ ôóíêöèîíàëüíîé ïðîãðàììû

Ñîñòîÿíèåì ÔÏ � íàçûâàåòñÿ çàïèñü s âèäà f � gy
x1 ;:::;x n ãäå

� � 2 E� � òåðì òèïà B , íàçûâàåìûé óñëîâèåì ñîñòîÿíèÿ s,

� y � ïðîñòîé òåðì, íàçûâàåìûé âûõîäíûì òåðìîì ñîñòîÿíèÿ s, è

� x1; : : : ; xn � ñïèñîê ïðîñòûõ òåðìîâ, íàçûâàåìûõ âõîäíûìè òåð-
ìàìè ñîñòîÿíèÿ s.

Ìíîæåñòâî âñåõ ñîñòîÿíèé ÔÏ � îáîçíà÷àåòñÿ çàïèñüþ S� . 8 s 2 S�

çàïèñü X s îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåìåííûõ ïî äàííûì, âõîäÿùèõ
â ñîñòîÿíèå s. Åñëè ñîñòîÿíèå s èìååò âèä f � gy

x1 ;:::;x n , òî áóäåì îáîçíà÷àòü
çàïèñÿìè � s, ys, è �xs òåðìû � , y è ñïèñîê x1; : : : ; xn , ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè

� s èìååò âèä e1 ^ : : : ^ en , òî s ìîæåò îáîçíà÷àòüñÿ çàïèñüþ
n e1: : :

en

o ys

�xs

.

Åñëè � s = > , òî s ìîæåò îáîçíà÷àòüñÿ çàïèñüþ fg ys
�xs

).
Ñîñòîÿíèå s 2 S� íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì ÔÏ � (è îáî-

çíà÷àåòñÿ çàïèñüþ s0
� ), åñëè îíî èìååò âèä f y = ' (�x)gy

�x ãäå

� ' � ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, âõîäÿùàÿ â ãëàâíûé òåðì ÔÏ � ,

� �x � ñïèñîê ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ,

� y � ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â �x, è

� � (' ) = � (�x) ! � (y).

Ñîñòîÿíèå s 2 S� íàçûâàåòñÿ òåðìèíàëüíûì , åñëè� s íå ñîäåðæèò
ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ.

Åñëè s 2 S� è � � óòî÷íåíèå, òî s[� ] îáîçíà÷àåò ñîñòîÿíèå f � s[� ]gys [� ]
�xs [� ].

Åñëè � � ïåðåèìåíîâàíèå, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî s[� ] ïîëó÷àåòñÿ èç s
ïåðåèìåíîâàíèåì.

4.2. Ðàâåíñòâî òåðìîâ è ñîñòîÿíèé

Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ X � X . Îçíà÷èâàíèåì ïåðåìåí-
íûõ èç X íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ � : X ! D , ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîé ïå-
ðåìåííîé x 2 X çíà÷åíèå � (x) òèïà � (x). Ìíîæåñòâî âñåõ îçíà÷èâàíèé
ïåðåìåííûõ èç X îáîçíà÷àåòñÿ çàïèñüþ X � . Äëÿ
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� êàæäîãî îçíà÷èâàíèÿ � 2 X � , è

� êàæäîãî òåðìà e, òàêîãî, ÷òî X e � X è � e = ; ,

çàïèñü e� îáîçíà÷àåò îáúåêò, êîòîðûé ëèáî ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì èç D,
ëèáî íå îïðåäåëåí, è âû÷èñëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî:

� åñëèe = x 2 X , òî e� = � (x),

� åñëèe = c 2 C, òî e� � çíà÷åíèå êîíñòàíòû c,

� åñëèe = f (e1; : : : ; en ), ãäåf 2 F , òî

� e� ðàâíî çíà÷åíèþ f (e�
1; : : : ; e�

n ), åñëè ýòî çíà÷åíèå îïðåäåëåíî,

� e� íå îïðåäåëåíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïóñòü çàäàíà ÔÏ � . Äëÿ êàæäîãî e 2 E� , è êàæäîãî � 2 X � , ãäå
X � X e, çàïèñü e�; � îáîçíà÷àåò çíà÷åíèå e íà � îòíîñèòåëüíî � ,
êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå êàê âûøå, ñî ñëåäóþùèì îòëè÷èåì: êàæäàÿ
ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ èç � e ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ÔÑ, ñ êîòîðûì
ñâÿçàíà ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïîíåíòîé
ÍÍÒ ÔÏ � .

Òåðìû e1 è e2 2 E� ñ÷èòàþòñÿðàâíûìè (îòíîñèòåëüíî ÔÏ � ), åñëè
äëÿ êàæäîãî îçíà÷èâàíèÿ � 2 (X e1 [ X e2 ) � îáúåêòû e�; �

1 è e�; �
2 ëèáî îáà

íå îïðåäåëåíû, ëèáî îáà îïðåäåëåíû è ñîâïàäàþò.
Ïðèìåðû ïàð ðàâíûõ òåðìîâ:

e1e0
1 = e2e0

2 è (e1 = e2) ^ (e0
1 = e0

2); ee0 = " è ? ;
[[> ]]e : e0 è e; [[? ]]e : e0 è e0; e = > è e; e= ? è : e;
e^ (e0 = e00) è e[e00=e0] ^ (e0 = e00):

Ïóñòü � � ÔÏ, è s; s0 � ïàðà ñîñòîÿíèé èç S� . Áóäåì ðàññìàòðèâàòü
s è s0 êàê ðàâíûå, åñëè âåðíî êàêîå-ëèáî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

� s0 ïîëó÷àåòñÿ èç s ïåðåèìåíîâàíèåì, è �xs = �xs0,

� � s0 = � ^ (x = e), ãäå x 2 X , x 62X s, e 2 E, � ïîëó÷àåòñÿ èç � s

çàìåíîé íåêîòîðûõ âõîæäåíèé e íà x, ys0 = ys, �xs0 = �xs;

� � s = � ^ (x = e), ãäåx 2 X , e � ïðîñòîé òåðì, x 62X e, s0 = s[e=x].
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4.3. Ïåðåõîäû ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàìì

Â ýòîì ïóíêòå îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå ïåðåõîäà ÔÏ. Êàæäûé òàêîé ïå-
ðåõîä âûðàæàåò ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè ÔÏ, è èìååò ìåòêó,
êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

� ëèáî îäíó èç ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ,

� ëèáî òåðì òèïà B , íàçûâàåìûé óñëîâèåì ýòîãî ïåðåõîäà.

Ïåðåõîäîì ÔÏ � íàçûâàåòñÿ òðîéêà r = ( s; s0; l ), ãäås; s0 � ñîñòîÿ-
íèÿ èç S� , íàçûâàåìûå íà÷àëîì è êîíöîì ïåðåõîäà r , ñîîòâåòñòâåííî,
è l � çàïèñü, íàçûâàåìàÿ ìåòêîé ïåðåõîäà r . Ïåðåõîä (s; s0; l ) íàçûâàåòñÿ

ïåðåõîäîì èç s â s0. Îí ìîæåò îáîçíà÷àòüñÿ òàêæå çàïèñüþ s l! s0.
8 s 2 S� åñòü ñëåäóþùèå ïåðåõîäû ñ íà÷àëîì s: ïóñòü s = f � gy

�x , òîãäà

1) åñëè� ñîäåðæèò ïîäòåðì âèäà ' (�e), è îäíî èç óðàâíåíèé â � èìå-
åò âèä ' (�x) = e; òî èìååòñÿ ïåðåõîä (íàçûâàåìûé ðàñêðûòèåì )

2) åñëè� ñîäåðæèò ïîäòåðì e òèïà B , òî èìååòñÿ ïàðà ïåðåõîäîâ

(20)

3) åñëè� ñîäåðæèò ïîäòåðì e òèïà S, òî èìååòñÿ ïàðà ïåðåõîäîâ

(21)

ãäåx; x 0 íîâûå ïåðåìåííûå (ò.å. íå âõîäÿùèå â X s).

Êàæäûé èç ïåðåõîäîâ, âõîäÿùèé â êàêóþ-ëèáî èç ïàð âèäà (20) èëè
(21), íàçûâàåòñÿ êîìïëåìåíòàðíûì ê äðóãîìó ïåðåõîäó èç ýòîé ïàðû.

Ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåõîäîâ ÔÏ � îáîçíà÷àåòñÿ çàïèñüþ R � .
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5. Îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèé

5.1. Ðàçâåðòêè ñîñòîÿíèé

Ïóñòü çàäàíà ÔÏ � .
Ðàçâåðòêîé ñîñòîÿíèÿ s 2 S� íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîå äåðåâî V ,

� êàæäîé âåðøèíå v êîòîðîãî ñîïîñòàâëåíî ñîñòîÿíèå sv 2 S� , ïðè-
÷åì êîðíþ ýòîãî äåðåâà ñîïîñòàâëåíî ñîñòîÿíèå s, è

� êàæäîìó ðåáðó r êîòîðîãî ñîïîñòàâëåí ïåðåõîä èç R � âèäà

sv
l! sv0, ãäå v è v0 � íà÷àëî è êîíåö ðåáðà r , ìåòêà l ýòîãî ïå-

ðåõîäà ÿâëÿåòñÿ òàêæå ìåòêîé ðåáðàr .

Âåðøèíû è ðåáðà V áóäóò îòîæäåñòâëÿòüñÿ ñ òåìè ñîñòîÿíèÿìè è
ïåðåõîäàìè ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå èì ñîïîñòàâëåíû.

5.2. Ïîíÿòèå îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ

Ïóñòü çàäàíà ÔÏ � .
Êàæäîìó ñîñòîÿíèþ s 2 S� ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî Us âñåõîêðåñò-

íîñòåé ñîñòîÿíèÿ s. Êàæäàÿ îêðåñòíîñòü U 2 Us ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì,

� âåðøèíàì êîòîðîãî ñîïîñòàâëåíû ñîñòîÿíèÿ èç S� , è

� ðåáðà èìåþò ìåòêè, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ñïèñêè ìåòîê, èñïîëü-
çóåìûõ â ðàçâ¼ðòêàõ ñîñòîÿíèé.

Ìíîæåñòâî Us îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1) Êàæäàÿ ðàçâåðòêàV ñîñòîÿíèÿ s, òàêàÿ, ÷òî 8 v 2 V èç âåðøèíû v

� ëèáî íå âûõîäèò íè îäíîãî ðåáðà (òàêàÿ v íàçûâàåòñÿ ëè-
ñòîì ),

� ëèáî âûõîäèò îäíî ðåáðî, ÿâëÿþùååñÿ ðàñêðûòèåì,

� ëèáî âûõîäèò ïàðà êîìïëåìåíòàðíûõ ðåáåð,

ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Us.

2) Ïóñòü U 2 Us, è s0 � âåðøèíà U, íå ÿâëÿþùàÿñÿ íè êîðíåì, íè
ëèñòîì, òîãäà, åñëè

� ðåáðî ñ êîíöîì â s0, èìååò âèä s0
l! s0, è
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� ðåáðà ñ íà÷àëîì s0, èìåþò âèä s0 l1! s1, : : :, s0 ln! sn ,

òî Us ñîäåðæèò äåðåâîU0, ïîëó÷àåìîå èç U

� óäàëåíèåì âåðøèíû s0 è ñâÿçàííûõ ñ íåé ðåáåð, è

� äîáàâëåíèåì ðåáåð s0
ll 1! s1; : : : ; s0

ll n! sn , ãäå8 i = 1 ; : : : ; n ll i

� êîíêàòåíàöèÿ ñïèñêîâ l è l i .

3) Ïóñòü U 2 Us, è s0 � ïðîòèâîðå÷èâàÿ âåðøèíà U (ò.å. � s0 = ? ),
íå ÿâëÿþùàÿñÿ êîðíåì, òîãäà Us ñîäåðæèò äåðåâî U0, ïîëó÷àåìîå
èç U óäàëåíèåì âåðøèí, äîñòèæèìûõ èç s0 (ò.å. òàêèõ, â êîòîðûå
ñóùåñòâóåò ïóòü èçs0), à òàêæå ðåáåð, ñâÿçàííûõ ñ ýòèìè âåðøè-
íàìè.

Îêðåñòíîñòü U0, ïîëó÷àåìóþ èç U ñîãëàñíî ïóíêòàì 2 è 3 äàííîãî
îïðåäåëåíèÿ, áóäåì íàçûâàòü ðåäóêöèåé îêðåñòíîñòè U.

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî

� âåðøèíà s êàêîé-ëèáî îêðåñòíîñòè ïðîòèâîðå÷èâà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà êîíöû âñåõ ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç s, ïðîòèâîðå÷èâû, è

� ñîñòîÿíèå ïðîòèâîðå÷èâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ëèñòüÿ
íåêîòîðîé åãî îêðåñòíîñòè ïðîòèâîðå÷èâû.

Åñëè U � îêðåñòíîñòü êàêîãî-ëèáî ñîñòîÿíèÿ, òî 8 v 2 U ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé ïóòü èç êîðíÿ U â âåðøèíó v. Âñå âåðøèíû U, ëåæàùèå
íà ýòîì ïóòè è íå ñîâïàäàþùèå ñ v, áóäåì íàçûâàòü ïðåäêàìè v.

Ïðè ãðàôè÷åñêîì èçîáðàæåíèè îêðåñòíîñòåé ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
ñëåäóþùåå ñîãëàøåíèå: åñëè U � îêðåñòíîñòü êàêîãî-ëèáî ñîñòîÿíèÿ, òî
â ãðàôè÷åñêîì èçîáðàæåíèè îêðåñòíîñòè U

� âåðøèíû, âõîäÿùèå â U, èçîáðàæàþòñÿ îâàëàìè, ïðè÷åì êîðíåâàÿ
âåðøèíà èçîáðàæàåòñÿ äâîéíûì îâàëîì, ïðîòèâîðå÷èâûå âåðøèíû
ìîãóò èçîáðàæàòüñÿ ÷åðíûìè êâàäðàòàìè ( ),

� 8 s 2 U îâàë Os, èçîáðàæàþùèé s, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû, âõîäÿùèå â � s, èçîáðàæàþòñÿ â ñòîë-
áèê âíóòðè Os (à åñëè� s = > , òî âíóòðè Os íè÷åãî íå ðèñóåò-
ñÿ),

� ñïèñîê �xs âõîäíûõ òåðìîâ è âûõîäíîé òåðì ys ñîñòîÿíèÿ s
èçîáðàæàþòñÿ ñïðàâà îò Os ñíèçó è ñâåðõó ñîîòâåòñòâåííî, è
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� èäåíòèôèêàòîð ñîñòîÿíèÿ s èçîáðàæàåòñÿ ñëåâà ñâåðõó îòOs,

� ðåáðà, âõîäÿùèå â U èçîáðàæàþòñÿ ñòðåëêàìè, ñîåäèíÿþùèìè îâà-

ëû: åñëè U ñîäåðæèò ðåáðî s l! s0, òî

� äàííîå ðåáðî èçîáðàæàåòñÿ ñòðåëêîé èç Os â Os0, è

� ðÿäîì ñ ýòîé ñòðåëêîé ì.á. óêàçàíû êîìïîíåíòû ìåòêè l.

5.3. Ïðèìåðû îêðåñòíîñòåé

Â ýòîì ïóíêòå ìû ïðèâîäèì ïðèìåðû îêðåñòíîñòåé ñîñòîÿíèé äëÿ ÔÏ
ñîðòèðîâêè (6) è äëÿ ÔÏ ïðîâåðêè óïîðÿäî÷åííîñòè ñòðîê (7).

5.3.1. Ïðèìåðû îêðåñòíîñòåé äëÿ ïðîãðàììû ñîðòèðîâêè

Ïåðåïèøåì ÔÏ ñîðòèðîâêè (6), èñïîëüçóÿ áîëåå êîðîòêèå îáîçíà÷åíèÿ
äëÿ âõîäÿùèõ â íåå ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ (áóäåì îáîçíà÷àòü òåð-
ìû âèäà sort (x) è insert (a; y) çàïèñÿìè ' (x) è a ! y ñîîòâåòñòâåííî):

(
' (x) = [[ x = " ]] " : (xh ! ' (x t ))

a ! y = [[ y = " ]]a" :
�

[[a � yh ]] ay : yh(a ! yt )
� (22)

Îäíà èç ðàçâåðòîê ñîñòîÿíèÿ s0
def= f y = ' (x)gy

x ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ
ñîñòîÿíèé è ðåáåð:
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Îäíà èç îêðåñòíîñòåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ äàííîé ðàçâåðòêå, èìååò âèä

(23)

Îäíà èç îêðåñòíîñòåé ñîñòîÿíèÿ s2 â (23) èìååò âèä

(24)
Îäíà èç îêðåñòíîñòåé ñîñòîÿíèÿ s� â (24) èìååò âèä
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Âñå ëèñòüÿ ïîñëåäíåé îêðåñòíîñòè ïðîòèâîðå÷èâû, ò.ê. ñðåäè êîíú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíîâ, âõîäÿùèõ â èõ óñëîâèÿ, ñîäåðæàòñÿ ðàâåíñòâà âèäà
" = uv, êîòîðûå ðàâíû òåðìó ? . Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ñêàçàííîìó âûøå,
ïðîòèâîðå÷èâîé ÿâëÿåòñÿ è s� .

Îáúåäèíÿÿ îêðåñòíîñòè (23) è (24), ñ ó÷åòîì âûøåñêàçàííîãî çàêëþ-

÷àåì, ÷òî îäíà èç îêðåñòíîñòåé ñîñòîÿíèÿ s0
def= f y = ' (x)gy

x èìååò âèä

(25)

Äðóãîé ïðèìåð îêðåñòíîñòè ñâÿçàí ñ ñîñòîÿíèåì s5. Îäíà èç îêðåñò-
íîñòåé ýòîãî ñîñòîÿíèÿ èìååò âèä
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Äàííóþ îêðåñòíîñòü ìîæíî ðåäóöèðîâàòü, è ïîëó÷èòü îêðåñòíîñòü

(26)

5.3.2. Ïðèìåðû îêðåñòíîñòåé äëÿ ïðîãðàììû ïðîâåðêè óïîðÿ-
äî÷åííîñòè ñòðîê

Äðóãèå ïðèìåðû îêðåñòíîñòåé ñîñòîÿíèé ñâÿçàíû ñ ÔÏ (7) ïðîâåðêè
óïîðÿäî÷åííîñòè ñòðîê. Ïåðåïèøåì ýòó ÔÏ, èñïîëüçóÿ áîëåå êîðîòêîå
îáîçíà÷åíèå äëÿ âõîäÿùåé â íåå ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé:

o(x) = [[ x = " ]]1 :
�

[[x t = "]]1 : [[xh � (x t )h ]]o(x t ) : 0
�

(27)

Îäíà èç îêðåñòíîñòåé ñîñòîÿíèÿ � 0
def= f z = o(h)gz

h ýòîé ÔÏ èìååò âèä
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Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ÔÏ, äàííóþ
îêðåñòíîñòü ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â îêðåñòíîñòü

(28)

6. Âëîæåíèÿ ñîñòîÿíèé

6.1. ßâíûå, óñëîâíûå è îáîñíîâàííûå âëîæåíèÿ ñîñòîÿíèé

Ïóñòü çàäàíà ïàðà ñîñòîÿíèé s; s0 2 S� .

� ßâíîå âëîæåíèå s â s0 � ýòî çàïèñü âèäà

� : s ,! s0;

ãäå� � óòî÷íåíèå, è � s = � s0[� ] ^ � , ïðè÷åì � � = ; .

� Óñëîâíîå âëîæåíèå s â s0 � ýòî çàïèñü âèäà
�

� : r ,! r 0

u[� ] ,! u0[� 0]

�
: s ,! s0; (29)

ãäå� : r ,! r 0 � ÿâíîå âëîæåíèå, u, u0 2 S� , � è � 0 � óòî÷íåíèÿ, è

� s = � u[� ] ^ � r ; � s0 = � u0[� 0] ^ � r 0:

Ïîñûëêîé óñëîâíîãî âëîæåíèÿ (29) íàçûâàåòñÿ çàïèñü u ,! u0, ãäå
u è u0 � ñîîòâåòñòâóþùèå ñîñòîÿíèÿ, âõîäÿùèå â (29).

� Îáîñíîâàííîå âëîæåíèå s â s0 � ýòî çàïèñü âèäà

s
!

,! s0 (30)

åñëè9 U 2 Us, 9 U0 2 Us0: äëÿ êàæäîãî íåòåðìèíàëüíîãî ëèñòà r 2 U

44



� ëèáî ñóùåñòâóåò ÿâíîå âëîæåíèå r â íåêîòîðîå r 0 2 U0,

� ëèáî ñóùåñòâóåò óñëîâíîå âëîæåíèå r â íåêîòîðîå r 0 2 U0, ïðè-
÷åì åãî ïîñûëêà èìååò âèä s ,! s0, ãäås è s0 � ñîñòîÿíèÿ â (30).

� Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî s âëîæåíî â s0, åñëè ñóùåñòâóåò ëèáî ÿâíîå
âëîæåíèå s â s0, ëèáî óñëîâíîå âëîæåíèå s â s0 ñ îáîñíîâàííîé ïî-
ñûëêîé.

Çàïèñü s � s0 îáîçíà÷àåò, ÷òî s âëîæåíî â s0.

Îòìåòèì, ÷òî êàæäîå îáîñíîâàííîå âëîæåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê óñëîâíîå âëîæåíèå ñ îáîñíîâàííîé ïîñûëêîé (êîìïîíåíòà �ÿâíîå âëî-
æåíèå� â ýòîì óñëîâíîì âëîæåíèè ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé).

6.2. Ïðèìåðû âëîæåíèé ñîñòîÿíèé

6.2.1. Ïðèìåðû ÿâíûõ âëîæåíèé

1) Äëÿ ñîñòîÿíèé s4 =
�

a � c
cd = ' (b)

� acd

ab
è s0 = f y = ' (x)gy

x , âõîäÿùèõ

â îêðåñòíîñòü (25), èìååòñÿ ÿâíîå âëîæåíèå

[cd=y; b=x] : s4 ,! s0: (31)

2) Äëÿ ñîñòîÿíèé s7 =

8
<

:

c < a; c � i
q = a ! ij
ij = ' (g)

9
=

;

cq

acg

è s2 =
�

y = a ! p
p = ' (b)

� y

ab
,

âõîäÿùèõ â îêðåñòíîñòè (26) è (23) ñîîòâåòñòâåííî, èìååòñÿ ÿâíîå
âëîæåíèå

[q=y; ij=p; g=b] : s7 ,! s2: (32)

3) Äëÿ ñîñòîÿíèé � 1 =
�

r � v
z = o(vw)

� z

rvw
è � 0 = f z = o(h)gz

h , âõîäÿ-

ùèõ â îêðåñòíîñòü (28), èìååòñÿ ÿâíîå âëîæåíèå

[vw=h] : � 1 ,! � 0: (33)

6.2.2. Ïðèìåð óñëîâíîãî âëîæåíèÿ

Äëÿ ñîñòîÿíèé s8 =

8
>><

>>:

c < a; c < r
q = a ! d
d = r ! j
cj = ' (g)

9
>>=

>>;

cq

arg

è s2 =
�

y = a ! p
p = ' (b)

� y

ab
; âõîäÿ-

ùèõ â îêðåñòíîñòè (26) è (23) ñîîòâåòñòâåííî, èìååòñÿ óñëîâíîå âëîæåíèå
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ñ ïîñûëêîé s5 ,! s0:
8
>>>>><

>>>>>:

[q=y; d=p] :
�

c < a
q = a ! d

� cq

acd
,! f y = a ! pgy

ap

s5[� ] =

8
<

:

c < r
d = r ! j
cj = ' (g)

9
=

;

cd

rg

,! s0[� 0] = f p = ' (b)gp
b

9
>>>>>=

>>>>>;

: s8 ,! s2; (34)

ãäå� = [ r=a; d=q; j=d; g=b], � 0 = [ p=y; b=x].

6.2.3. Ïðèìåð îáîñíîâàííîãî âëîæåíèÿ

Îäèí èç ïðèìåðîâ îáîñíîâàííîãî âëîæåíèÿ: s5
!

,! s0, ãäå s5 è s0 � ñî-
ñòîÿíèÿ èç (25). Â äàííîì ñëó÷àå U = (26) è U0 = (23) . Â îêðåñòíîñòè
(26)

� ñîñòîÿíèå s6 ÿâëÿåòñÿ òåðìèíàëüíûì,

� cóùåñòâóåò ÿâíîå âëîæåíèå (32) ñîñòîÿíèÿ s7 â ñîñòîÿíèå s2, è

� ñóùåñòâóåò óñëîâíîå âëîæåíèå (34) ñîñòîÿíèÿ s8 â ñîñòîÿíèå s2 ñ
ïîñûëêîé s5 ,! s0.

7. Äèàãðàììû ñîñòîÿíèé

7.1. Ïîíÿòèå äèàãðàììû ñîñòîÿíèé

Ïóñòü çàäàíà ÔÏ � .
Äèàãðàììà ñîñòîÿíèé (ÄÑ) ÔÏ � � ýòî òðîéêà

D = ( U; N; I ); (35)

êîìïîíåíòû êîòîðîé èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë:

� U � íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ s0
� ,

� N � ñîâîêóïíîñòü âñåõ íåòåðìèíàëüíûõ ëèñòüåâ îêðåñòíîñòè U, è

� I ñîñòîèò èç ïàð âèäà (s; s0), ãäå s 2 N , s0 � ïðåäîê s, è s � s0,
ïðè÷åì 8 s 2 N 9 s0 : (s; s0) 2 I .

Ïðè ãðàôè÷åñêîì èçîáðàæåíèè ÄÑ (35) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïàðû
èç I ïîìå÷åííûìè ñòðåëêàìè íà îêðåñòíîñòè U: ïàðà (s; s0) 2 I áóäåò
èçîáðàæàòüñÿ ñòðåëêîé ñ íà÷àëîì s, êîíöîì s0 è ìåòêîé � .
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7.2. Ïðèìåðû äèàãðàìì ñîñòîÿíèé

7.2.1. Äèàãðàììà ñîñòîÿíèé äëÿ ïðîãðàììû ñîðòèðîâêè

ÄÑ äëÿ ÔÏ (22) ñòðîèòñÿ íà îñíîâå îêðåñòíîñòè (25) è èìååò âèä

(36)

Â äàííîé ÄÑ ðåáðà ñ ìåòêîé � ñîîòâåòñòâóþò ÿâíîìó âëîæåíèþ (31)

è îáîñíîâàííîìó âëîæåíèþ s5
!

,! s0, ðàññìîòðåííîìó â ïóíêòå 6.2.3.

7.2.2. Äèàãðàììà ñîñòîÿíèé äëÿ ïðîãðàììû ïðîâåðêè óïîðÿäî-
÷åííîñòè ñòðîê

ÄÑ äëÿ ÔÏ (27) ñòðîèòñÿ íà îñíîâå îêðåñòíîñòè (28) è èìååò âèä

(37)

Â äàííîé ÄÑ ðåáðî ñ ìåòêîé � ñîîòâåòñòâóåò ÿâíîìó âëîæåíèþ (33).
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8. Âåðèôèêàöèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàìì íà
îñíîâå ïîíÿòèÿ äèàãðàììû ñîñòîÿíèé

8.1. Ñóïåðïîçèöèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàìì

8.1.1. Ïîíÿòèå ñóïåðïîçèöèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàìì

Ïóñòü çàäàíû ÔÏ � è � 0, ïðè÷åì ãëàâíûå òåðìû â � è � 0 èìåþò âèä
' (�x) è ' 0(u) ñîîòâåòñòâåííî, ãäå � (' (�x)) = � (u), è X � � \ X � � 0 = ; .

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî îïðåäåëèòü ÔÏ � 0(�) , êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñó-
ïåðïîçèöèåé ÔÏ � è � 0, è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü ðàâåíñòâ,

� ïåðâîå èç êîòîðûõ èìååò âèä  (�x) = ' 0(' (�x)) , ãäå � íîâàÿ ôóíê-
öèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà, è

� äðóãèå ðàâåíñòâà � ýòî âñå ðàâåíñòâà, âõîäÿùèå â� è � 0.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî 8 �d 2 D �x f � 0(�) ( �d) = f � 0(f � ( �d)) .

8.1.2. Îêðåñòíîñòè íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ñóïåðïîçèöèè ôóíê-
öèîíàëüíûõ ïðîãðàìì

Ïóñòü çàäàíû

� ÔÏ � è � 0, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì â íà÷àëå ïóíêòà 8.1.1, è

� îêðåñòíîñòè U 2 Us0
�

, U0 2 Us0
� 0

, ïðè÷åì âûïîëíåíî óñëîâèå

8 s 2 U; 8 s0 2 U0 X s \ X s0 = ; :

8 s 2 U, 8 s0 2 U0 áóäåì îáîçíà÷àòü çàïèñüþ ss0 ñîñòîÿíèå ÔÏ � 0(�) ,
îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü s = f � gy

�x , s0 = f � 0gz
y0, òîãäà

ss0def= f � ^ � 0^ (y = y0)gz
�x :

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè s0
� = f y = ' (�x)gy

�x , s0
� 0 = f z = ' 0(y0)gz

y0, òî

s0
� 0(�) = f z =  (�x)gz

�x = f z = ' 0(' (�x))gz
�x =

�
z = ' 0(y)
y = ' (�x)

� z

�x
= s0

� s0
� 0:

Îáîçíà÷èì çàïèñüþ UU0äåðåâî, âåðøèíû êîòîðîãî èìåþò ìåòêè âèäà
ss0, ãäås 2 U, s0 2 U0, óêàçàíèåì íåäåòåðìèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà åãî
ïîñòðîåíèÿ. Äàííûé àëãîðèòì ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ýòàïîâ. Äåðåâî,
ïîñòðîåííîå íà êàæäîì èç ýòèõ ýòàïîâ, îáîçíà÷àåòñÿ òîé æå çàïèñüþ
UU0.
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� Íà ïåðâîì ýòàïå UU0 îïðåäåëÿåòñÿ êàê äåðåâî èç îäíîé âåðøèíû,
êîòîðàÿ èìååò ìåòêó s0

� s0
� 0.

� Êàæäûé ïîñëåäóþùèé ýòàï çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî åñëè ïîñòðîåí-
íîå ê òåêóùåìó ìîìåíòó äåðåâî UU0 ñîäåðæèò ëèñòv ñ ìåòêîé ss0,
ãäå ëèáî s íå ÿâëÿåòñÿ ëèñòîì â U, ëèáî s0 íå ÿâëÿåòñÿ ëèñòîì â U0

òî âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç äâóõ ñëåäóþùèõ îïåðàöèé:

� åñëè s íå ÿâëÿåòñÿ ëèñòîì â U, è ñïèñîê åãî ïîñëåäîâàòåëåé
èìååò âèä s1; : : : ; sn , òî ê ïîñòðîåííîìó äåðåâó UU0 äîáàâëÿ-
þòñÿ ïîñëåäîâàòåëè âåðøèíû v ñ ìåòêàìè s1s0, : : :, sns0,

� åñëès0 íå ÿâëÿåòñÿ ëèñòîì â U0, òî âìåñòî ïðåäûäóùåé ìîæåò
âûïîëíÿòüñÿ àíàëîãè÷íàÿ îïåðàöèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëåé s0.

Òåîðåìà 1
Îïðåäåëåííîå âûøå äåðåâî UU0 ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ íà÷àëüíîãî

ñîñòîÿíèÿ ÔÏ � 0(�) .

8.1.3. Äèàãðàììà ñîñòîÿíèé ñóïåðïîçèöèè ôóíêöèîíàëüíûõ
ïðîãðàìì

Òåîðåìà 2
Ïóñòü ÔÏ � è � 0 èìåþò ÄÑ, è îïðåäåëåíà ñóïåðïîçèöèÿ � 0(�) .
Òîãäà ÔÏ � 0(�) òîæå èìååò ÄÑ.

8.2. Çàäà÷à âåðèôèêàöèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàìì

Çàäà÷à âåðèôèêàöèè ÔÏ � çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè äîêàçàòåëüñòâà
óòâåðæäåíèÿ î òîì, ÷òî ÔÏ � óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó, âûðàæàåìîìó
íåêîòîðîé ôîðìàëüíîé ñïåöèôèêàöèåé Spec.

Íèæå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: çàïèñü âèäà f =
1, ãäåf � ôóíêöèÿ, îáîçíà÷àåò óòâåðæäåíèå:

ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 íà âñåõ ñâîèõ àðãóìåíòàõ.

Â ðÿäå ñëó÷àåâ

� ôîðìàëüíàÿ ñïåöèôèêàöèÿ Specâûðàæàåòñÿ äðóãîé ÔÏ � 0, è

� êîððåêòíîñòü � îòíîñèòåëüíî Specâûðàæàåòñÿ óòâåðæäåíèåì

f � 0(�) = 1 : (38)
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Íàïðèìåð, îäíî èç ñâîéñòâ êîððåêòíîñòè ÔÏ ñîðòèðîâêè â ïóíêòå
3.1 âûðàæàåòñÿ óòâåðæäåíèåì âèäà (38) (à èìåííî, óòâåðæäåíèåì (8)).

Òåîðåìà 3

Ïóñòü ÔÏ � èìååò ÄÑ, â êîòîðîé äëÿ êàæäîãî òåðìèíàëüíîãî ñîñòî-
ÿíèÿ s òåðì ys ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé 1. Òîãäà f � = 1 .

Ïðèâåäåííûå âûøå òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ òåîðåòè÷åñêîé îñíîâîé ìåòîäà
âåðèôèêàöèè ÔÏ íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ ÄÑ

� äëÿ àíàëèçèðóåìîé ÔÏ � , è

� äëÿ ÔÏ � 0, ïðåäñòàâëÿþùåé ïðîâåðÿåìîå ñâîéñòâî.

Åñëè ýòè ÔÏ èìåþò ÄÑ, òî, ñîãëàñíî òåîðåìå 2, � 0(�) òîæå èìååò ÄÑ.
Åñëè ýòà ÄÑ îáëàäàåò ñâîéñòâîì, îïèñàííûì â òåîðåìå 3, òî áóäåò âåðíî
(38).

Â ñëåäóþùåì ïóíêòå èçëàãàåòñÿ ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ìåòîäà.

8.3. Ïðèìåð âåðèôèêàöèè ôóíêöèîíàëüíîé ïðîãðàììû
ñîðòèðîâêè ïðè ïîìîùè äèàãðàììû ñîñòîÿíèé

Â ýòîì ïóíêòå ìû èëëþñòðèðóåì îïèñàííûé âûøå ìåòîä âåðèôèêà-
öèè ïðèìåðîì äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ (8) äëÿ ÔÏ, îïðåäåëåííîé
â ïóíêòå 3.1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà (38), ãäå� = (22) è � 0 = (27), ïîñòðîèì
îêðåñòíîñòü íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ s0

� 0(�) ÔÏ � 0(�) êàê îêðåñòíîñòü âèäà
UU0, â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì â ïóíêòå (8.1.2) èñïîëüçóÿ

� â êà÷åñòâåU � îêðåñòíîñòü (25) ñîñòîÿíèÿ s0
� è

� â êà÷åñòâåU0 � îêðåñòíîñòü (28) ñîñòîÿíèÿ s0
� 0.
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Íåêîòîðûå ñîñòîÿíèÿ ïîëó÷èâøåéñÿ îêðåñòíîñòè áóäóò ïðîòèâîðå÷è-
âûìè. Ïîñëå èõ óäàëåíèÿ ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îêðåñòíîñòü:

(39)

Îêðåñòíîñòü (39) ñîäåðæèò 5 ëèñòüåâ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

� âûõîäíîé òåðì äâóõ èç ýòèõ ëèñòüåâ ( � 3s1 è � 4s3) ðàâåí 1,

� ñóùåñòâóåò ÿâíîå âëîæåíèå ëèñòà � 1s4 â ñîñòîÿíèå � 0s0:

[b=x; cd=y] : � 1s4 ,! � 0s0;

� ñóùåñòâóåò óñëîâíîå âëîæåíèå � 1s5 â � 0s0 ñ îáîñíîâàííîé ïîñûëêîé
s5 ,! s0:

8
<

:
[vw=y] :

�
c � v
z = o(vw)

� z

vw
,! f z = o(y)gz

y

s5[vw=q] ,! s0[ ]

9
=

;
: � 1s5 ,! � 0s0:
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Ïîñòðîèì îêðåñòíîñòü ëèñòà � 2s5. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëåé ñîñòî-
ÿíèÿ � 2s5, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîñëåäîâàòåëÿì s6; s7; s8 ñîñòîÿíèÿ s5.

� � 2s6 = f v < u; c < a; uvw = ca"g0
ac" , ýòî ñîñòîÿíèå ïðîòèâîðå÷èâî.

� � 2s7 =

8
<

:

v < c < a; c � i
vw = a ! ij
ij = ' (b)

9
=

;

0

acg

. Èç äàííîãî ñîñòîÿíèÿ âîçìîæíû

äâà êîìïëåìåíòàðíûõ ïåðåõîäà â ñîñòîÿíèÿ, â óñëîâèè îäíîãî èç
êîòîðûõ áóäåò êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí v = a, à â óñëîâèè äðóãîãî �
v = i . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îáà ýòè ñîñòîÿíèÿ ïðîòèâîðå÷èâû.

� � 2s8 =

8
>><

>>:

v < c < a; c < r
vw = a ! d
d = r ! j
cj = ' (g)

9
>>=

>>;

0

arg

. Èç äàííîãî ñîñòîÿíèÿ âîçìîæíû

äâà êîìïëåìåíòàðíûõ ïåðåõîäà â ñîñòîÿíèÿ s; s0, ãäå

� â � s áóäåò êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí d = " , ïîýòîìó â � s âîçìîæåí
òàêæå êîíüþíêòèâíûé ÷ëåí v = a, îòêóäà íåòðóäíî ïîëó÷èòü
êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí a < c < a â � s, ò.å. s ïðîòèâîðå÷èâî,

� â � s0 áóäåò êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí d = pq, ãäå p; q � íîâûå ïå-
ðåìåííûå. Èç s0 âîçìîæíû äâà êîìïëåìåíòàðíûõ ïåðåõîäà â
ñîñòîÿíèÿ ~s; ~s0, ãäå

� â � ~s áóäåò êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí a � p, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
â � ~s âîçìîæåí òàêæå êîíüþíêòèâíûé ÷ëåí v = a, îòêóäà
íåòðóäíî äîêàçàòü ïðîòèâîðå÷èâîñòü ~s, è

� â � ~s0 áóäåò êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí p < a, è

~s0 =

8
>><

>>:

v < c < a; c < r
w = a ! q
vq = r ! j
cj = ' (g)

9
>>=

>>;

0

arg

=

8
<

:

v < c < a; c < r
vq = r ! j
cj = ' (g)

9
=

;

0

arg

:

Òàêèì îáðàçîì, îäíà èç îêðåñòíîñòåé � 2s5 èìååò âèä

� 2s5 ! ~s0: (40)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî èìååòñÿ ÿâíîå âëîæåíèå

[q=w; r=a; j=d; g=b] : ~s0 ,! � 2s5:
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Îáúåäèíÿÿ (39) è (40), ïîëó÷àåì îêðåñòíîñòü ñ ïÿòüþ ëèñòüÿìè, ïðè-
÷åì

� äâà èç ýòèõ ëèñòüåâ òåðìèíàëüíû è èõ âûõîäíîé òåðì ðàâåí 1, è

� îñòàëüíûå òðè ëèñòà íåòåðìèíàëüíû, è êàæäûé èç íèõ âëîæåí â
íåêîòîðîãî ñâîåãî ïðåäêà.

Òàêèì îáðàçîì, îáúåäèíåíèå îêðåñòíîñòåé (39) è (40), âìåñòå ñ óêà-
çàííûìè âûøå âëîæåíèÿìè íåòåðìèíàëüíûõ ëèñòüåâ, ÿâëÿåòñÿ ÄÑ ÔÏ
� 0(�) .

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 3, çàêëþ÷àåì, ÷òî âåðíî ðàâåíñòâî (38).

9. Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå äèàãðàììû ñîñòîÿíèé ôóíê-
öèîíàëüíîé ïðîãðàììû, è ïðåäëîæåí ìåòîä âåðèôèêàöèè, îñíîâàííûé
íà ïîíÿòèè äèàãðàììû ñîñòîÿíèé.

Ãëàâíûì ïðåèìóùåñòâîì ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà âåðèôèêàöèè ÿâëÿ-
åòñÿ âîçìîæíîñòü åãî ïîëíîé àâòîìàòèçàöèè: ïîñòðîåíèå ÄÑ ìîæåò áûòü
âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè ïðè ïîìîùè äîñòàòî÷íî ïðîñòîãî àëãîðèòìà.

Îäíà èç ïðîáëåì äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé, ñâÿçàííàÿ ñ ïîíÿ-
òèåì äèàãðàììû ñîñòîÿíèé, èìååò ñëåäóþùèé âèä: íàéòè äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå (ïî âîçìîæíîñòè íàèáîëåå ñèëüíîå) íà ôóíêöèîíàëüíóþ ïðî-
ãðàììó, òàêîå, ÷òî åñëè ôóíêöèîíàëüíàÿ ïðîãðàììà óäîâëåòâîðÿåò ýòî-
ìó óñëîâèþ, òî îíà èìååò äèàãðàììó ñîñòîÿíèé.
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Veri�cation of functional programs by state diagrams
Andrew M. Mironov

In the paper we introduce graphical objects (called state
diagrams ) related to functional programs. It is shown that the state
diagrams can be used to solve problems of veri�cation of functional
programs. The proposed approach is illustrated by an example of
veri�cation of a sorting program.

Keywords: program veri�cation, functional programs, state
diagrams

54



Ïîëíîòà, óñòîé÷èâîñòü è 
èíòåðïðåòèðóåìîñòü âåðîÿòíîñòíûõ

òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé

Ñóõàðåâà À.Â.1

  Èíòåðïðåòèðóåìîñòü ðåøåíèÿ, âîçìîæíîñòü îáó÷åíèÿ áåç ó÷è- 
òåëÿ, ìàñøòàáèðóåìîñòü ñäåëàëè òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå îä- 
íèì èç íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ èíñòðóìåíòîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëè- 
çà òåêñòîâ. Òåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïîçâîëÿþò ñíèçèòü ðàçìåðíîñòü 
ïðîñòðàíñòâà äàííûõ, òàê êàê îïèñûâàþò êàæäûé äîêóìåíò êàê âå- 
ðîÿòíîñòíóþ ñìåñü àáñòðàêòíûõ òåì, êàæäóþ òåìó êàê ðàñïðåäåëå- 
íèå íàä ñëîâàìè ñëîâàðÿ êîëëåêöèè. Ïåðåõîä èç ïðîñòðàíñòâà ñëîâ 
â ïðîñòðàíñòâî òåì ïðèâîäèò ê åñòåñòâåííîìó ðåøåíèþ ïðîáëåì 
ñèíîíèìèè è ïîëèñåìèè òåðìèíîâ. Îäíàêî åñòü è ðÿä íåäîñòàòêîâ, 
âûçâàííûõ çàâèñèìîñòüþ ðåøåíèÿ îò èíèöèàëèçàöèè. Íåóñòîé÷è- 
âîñòü òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ÿâëÿþòñÿ îáùåèçâåñòíûì ôàêòîì, îä- 
íàêî ñâÿçàííàÿ ñ íåé ïðîáëåìà ïîëíîòû äî ñèõ ïîð â ëèòåðàòóðå 
íå èçó÷àëàñü. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è â ñòàòüå èññëåäóåòñÿ íîâûé 
àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïîëíîãî íàáîðà òåì, îñíîâàííûé íà ïîñòðî- 
åíèè âûïóêëîé îáîëî÷êè. Ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîäòâåðæäàåòñÿ ýô- 
ôåêòèâíîñòü äàííîãî àëãîðèòìà. Íà ïðàêòèêå ïîëíûé íàáîð òåì 
èñïîëüçîâàëñÿ â êà÷åñòâå èíèöèàëèçàöèè ìîäåëè ARTM (additive 
regularization for topic modeling). Ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàíäîìèçèðî- 
âàííûì íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì, áàçèñ òåì ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü 
óñòîé÷èâîñòü, ïåðïëåêñèþ íà áîëåå 10%, êîãåðåíòíîñòü â ðàçû. 

  Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâà- 
íèå, óñòîé÷èâîñòü òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïîëíûé íàáîð òåì òåìà- 
òè÷åñêèõ ìîäåëåé, ëàòåíòíîå ðàçìåùåíèå Äèðèõëå, LDA, ðåãóëÿ- 
ðèçàöèÿ, ARTM, BigARTM.

1Ñóõàðåâà Àíæåëèêà Âÿ÷åñëàâîâíà � àñïèðàíòêà êàô. ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ
ïðîãíîçèðîâàíèÿ ôàêóëüòåòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè ÌÃÓ èìå-
íè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, e-mail: ang.sukhareva@gmail.com.

Sukhareva Anjelika Vyacheslavovna � graduate student, Lomonosov Moscow
State University, Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics, Chair of
Mathematical Methods of Forecasting.
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1. Ââåäåíèå

Êðàòêàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñîäåðæàíèÿ äîêóìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðò-
íîé çàäà÷åé, ðåøàåìîé â îáëàñòè èíôîðìàöèîííîãî ïîèñêà, ñòàòèñòè-
÷åñêîé îáðàáîòêè åñòåñòâåííîãî ÿçûêà è ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ. Òàêîå
ïðåäñòàâëåíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ õðàíåíèÿ, êëàññèôèêàöèè èëè
ïîèñêà ïî êîëëåêöèè äîêóìåíòîâ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåêòîðíîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ äîêóìåíòîâ ÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ ìîäåëè ¾ìåøîê ñëîâ¿, Doc2Vec è
Ñontext2Vec. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âîçðîñ èíòåðåñ ê âåðîÿòíîñòíûì òåìà-
òè÷åñêèì ìîäåëÿì, êîòîðûå îïèñûâàþò êàæäûé äîêóìåíò êàê âåðîÿò-
íîñòíóþ ñìåñü àáñòðàêòíûõ òåì, êàæäóþ òåìó êàê ðàñïðåäåëåíèå íàä
ñëîâàìè ñëîâàðÿ êîëëåêöèè. Íàèáîëåå ïîïóëÿíûìè òåìàòè÷åñêèìè ìî-
äåëÿìè ñòàëè ìîäåëè pLSA (probabilistic latent semantic analysis) [1] è
LDA (latent Dirichlet allocation) [2].

Ïîñòðîåíèå òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ íåêîððåêòíî
ïîñòàâëåííîé çàäà÷è íåîòðèöàòåëüíîãî ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ. Ìíî-
æåñòâî å¼ ðåøåíèé â îáùåì ñëó÷àå áåñêîíå÷íî. Ýòî ïðèâîäèò ê íåóñòîé-
÷èâîñòè âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ è çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò ñëó÷àéíî-
ãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ìíîãîêðàòíîå ïîñòðîåíèå ìîäåëè ïî îä-
íîé è òîé æå êîëëåêöèè ìîæåò ïðèâîäèòü ê íàõîæäåíèþ íîâûõ òåì è,
êàê ñëåäñòâèå, íåîäíîçíà÷íîìó ïðåäñòàâëåíèþ äîêóìåíòîâ. Íåñìîòðÿ íà
âàæíîñòü òðåáîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè â çàäà÷àõ êîìïüþòåðíîé ëèíãâèñòè-
êè è èíôîðìàöèîííîãî ïîèñêà, ïðîáëåìà äî ñèõ ïîð îòíîñèòåëüíî ìàëî
èçó÷åíà. Â ëèòåðàòóðå îïðåäåëåíî ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè [3], ïðåäëàãàþò-
ñÿ ìåðû óñòîé÷èâîñòè [4, 5, 6]. Òàêæå â ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè,
ïîâûøàþùèå óñòîé÷èâîñòü.

Ìîäåëü Clustered LDA [7] îñíîâàíà íà íåñëó÷àéíîé èíèöèàëèçà-
öèè LDA. Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ñíà÷àëà îáó÷èòü íàáîð ìîäå-
ëåé LDA, îòëè÷àþùèõñÿ ñëó÷àéíîé èíèöèàëèçàöèåé. Çàòåì âûïîëíèòü
êëàñòåðèçàöèþ íàáîðà òåì èç ðàçíûõ ìîäåëåé. Ýòîò êëàñòåðíûé íàáîð
òåì ôîðìèðóåò îñíîâó íîâîé èíèöèàëèçàöèè äëÿ LDA, êîòîðàÿ çàïóñ-
êàåòñÿ äëÿ ñîçäàíèÿ ìîäåëè. Èíòóèöèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êëà-
ñòåðèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ñïîñîáîì êîìáèíèðîâàíèÿ ïîõîæèõ
òåì. Â ñòàòüå ïîêàçàíî, ÷òî ðàçìåð êëàñòåðà (ðàçìåð � êîëè÷åñòâî òåì
â êëàñòåðå) êîððåëèðóåò ñ ïîâòîðÿåìîñòüþ ñâÿçíîé òåìû. Òåìû, êîòî-
ðûå ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ âñòðå÷àþòñÿ â äîêóìåíòàõ, êàê ïðàâèëî,
î÷åíü ïîâòîðÿåìû â ðàçíûõ ñåðèÿõ è, ñëåäîâàòåëüíî, îáðàçóþò áîëüøèå
êëàñòåðû. È íàîáîðîò, òåìû, âñòðå÷àþùèåñÿ ñ ìåíüøåé âåðîÿòíîñòüþ
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â äîêóìåíòàõ â îäíîé ìîäåëè, ìåíåå ñêëîííû èìåòü àíàëîãè â äðóãèõ
ìîäåëÿõ.

Â ãðàíóëèðîâàííîé LDA (GLDA) [8] èñïîëüçóåòñÿ ëîêàëüíàÿ ðåãóëÿ-
ðèçàöèÿ ïëîòíîñòè: ñëîâà â ëîêàëüíîì êîíòåêñòíîì îêíå äàííîãî ñëîâà
èìåþò áîëåå âûñîêóþ âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü òó æå òåìó, ÷òî è ýòî ñëîâî.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñëîâà, õàðàêòåðíûå äëÿ îäíîé è òîé æå òåìû, ÷àñòî
ðàçìåùàþòñÿ âíóòðè íåêîòîðîãî îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîãî îêíà.

Äëÿ ïîâûøåíèÿ óñòîé÷èâîñòè è èíòåðïðåòèðóåìîñòè ìîäåëåé â ðà-
áîòå [9] ïðèìåíÿåòñÿ íîâûé ìíîãîêðèòåðèàëüíûé ïîäõîä � àääèòèâ-
íàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé (additive regularization for
topic modeling, ARTM). Ââîäÿòñÿ ðåãóëÿðèçàòîðû äëÿ ïîâûøåíèÿ ðàç-
ðåæåííîñòè è ðàçëè÷íîñòè òåì. Â ýêñïåðèìåíòàõ ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êîì-
áèíèðîâàíèå ýòèõ ðåãóëÿðèçàòîðîâ óëó÷øàåò ðàçðåæåííîñòü, ÷èñòîòó è
êîíòðàñòíîñòü òåì áåç çíà÷èìîãî óõóäøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ìîäåëè. Ðå-
ãóëÿðèçàöèÿ ìîæåò ñóùåñòâåííî âëèÿòü íà ðåçóëüòàòû òåìàòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ. Îíà ìîæåò êàê óëó÷øàòü, òàê è ñâåñòè ê ìèíèìóìó
óñòîé÷èâîñòü òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ [8].

TopicMapping [10] îñíîâàí íà íåñëó÷àéíîé èíèöèàëèçàöèè pLSA èëè
LDA. Àâòîðû ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîêàçàëè, ÷òî àëãîðèòìû, ðàçðàáîòàí-
íûå äëÿ îáíàðóæåíèÿ ñîîáùåñòâ â ñåòÿõ, ìîãóò óëó÷øàòü óñòîé÷èâîñòü
òåì.

Â äàííîé ñòàòüå òàêæå ñòàâèòñÿ ïðîáëåìà ïîëíîòû òåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé. Ýêñïåðèìåíòàëüíî èññëåäóåòñÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó ïîëíîòîé,
óñòîé÷èâîñòüþ, èíòåðïðåòèðóåìîñòüþ è ïðàâäîïîäîáèåì òåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé. Ïðîáëåìà ïîëíîòû â ëèòåðàòóðå âîîáùå íå ðàññìàòðèâàëàñü.
Àêòóàëüíîñòü ïðîáëåìû îáóñëîâëåíà áîëüøèì ÷èñëîì ïðèêëàäíûõ çà-
äà÷ àíàëèçà òåêñòîâ, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ êàê ìîæíî ïîëíåå îïðåäåëèòü
òåìàòè÷åñêèé ñîñòàâ êîëëåêöèè äîêóìåíòîâ.

Ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 2 ìû ââîäèì îñ-
íîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è òåðìèíîëîãèþ, êðàòêî îïèñûâàåì ïðîáëåìó óñòîé-
÷èâîñòè è ïîëíîòû ìîäåëåé. Â ðàçäåëå 3 è 4 áóäóò èññëåäîâàíû óñòîé-
÷èâîñòü, ïîëíîòà è èíòåðïðåòèðóåìîñòü ìîäåëåé. Â ðàçäåëå 3 ââîäèòñÿ
ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè òåì, ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåðû óñòîé÷è-
âîñòè è èíòåðïðåòèðóåìîñòè ìîäåëåé. Â ðàçäåëå 4 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïîë-
íîòû ìîäåëåé. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëíîãî íàáîðà òåì â ðàçäåëå 4 ïðåäëàãà-
åòñÿ àëãîðèòì íà îñíîâå âûïóêëîé îáîëî÷êè. Ýìïèðè÷åñêèå ðåçóëüòàòû
âëèÿíèÿ ïîëíîòû íà óñòîé÷èâîñòü, èíòåðïðåòèðóåìîñòü è ïðàâäîïîäîáèå
ìîäåëåé îáñóæäàþòñÿ â ðàçäåëå 5. Íàêîíåö, â çàêëþ÷åíèè ïðåäñòàâëåíû
íàøè âûâîäû.
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: D = f d1; : : : ; djD jg � êîëëåêöèÿ òåêñòî-
âûõ äîêóìåíòîâ, W = f w1; : : : ; wjW jg � ñëîâàðü òåðìîâ, âñòðåòèâøèõñÿ
â íèõ, T = f t1; : : : ; t jT jg � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òåì. Â êà÷åñòâå òåðìîâ
ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëîâà, n-ãðàììû, êîëëîêàöèè, èìåíîâàííûå ñóù-
íîñòè è ò.ä. ×èñëî òåì ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïàðàìåòðîì è çàäàåòñÿ çàðàíåå
(jT j � j D j). Êàæäîå âõîæäåíèå òåðìà w 2 W â äîêóìåíò d 2 D ñâÿçàíî
ñ íåêîòîðîé òåìîé t 2 T. Òåðìû è äîêóìåíòû ÿâëÿþòñÿ íàáëþäàåìûìè
ïåðåìåííûìè, òåìû � ëàòåíòíûìè (ñêðûòûìè).

Òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîÿâëåíèÿ ñëîâ â äîêóìåíòàõ âûãëÿäèò ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

p(d; w) = p(d)p(wjd) = p(d)
X

t2 T

p(wjt)p(tjd) = p(d)
X

t2 T

� wt � td ; (1)

ãäåw � ñëîâî, t � òåìà, d � äîêóìåíò êîëëåêöèè.
Ïðè ïîñòðîåíèå òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (1) òðåáóåòñÿ îöåíèòü ïî èç-

âåñòíîé êîëëåêöèè D ïàðàìåòðû ìîäåëè � = ( � wt )W � T è � = ( � td )T � D .
Ïîñòðîåíèå âåðîÿòíîñòíîé òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíî
ïîñòàâëåííîé çàäà÷åé ñòîõàñòè÷åñêîãî ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ. Ìíîæå-
ñòâî åå ðåøåíèé â îáùåì ñëó÷àå áåñêîíå÷íî:

F � �� = (� S)(S� 1�) = � 0� 0; (2)

� 6= � 0; � 6= � 0;

ãäå F =
�
p(d; w)

�
W � D � èçâåñòíàÿ ìàòðèöà ÷àñòîò, S � ïðîèçâîëüíàÿ

íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå ìàòðèöû ñòîõàñòè÷åñêèå.
Ðåøåíèå áóäåì èñêàòü ñ ïîìîùüþ ìàêñèìèçàöèè ëîãàðèôìà ïðàâäî-

ïîäîáèÿ:

L (� ; �) =
X

d2 D

X

w2 W

ndw logp(d; w) =
X

d2 D

X

w2 W

ndw log
X

t2 T

� wt � td ! max
� ;�

(3)
X

w2 W

� wt = 1 ; � wt � 0;
X

t2 T

� td = 1 ; � td � 0;

ãäå � = ( � wt )W � T , � = ( � td )T � D , ndw � ÷èñëî âõîæäåíèé òåðìà w â
äîêóìåíò d.
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Êàæäûé ðàç ìîäåëü íàõîäèò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì ïðàâäîïîáèÿ (3).
Ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ ýêñïîíåíöèàëüíî ìíîãî è îíè ðàçëè÷àþòñÿ ïî
ãëóáèíå. Îäíàêî èç ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ ìîæíî ïîñòðîèòü áàçèñ
âåêòîðîâ òåì òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ñîñòîÿùèé èç ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìûõ, õîðîøî èíòåðïðåòèðóåìûõ òåì. Áàçèñ áóäåì ñ÷èòàòü ïîëíûì íàáî-
ðîì òåì , îïèñûâàþùèì âåñü êîðïóñ òåêñòîâ.

3. Óñòîé÷èâîñòü è èíòåðïðåòèðóåìîñòü ìîäåëè

Ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè òåì (stability topics) áûëî ââåäåíî â ðàáîòå
Ì. Ñòýéâåðñà è Ò. Ãðèôôèòñà [3] â 2007 ãîäó. Â ñòàòüå çàìå÷åíî, ÷òî
íåêîòîðûå òåìû ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè è ïîÿâëÿþòñÿ âî âñåõ ìîäåëÿõ,
äðóãèå æå ñïåöèôè÷íû è âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî â äàííîì ðåøåíèè. Àâòîðû
ïîñòðîèëè äâå âåðîÿòíîñòíûå òåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, îòëè÷àþùèåñÿ èíè-
öèàëèçàöèåé. Çàòåì èçìåðÿëîñü ðàçëè÷èå ìåæäó òåìàìè t è s ñ ïîìîùüþ
ñèììåòðè÷íîãî ðàññòîÿíèÿ Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà (Kullback-Leibler):

KL (t; s) =
1
2

X

w2 W

� 0
wt log2

� 0
wt

� 00
ws

+
1
2

X

w2 W

� 00
ws log2

� 00
ws

� 0
wt

; (4)

ãäå � 0, � 00 � îöåíêè ðàñïðåäåëåíèé ñëîâ ïî òåìàì äëÿ äâóõ ìîäåëåé,
îòëè÷àþùèõñÿ òîëüêî ñëó÷àéíûì íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì.

Ïîñëå ÷åãî âåêòîðû òåì âòîðîé ìîäåëè ñîïîñòàâëÿëèñü âåíãåðñêèì
àëãîðèòìîì [11] íàèáîëåå áëèçêèì òåìàì èç ïåðâîé ìîäåëè. Íà îñíîâà-
íèè ýêñïåðèìåíòîâ àâòîðû ñäåëàëè âûâîä, ÷òî ïî-ðàçíîìó ïðîèíèöèà-
ëèçèðîâàííûå ìîäåëè äàþò ðàçíûå ðåøåíèÿ, íî ìíîãèå òåìû óñòîé÷èâû
âî âñåõ çàïóñêàõ. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî èíèöèàëèçàöèÿ ìàòðèöû � ñèëü-
íî âëèÿåò íà ðåçóëüòàò ìîäåëèðîâàíèÿ, â òî âðåìÿ êàê èíèöèàëèçàöèÿ
ìàòðèöû � ïðè ôèêñèðîâàííîé � � íåçíà÷èòåëüíî. Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî
òåì, ÷òî ïðàâäîïîäîáèå (3) çàâèñèò áîëüøå îò � , ÷åì îò � . Íà ïðàêòè-
êå îáû÷íî ìàòðèöà � èíèöèàëèçèðóåòñÿ ñëó÷àéíî. Ëó÷øèì àëãîðèòìîì
èíèöèàëèçàöèè ìàòðèöû � ñ÷èòàåòñÿ àëãîðèòì Àðîðû [12].

Àíàëîãè÷íî, â [4] ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìàòðèâàòü ðàññòîÿíèå ìåæäó âåê-
òîðàìè ðàñïðåäåëåíèé òåì ïî äîêóìåíòàì d è c äâóõ ìîäåëåé ñ ðàçëè÷íîé
ñëó÷àéíîé èíèöèàëèçàöèåé:

KL (d; c) =
X

t2 T

� 0
td log2

� 0
td

� 00
tc

:
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Íåñìîòðÿ íà øèðîêîå ïðèìåíåíèå KL-äèâåðãåíöèè (4) êàê ìåðû áëèçî-
ñòè ìåæäó äâóìÿ ðàñïðåäåëåíèÿìè, îíà èìååò ðÿä íåäîñòàòêîâ ïðè èçìå-
ðåíèè ñõîäñòâà òåì. Âî-ïåðâûõ, â âåëè÷èíå KL-äèâåðãåíöèè äîìèíèðóåò
äëèííûé õâîñò ñëîâ ñ íèçêîé âåðîÿòíîñòüþ. Âî-âòîðûõ, KL-äèâåðãåíöèÿ
çàâèñèò îò ðàçìåðà ñëîâàðÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàçëè÷íûå ñëîâàðè è ïàðû
òåì áóäóò äàâàòü øèðîêèé äèàïàçîí çíà÷åíèé KL-äèâåðãåíöèè äëÿ äâóõ
ðàçíûõ òåì. ×òîáû ñäåëàòü ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ðàçëè÷íûìè òåìà-
ìè ðàâíûì 1, àâòîðû ñòàòüè [5] ââîäÿò íîðìèðîâàííóþ KL-äèâåðãåíöèþ:

NKLS (t; s) = 1 �
KL (t; s)

max
t0;s0

KL (t0; s0)
:

Ïîä óñòîé÷èâîñòüþ òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè áóäåì ïîíèìàòü ñïîñîá-
íîñòü ìîäåëè ñîõðàíÿòü ïîñòðîåííûå òåìû â ðàçíûõ çàïóñêàõ. Óñòîé-
÷èâîñòü ìîäåëè ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ êàê âíóòðåííèé êðèòåðèé êà÷åñòâà
âåðîÿòíîñòíûõ òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé [4], íàðÿäó ñ ïåðïëåêñèåé. Â îòëè-
÷èå îò ïåðïëåêñèè óñòîé÷èâîñòü íå çàâèñèò îò ñëîâàðÿ. Îíà æåëàòåëüíà
ïî íåñêîëüêèì ïðè÷èíàì [7]:

1) âûñîêàÿ âàðèàòèâíîñòü òåì, âîçíèêàþùèõ â ðåçóëüòàòå ðàçëè÷íûõ
èíèöèàëèçàöèé, ìîæåò îçíà÷àòü, ÷òî ëþáàÿ îòäåëüíàÿ ìîäåëü ìî-
æåò ïðîïóñòèòü íåêîòîðûå ïîëåçíûå òåìû;

2) ñóùåñòâóåò êîððåëÿöèÿ ìåæäó ïîâòîðÿåìîñòüþ è èíòåðïðåòèðóå-
ìîñòüþ òåìû, èíòåðïðåòèðóåìûå òåìû, êàê ïðàâèëî, ïîâòîðÿþòñÿ
÷àùå;

3) óëó÷øåíèå óñòîé÷èâîñòè òåìû � îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ
óñòðàíåíèÿ çàøóìëåííûõ òåì.

Óñòîé÷èâîñòü ìîäåëè ìîæíî îïðåäåëèòü, âû÷èñëèâ âñå ïîïàðíûå
KL-äèâåðãåíöèè òåì (èëè ðàññòîÿíèå Æàêêàðà, Õåëëèíãåðà è ò.ä.) è
óñðåäíèâ èõ. Â òàáë. 1 ñðàâíèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå èíèöèàëèçàöèè ìîäå-
ëè ARTM ïî îñíîâíûì êðèòåðèÿì, â òîì ÷èñëå è óñòîé÷èâîñòè.

Â ñòàòüå [6] ïðåäëàãàåòñÿ äðóãîé ïîäõîä ê èçìåðåíèþ óñòîé÷èâîñòè
ìîäåëè. Çäåñü òåìû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ìíîæåñòâà îòðàíæèðîâàííûõ
ñëîâ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñõîäñòâà ìåæäó äâóìÿ òåìàìè âû÷èñëÿåòñÿ ñðåä-
íåå ðàññòîÿíèå Æàêêàðà (Jaccard):

AJ (� 0; � 00) =
1
n

nX

d=1


 d(� 0; � 00); 
 d =
j� 0

d \ � 00
dj

j� 0
d [ � 00

dj
;
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ãäå� 0
d � ïåðâûå d òîï-ñëîâ òåìû � 0, n � îáùåå ÷èñëî òîï-ñëîâ.

Àâòîðû ïðåäëàãàþò ìåðó áëèçîñòè òåì, îñíîâàííóþ íà ðàññòîÿ-
íèè Æàêêàðà:

agree(� x ; � y) =
1
K

KX

i =1

AJ
�
� xt ; � (� xt )

�
;

ãäå� (� xt ) � îòðàíæèðîâàííûé ñïèñîê òåì � y , ïîñòàâëåííûõ â ñîîòâåò-
ñòâèå òåìàì � x ïåðåñòàíîâêîé � . Ïî àíàëîãèè ñ [3] òåìû ñîïîñòàâëÿþòñÿ
âåíãåðñêèì àëãîðèòìîì.

Ïóñòü � 0 � ìàòðèöà ñëîâà-òåìû òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñ K òåìà-
ìè, îáó÷åííîé íà âñåé âûáîðêå äîêóìåíòîâ, à f � 1; : : : ; � � g � ìàòðèöû
ñëîâà-òåìû òîé æå ìîäåëè, ïîëó÷åííûå íà ðàçëè÷íûõ ïîäâûáîðêàõ ýòèõ
äîêóìåíòîâ. Ïîäâûáîðêè ãåíåðèðóþòñÿ ñëó÷àéíî, áåç âîçâðàùåíèÿ äîêó-
ìåíòîâ, äîëÿ âûáðàííûõ äîêóìåíòîâ ñðåäè âñåõ äîêóìåíòîâ êîëëåêöèè
ìîæåò áûòü ëþáîé. Òîãäà óñòîé÷èâîñòü òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îïðåäåëÿ-
åòñÿ êàê:

stability (K ) =
1
�

�X

i =1

agree(� 0; � i ): (5)

Äàííûé ïîäõîä ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ âûáîðà ÷èñëà òåì K èç
íåêîòîðîãî äèàïàçîíà [K min ; K max ]. Âûáèðàåòñÿ òî çíà÷åíèå, ïðè êîòî-
ðîì ìîäåëü áóäåò íàèáîëåå óñòîé÷èâà ê âîçìóùåíèÿì â äàííûõ.

Óñòîé÷èâîñòü òåñíî ñâÿçàíà ñ òàêèì âàæíåéøèì ñâîéñòâîì òåìàòè-
÷åñêèõ ìîäåëåé êàê èíòåðïðåòèðóåìîñòü. Òðåáîâàíèå èíòåðïðåòèðóåìî-
ñòè òåì ïëîõî ôîðìàëèçóåòñÿ. Íà ïðàêòèêå ÷àñòî ïðèâëåêàþòñÿ àñåññî-
ðû, êîòîðûå îöåíèâàþò èíòåðïðåòèðóåìîñòü òåì ïî òîïó òåðìîâ ñ ïî-
ìîùüþ ðàçëè÷íûõ ìåòîäèê, íàïðèìåð, ìîæíî ëè ïî íàáîðó òåðìèíîâ
ïîíÿòü, î ÷åì ðå÷ü â òåìå èëè äîáàâëÿåòñÿ ëèøíåå ñëîâî èç äðóãîé òåìû
è ýêñïåðòàì ïðåäëàãàåòñÿ åãî íàéòè è ò.ä. Àâòîìàòè÷åñêîé ìåðîé èí-
òåðïðåòèðóåìîñòè ïðèíÿòî ñ÷èòàòü êîãåðåíòíîñòü [13, 14], êîòîðàÿ îöå-
íèâàåò ñîâìåñòíóþ âñòðå÷àåìîñòü ãëàâíûõ òåðìîâ òåìû â îäíèõ è òåõ
æå êîíòåêñòàõ. Â äàííîé ñòàòüå äëÿ îöåíêè èíòåðïðåòèðóåìîñòè ìîäåëè
äîïîëíèòåëüíî ê êîãåðåíòíîñòè ïðèìåíÿþòñÿ êðèòåðèè ÷àñòîòû è êîí-
òðàñòíîñòè òåì, ïðåäëîæåííûå â ðàáîòå [9]. Îíè îñíîâàíû íà ãèïîòåçå
î òîì, ÷òî â èíòåðïðåòèðóåìîé òåìå äîëæíî õîðîøî âûäåëÿòüñÿ ñåìàí-
òè÷åñêîå ÿäðî (ìíîæåñòâî ñëîâ, õàðàêòåðíûõ äëÿ ïðåäìåòíîé îáëàñòè).
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Òåðì w îòíîñèòñÿ ê ÿäðó Wt òåìû t, åñëè

p(wjt) >
1

jW j
: (6)

×èñòîòà òåìû ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
X

w2 Wt

p(wjt): (7)

Êîíòðàñòíîñòü òåìû âû÷èñëÿåòñÿ êàê:

1
jWt j

X

w2 Wt

p(tjw): (8)

×åì âûøå ÷èñòîòà è êîíòðàñòíîñòü òåì, òåì ëó÷øå.

4. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïîëíîãî íàáîðà òåì

Èç íåóñòîé÷èâîñòè òåì (2) ñëåäóåò ïðîáëåìà ïîëíîòû íàáîðà òåì, íàé-
äåííîãî òåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ. Âîçíèêàþò ñëåäóþùèå âîïðîñû:

� äåéñòâèòåëüíî ëè òåìû íîâûå èëè ýòî êîìáèíàöèè ïðåäûäóùèõ;

� ìîæíî ëè íàéòè âñå òåìû êîðïóñà, ñêîëüêî ìîäåëåé äëÿ ýòîãî íóæ-
íî ïîñòðîèòü.

Äëÿ îòâåòîâ íà ýòè âîïðîñû ðàññìîòðèì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ áàçèñà
òåì ìîäåëåé [15], îòëè÷àþùèõñÿ èíèöèàëèçàöèåé. Âñå îïèñàííûå âûøå
ìîäåëè � pLSA, ARTM è LDA � íàõîäÿò òåìû â ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäå-
ëåíèé íàä ñëîâàìè. Êàæäîå òàêîå ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê òî÷êó â åäèíè÷íîì (jW j � 1)-ñèìïëåêñå ñëîâ 4 .

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî V = f v1; : : : ; vm g � 4 � áàçèñ òåì ìíî-
æåñòâà ìàòðèö òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé � 1; : : : ; � n � 4 , åñëè 8� 2 � j

âûïîëíÿåòñÿ:

min
v2 convV

� (�; v ) � "; (9)

convV =
n

v =
mX

i =1

� i vi
�
�vi 2 V;

X

i

� i = 1 ; � i � 0
o

;

ãäå� (�; v ) � ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ.
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Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî áàçèñ V ñîñòîèò èç âåêòîðîâ
òåì � 2 � j ; j = 1; n, äëÿ êîòîðûõ min

v2 convV
� (�; v ) > " , èìåííî îíè ëè-

íåéíî íåçàâèñèìû. Êðîìå òîãî, ðåøåíèå êàæäîé îòäåëüíîé òåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè ëîêàëüíî îïòèìàëüíî, à çíà÷èò, åãî ìîæíî óëó÷øèòü ñ ïîìîùüþ
çàìåíû òåì íà áëèçêèå èì â ñëó÷àå ïîâûøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ (3). Íà
ýòîì è îñíîâàí äàííûé æàäíûé àëãîðèòì äëÿ íàõîæäåíèÿ áàçèñà òåì.

Àëãîðèòì ñîñòîèò èç ÷åðåäîâàíèÿ äâóõ ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå ïðî-
èñõîäèò çàìåíà òåì ñ öåëüþ ðàñøèðåíèÿ èìåþùåéñÿ ñèñòåìû âåêòîðîâ
òåì è ìàêñèìèçàöèè ïðàâäîïîäîáèÿ. Àëãîðèòì èòåðàòèâíûé, íà êàæäîé
èòåðàöèè äëÿ òåì íàáîðà íàõîäÿòñÿ ñõîæèå ñ íåêîòîðûì ïîðîãîì 
 è âû-
ïîëíÿåòñÿ çàìåíà, åñëè îíà óëó÷øàåò ïðàâäîïîäîáèå âñåãî íàáîðà òåì.
Íà âòîðîì ýòàïå ïðîèñõîäèò ïîèñê òåìû äëÿ äîáàâëåíèÿ â íàáîð:

� âêëþ÷àþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûå òåìû;

� èñêëþ÷àþòñÿ âûáðîñû (âûáðîñàìè ñ÷èòàëèñü òåìû, êîòîðûå èìå-
þò áîëåå äâóõ êîýôôèöèåíòîâ � i > 0:15 â (9), ÷òî ñîîòâåòñòâîâàëî
íåñîãëàñîâàííûì òåìàì, çàâèñèìûì íåëèíåéíî îò òåì ïîëíîãî íà-
áîðà);

� âûáèðàåòñÿ òåìà, ìàêñèìàëüíî ïîâûøàþùàÿ ïðàâäîïîäîáèå íàáî-
ðà òåì.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîïîëíÿåì ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ
äî áàçèñà. Îïèñàííûå øàãè ïîâòîðÿþòñÿ äî ñõîäèìîñòè. Òàê êàê àë-
ãîðèòì èòåðàòèâíûé, òî ïîñëå òîãî, êàê àëãîðèòì ñîøåëñÿ, íóæíî âû-
ïîëíèòü ïðîöåäóðó çàìåíû áëèçêèõ òåì, èñïîëüçóÿ îáó÷åííûå ìîäåëè â
îáðàòíîì ïîðÿäêå.

Äëÿ ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è (9) èñïîëüçîâàëñÿ àëãî-
ðèòì SLSQP (Sequential Least SQuares Programming) [16], êîòîðûé ðå-
àëèçîâàí âî ìíîãèõ ïîïóëÿðíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïàêåòàõ, â òîì ÷èñëå
è SciPy.

5. Ýìïèðè÷åñêèå ðåçóëüòàòû

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâîäèì ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìîâ íà
ðåàëüíûõ äàííûõ êîëëåêöèè ÏîñòÍàóêà 1. Êîëëåêöèÿ ÏîñòÍàóêà �
íåáîëüøîé êîðïóñ òåêñòîâ èíòåðíåò-æóðíàëà ÏîñòÍàóêà, ñîñòîÿùèé èç

1https://postnauka.ru/
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íàó÷íî-ïîïóëÿðíûõ ñòàòåé î ñîâðåìåííîé ôóíäàìåíòàëüíîé íàóêå è ó÷¼-
íûõ, êîòîðûå å¼ ñîçäàþò.

Â ýêñïåðèìåíòàõ, îïèñàííûõ íèæå, èñïîëüçîâàëèñü òåãè ê äîêóìåí-
òàì êîëëåêöèè ÏîñòÍàóêà, ðàçìå÷åííûå ýêñïåðòàìè. Âñåãî áûëî 930 òå-
ãîâ. Îíè îáîçíà÷àëè îáùèå è ÷àñòíûå ïîíÿòèÿ, íàïðèìåð, áèîëîãèÿ,
êëåòêà, ýâîëþöèîííàÿ áèîëîãèÿ, ãåí, ýóêàðèîòû, êâàíòîâàÿ ôèçèêà, Ðîñ-
ñèÿ, ÷åëîâåê è ò.ä. Êàæäûé äîêóìåíò â ñðåäíåì îïèñûâàëñÿ 6 òåãàìè.
Äàííûå áûëè ñëó÷àéíî ðàçäåëåíû íà îáó÷àþùóþ è êîíòðîëüíóþ âûáîð-
êè â îòíîøåíèè 80% ê 20%.

5.1. Ìîäåëèðîâàíèå äîêóìåíòîâ

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëíîãî íàáîðà èñïîëüçîâàëèñü ìîäåëè LDA (Gibbs
sampling) ñ 20 òåìàìè. LDA 2 ñ ïàðàìåòðàìè � = 0 :01, � = 1

20 îáó÷à-
ëàñü 3500 èòåðàöèé. Âñåãî áûëî ïîñòðîåíî îêîëî 2000 ìîäåëåé. Â ïîëíûé
íàáîð � 0 áûëè îòîáðàíû 23 òåìû.

Çàòåì äëÿ èçó÷åíèÿ ïîëíîòû, óñòîé÷èâîñòè è èíòåðïðåòèðóåìîñòè
òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé îáó÷àëàñü ìîäåëü ARTM ñ 23 òåìàìè. Â ýêñïåðè-
ìåíòàõ ìîäåëü áûëà ïðîèíèöèàëèçèðîâàíà äâóìÿ ñïîñîáàìè: ñëó÷àéíî è
áàçèñîì òåì, êîòîðûé áûë ïîëó÷åí, êàê îïèñàíî âûøå. Âî âòîðîì ñëó÷àå
ïåðïëåêñèÿ ïîâûøàëàñü ïðè äîáàâëåíèè øóìîâîé êîìïîíåíòû:

� � = �� t + (1 � � )� 0
t ;

ãäå� t 2 � 0, � 0
t � Dir( � ) � øóì.

Â ýêñïåðèìåíòàõ íà òåãàõ êîëëåêöèè ÏîñòÍàóêà áðàëèñü � = 0 :5 è
� = 10 äëÿ ñãëàæèâàíèÿ � 0. Âñòðÿõèâàíèå âåñîâ ïîçâîëèëî èçáåæàòü
ïåðåîáó÷åíèÿ.

Ïðè ïîñòðîåíèè ARTM ïðèìåíÿëñÿ ðåãóëÿðèçàòîð ðàçðåæèâàíèÿ
ìàòðèöû � ñ ðàçëè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ìîäåëü ARTM ñòðîèëàñü
ñ ïîìîùüþ áèáëèîòåêè BigARTM 3.

5.2. Âëèÿíèå ïîëíîòû íà óñòîé÷èâîñòü è èíòåðïðåòèðóå-
ìîñòü òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé

Äëÿ èçó÷åíèÿ ñâÿçè ìåæäó ïîëíîòîé, óñòîé÷èâîñòüþ è èíòåðïðåòèðóå-
ìîñòüþ òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ìû ïðîâåëè òàêîé ýêñïåðèìåíò:

2https://github.com/lda-project/lda
3https://github.com/bigartm/bigartm
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� ïîñòðîèëè áàçèñ òåì äëÿ ìîäåëåé LDA ñ 20 òåìàìè, àëãîðèòì îòî-
áðàë 23 òåìû;

� ñðàâíèëè êà÷åñòâî ìîäåëèðîâàíèÿ ìîäåëè ARTM ïðè ôèêñèðîâàí-
íîé ìàòðèöå � , ìàòðèöà � áðàëàñü ñëó÷àéíîé. Ðàññìîòðåëè äâà
ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå ìàòðèöà � áûëà ñëó÷àéíîé èç ðàâíîìåð-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, âî âòîðîì � ïðîèíèöèàëèçèðîâàíà ïîëíûì
íàáîðîì òåì.

Ðèñ. 1. Îáó÷åíèå ìîäåëè ARTM, ïðîèíèöèàëèçèðîâàííîé ñëó÷àéíî è
ïîëíûì íàáîðîì òåì.

Ïðîöåññ îáó÷åíèÿ ìîäåëè ARTM ïðîèëëþñòðèðîâàí íà ðèñ. 1. Íà
ãðàôèêå âèäíî, ÷òî ìîäåëü ñîøëàñü ïî ïåðïëåêñèè. Èíèöèàëèçàöèÿ ìî-
äåëè ïîëíûì íàáîðîì ïîçâîëèëà ïîâûñèòü ïåðïëåêñèþ íà 13 %.
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Êðèòåðèé ARTM (ñëó÷àéíî) ARTM (áàçèñ òåì)

Ïåðïëåêñèÿ íà îáó÷åíèè 38.44 33.53

Ïåðïëåêñèÿ íà êîíòðîëå 15.73 14.20

Óñòîé÷èâîñòü òåì ïî � 1:59� 10� 8 7:77� 10� 9

Óñòîé÷èâîñòü òåì ïî � 6:32� 10� 8 1:83� 10� 8

Ïîëíîòà 0.4 1

Êîãåðåíòíîñòü -8.21 -3.32

Ñðåäíèé ðàçìåð ÿäðà 40.47 39.78

Ñðåäíÿÿ êîíòðàñòíîñòü 0.95 0.93

Ñðåäíÿÿ ÷èñòîòà 0.9 0.85

Ðàçðåæåííîñòü � 0.94 0.94

Ðàçðåæåííîñòü � 0.89 0.91

Òàáëèöà 1. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïîäõî-
äà ARTM, ïðîèíèöèàëèçèðîâàííîé ñëó÷àéíî (ïåðâûé ñòîëáåö) è ïîëíûì
íàáîðîì (âòîðîé ñòîëáåö). Êà÷åñòâî îöåíèâàëîñü ïî îñíîâíûì êðèòåðè-
ÿì, ñâÿçàííûì ñ ïîëíîòîé, óñòîé÷èâîñòüþ è èíòåðïðåòèðóåìîñòüþ ìî-
äåëåé. Â êà÷åñòâå ìåðû áëèçîñòè òåì áðàëîñü ðàññòîÿíèå Õåëëèíãåðà.
Òåìû ñ÷èòàëèñü áëèçêèìè, åñëè ðàññòîÿíèå Õåëëèíãåðà ìåíüøå 0.5.

Â òàáë. 1 ïðèâîäÿòñÿ êðèòåðèè, ïî êîòîðûì âåëîñü ñðàâíåíèå ñëó-
÷àéíîé èíèöèàëèçàöèè ñ áàçèñîì òåì. Êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè òåì ïî
ìàòðèöå � (äîêóìåíòîâ ïî ìàòðèöå � ) îïðåäåëÿëñÿ êàê ñðåäíåå ðàññòî-
ÿíèå Õåëëèíãåðà ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàñïðåäåëåíèÿìè òåì (äî-
êóìåíòîâ). Âèäíî, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîé ìàòðèöå � ìîäåëü óñòîé÷èâà
êàê ïî ìàòðèöå � , òàê è ïî ìàòðèöå � . Òàêæå ñïîñîáñòâóåò ïîâûøå-
íèþ óñòîé÷èâîñòè ñèëüíàÿ ðàçðåæåííîñòü ìàòðèö � è � . Îäíàêî ïîë-
íûé íàáîð ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ðåøåíèå íà ïîðÿäîê áîëåå óñòîé÷èâîå, ÷åì
ñëó÷àéíîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå.

Ïîëíîòà òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îïðåäåëÿëàñü êàê äîëÿ òåì áëèç-
êèõ ïî ðàññòîÿíèþ Õåëëèíãåðà ê òåìàì áàçèñà. Ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë,
÷òî îêîëî 40 % òåì ìîäåëè ïîõîæè íà òåìû áàçèñà, îñòàëüíûå ÿâëÿþò-
ñÿ èõ êîìáèíàöèÿìè. ×àñòî ñìåøèâàþòñÿ àáñîëþòíî ðàçíûå òåìàòèêè.
Ýòî ïðèâîäèò ê íåñîãëàñîâàííîñòè òåì, íàïðèìåð: áèîëîãèÿ, ýâîëþöèÿ,
ìèêðîáèîëîãèÿ, ýêîëîãèÿ, ìèêðîáû, ïàëåîíòîëîãèÿ, áàêòåðèè, ãåîëîãèÿ,
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ãåîãðàôèÿ, çåìëÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âñå òåìû áàçèñà óäàëîñü íàéòè
çà 20 ìîäåëåé ARTM ñ 23 òåìàìè.

Ïîëíûé íàáîð òåì ïîçâîëÿåò ñòðîèòü íå òîëüêî áîëåå óñòîé÷èâûå
ìîäåëè, íî è ïîâûøàåò â ðàçû èíòåðïðåòèðóåìîñòü (êîãåðåíòíîñòü) òåì.
Ïðè ýòîì íàáëþäàåòñÿ íåçíà÷èòåëüíîå óìåíüøåíèå ðàçìåðà ÿäðà (6), ÷è-
ñòîòû (7) è êîíòðàñòíîñòè òåì (8). Òåìû ïîëíîãî íàáîðà áîëåå êðóïíûå
è îáùèå, ÷åì ïðè ñëó÷àéíîé èíèöèàëèçàöèè. Áîëåå òîãî, ñîäåðæàíèå òåì
ïîëíîãî íàáîðà íå èçìåíèëîñü ïðè ìîäåëèðîâàíèè.

6. Çàêëþ÷åíèå

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ âçàèìîñâÿçè óñòîé÷èâîñòè, ïîëíîòû
è èíòåðïðåòèðóåìîñòè òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ïîä óñòîé÷èâîñòüþ òåìà-
òè÷åñêîé ìîäåëè áóäåì ïîíèìàòü ñïîñîáíîñòü ìîäåëè ñîõðàíÿòü ïîñòðî-
åííûå òåìû â ðàçíûõ çàïóñêàõ. Ïîëíîòà òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îïðåäåëÿ-
ëàñü êàê äîëÿ òåì áëèçêèõ ïî ðàññòîÿíèþ Õåëëèíãåðà ê òåìàì áàçèñà.
Áàçèñ ñòðîèëñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà íà îñíîâå âûïóêëîé îáîëî÷êè èç
òåì ìîäåëåé, îòëè÷àþùèõñÿ èíèöèàëèçàöèåé ìàòðèöû � . Ñâîéñòâî èí-
òåðïðåòèðóåìîñòè òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïëîõî ôîðìàëèçóåòñÿ. Íà ïðàê-
òèêå ÷àñòî ïðèâëåêàþòñÿ ýêñïåðòû äëÿ îöåíêè òîãî, íàñêîëüêî ïîíÿòíà
òåìà ëþäÿì è ìîæíî ëè äàòü åé íàçâàíèå. Îöåíêè ýêñïåðòîâ õîðîøî
êîððåëèðóþò ñ îñíîâíîé ìåðîé èíòåðïðåòèðóåìîñòè � êîãåðåíòíîñòüþ.

Íåóñòîé÷èâîñòü òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ÿâëÿþòñÿ îáùåèçâåñòíûì
ôàêòîì, îäíàêî ñâÿçàííàÿ ñ íåé ïðîáëåìà ïîëíîòû äî ñèõ ïîð â ëèòåðà-
òóðå íå èçó÷àëàñü. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ
àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïîëíîãî íàáîðà òåì, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè
âûïóêëîé îáîëî÷êè âåêòîðîâ òåì òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îòëè÷àþùèõñÿ
òîëüêî èíèöèàëèçàöèåé ìàòðèöû � . Àëãîðèòì ñîñòîèò èç äâóõ ïðîöå-
äóð � çàìåíû áëèçêèõ òåì è äîáàâëåíèÿ íîâîé òåìû � êîòîðûå âûïîë-
íÿþòñÿ ïî î÷åðåäè äî ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèñõîäèò
ïðèáëèæåííîå äîïîëíåíèå ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû äî áàçèñà. Ïî
ïîñòðîåíèþ â áàçèñ äîáàâëÿþòñÿ òîëüêî òå íîâûå òåìû, â � -îêðåñòíîñòè
êîòîðûõ íåò âûïóêëûõ êîìáèíàöèé òåì áàçèñà.

Ïîëó÷åííûé áàçèñ òåì èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ èíèöèàëèçàöèè ìîäå-
ëè ARTM. Â ñòàòüå áûë ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç èíèöèàëèçàöèè
ìîäåëè ARTM ïîëíûì íàáîðîì è ñëó÷àéíî ïî êðèòåðèÿì, ñâÿçàííûì ñ
èññëåäóåìûìè ïðîáëåìàìè. Èíèöèàëèçàöèÿ ìîäåëè ïîëíûì íàáîðîì ïî-
âûøàåò ïåðïëåêñèþ íà 13 % è óâåëè÷èâàåò ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìîäåëè.
Êàñàòåëüíî óñòîé÷èâîñòè âèäíî, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîé ìàòðèöå � ìî-
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äåëü óñòîé÷èâà êàê ïî ìàòðèöå � , òàê è ïî ìàòðèöå � . Òàêæå ñïîñîáñòâó-
åò ïîâûøåíèþ óñòîé÷èâîñòè ñèëüíàÿ ðàçðåæåííîñòü ìàòðèö � è � . Îä-
íàêî ïîëíûé íàáîð ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ðåøåíèå íà ïîðÿäîê áîëåå óñòîé-
÷èâîå, ÷åì ñëó÷àéíîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå.

Ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî îêîëî 40 % òåì ìîäåëè ARTM ïîõîæè íà
òåìû áàçèñà, îñòàëüíûå ÿâëÿþòñÿ èõ êîìáèíàöèÿìè. ×àñòî ñìåøèâàþòñÿ
ðàçíûå òåìàòèêè, ÷òî ïðèâîäèò ê íåñîãëàñîâàííîñòè òåì.

Ïîëíûé íàáîð òåì ïîçâîëÿåò ñòðîèòü íå òîëüêî áîëåå óñòîé÷èâûå
ìîäåëè, íî è ïîâûøàåò â ðàçû èíòåðïðåòèðóåìîñòü (êîãåðåíòíîñòü) òåì.
Òåìû ïîëíîãî íàáîðà áîëåå êðóïíûå è îáùèå, ÷åì ïðè ñëó÷àéíîé èíè-
öèàëèçàöèè. Áîëåå òîãî, ñîäåðæàíèå òåì ïîëíîãî íàáîðà íå èçìåíèëîñü
ïðè ìîäåëèðîâàíèè.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü ïîëíûé íàáîð â êà÷åñòâå õîðî-
øåãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ìàòðèöû � òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Â äàëü-
íåéøåì ïëàíèðóåòñÿ ðàçðàáîòàòü ìîäåëü, êîòîðàÿ áóäåò ñòðîèòü ïîëíûé
íàáîð òåì çà ìåíüøåå ÷èñëî èòåðàöèé.
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Completeness, stability and interpretability of probabilistic topic
models

Sukhareva A.V.

Interpretability of the solution, the possibility of unsupervised
learning, scalability made topic modeling one of the most popular tools
for statistical text analysis. Topic models make it possible to reduce the
dimension of the data space, since they describe each document as a
probabilistic mixture of abstract topics, each topic as distribution over
the vocabulary words of a collection. The transition from the space
of words into the space of topics leads to a natural solution of the
problems of synonymy and polysemy of terms. However, there are a
number of disadvantages caused by the dependence of the solution on
the initialization. The instability of topic models is a well-known fact,
but the problem of completeness related to it is still not studied in the
literature. To solve this problem, the article explores a new algorithm
for �nding a complete set of topics based on the building of the convex
hull. Experimentally con�rmed the e�ectiveness of this algorithm.
In practice, a complete set of topics was used as the initialization
of the ARTM (additive regularization for topic modeling) model.
Compared with the randomized initial approximation, the basis topics
allows to increase stability, perplexity by more than 10%, coherence
by several times.

Keywords: probabilistic topic modeling, stability of topic models,
complete set of topics of topic models, latent Dirichlet allocation, LDA,
regularization, ARTM, BigARTM.
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×àñòü 2.
Ñïåöèàëüíûå âîïðîñû òåîðèè

èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì



 



Êîððåêòíîñòü êîíñòðóêòèâíîé òåîðèè
  ìíîæåñòâ áåç àêñèîìû îáúåìíîñòè 

îòíîñèòåëüíî ñåìàíòèêè àðèôìåòè÷åñêîé
ðåàëèçóåìîñòè, îñíîâàííîé íà
ãèïåðàðèôìåòè÷åñêèõ âèäàõ

Êîíîâàëîâ À.Þ. 1

  Îïðåäåëÿåòñÿ ñåìàíòèêà àðèôìåòè÷åñêîé ðåàëèçóåìîñòè äëÿ 
ôîðìóë ÿçûêà òåîðèè ìíîæåñòâ, îñíîâàííàÿ íà ãèïåðàðèôìåòè- 
÷åñêèõ âèäàõ. Äîêàçûâàåòñÿ êîððåêòíîñòü êîíñòðóêòèâíîé òåîðèè 
ìíîæåñòâ áåç àêñèîìû îáúåìíîñòè îòíîñèòåëüíîé ýòîé ñåìàíòèêè.

  Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíñòðóêòèâíàÿ ñåìàíòèêà, ðåàëèçóåìîñòü, 
àðèôìåòè÷åñêàÿ ðåàëèçóåìîñòü, àêñèîìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ìíî-
æåñòâ, ãèïåðàðèôìåòè÷åñêèå âèäû.

  Â èíòóèöèîíèñòñêîé ìàòåìàòèêå îäíèì èç àíàëîãîâ ïîíÿòèÿ ìíîæå- 
ñòâà ÿâëÿåòñÿ âèä êàê òî÷íî ñôîðìóëèðîâàííîå óñëîâèå, êîòîðîìó ìîãóò 
óäîâëåòâîðÿòü íåêîòîðûå ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû (ñì. [1]), íàçûâàåìûå 
â ýòîì ñëó÷àå ÷ëåíàìè âèäà. Â ðàáîòå [2] ìû îïðåäåëèëè êîíñòðóêòèâíóþ 
ñåìàíòèêó äëÿ ÿçûêà òåîðèè ìíîæåñòâ, îñíîâàííóþ íà ãèïåðàðèôìåòè- 
÷åñêèõ âèäàõ. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû ðàññìîòðèì ìîäèôèêàöèþ ýòîé 
ñåìàíòèêè, â êîòîðîé ðîëü âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé èãðàþò àðèôìåòè÷å- 
ñêèå ôóíêöèè.

  Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÿçûê ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè LA ñîäåðæèò 
ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû äëÿ âñåõ ïðèìèòèâíî-ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé,

1Êîíîâàëîâ Àëåêñàíäð Þðüåâè÷ � ê.ô.-ì.í., ìëàäøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðà-
òîðèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà ìåõ.-ìàò. ô-òà ÌÃÓ èìåíè
Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, e-mail: alexandr.konoval@gmail.com.

Konovalov Alexander Yurievich � Candidate of Physical and Mathematical Sciences,
Junior Researcher, Lomonosov Moscow State University, Faculty of Mechanics and
Mathematics, Laboratory of Mathematical Problems of Arti�cial Intelligence.
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à òàêæå êîíñòàíòû äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Àòîìàðíûå ôîðìóëû
(àòîìû) ÿçûêà LA ñóòü âûðàæåíèÿ t1 = t2, ãäå t1 è t2 � òåðìû. Áîëåå
ñëîæíûå ôîðìóëû ÿçûêà LA ñòðîÿòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì èç àòîìîâ ïðè
ïîìîùè ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê ^ , _, ! , : è êâàíòîðîâ 9, 8.

Ïóñòü ôèêñèðîâàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n � 1. Óíèôîðìèçàöèåé ôîð-
ìóëû �( x1; : : : ; xn ; y) ÿçûêà LA , íå ñîäåðæàùåé ïàðàìåòðîâ, îòëè÷íûõ îò
x1; : : : ; xn ; y, áóäåì íàçûâàòü ôîðìóëó

�( x1; : : : ; xn ; y) ^ (8z < y ) : �( x1; : : : ; xn ; z);

îáîçíà÷àåìóþ òàê: � U (x1; : : : ; xn ; y). Êàæäàÿ òàêàÿ ôîðìóëà çàäàåò ÷à-
ñòè÷íóþ ôóíêöèþ f : Nn ! N, ãäåf (k1; : : : ; kn ) = k, åñëè è òîëüêî åñëè
N j= � U (k1; : : : ; kn ; k), ò. å. ôîðìóëà � U (k1; : : : ; kn ; k) èñòèííà â ñòàíäàðò-
íîé èíòåðïðåòàöèè. Ïóñòü ôèêñèðîâàíà ãåäåëåâà íóìåðàöèÿ âñåõ ôîð-
ìóë ÿçûêà LA . Ôîðìóëó ñ ãåäåëåâûì íîìåðîì z îáîçíà÷àåì � z. ×åðåç I n

îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî ãåäåëåâûõ íîìåðîâ ôîðìóë ÿçûêà L, íå ñîäåðæà-
ùèõ ïàðàìåòðîâ îòëè÷íûõ îò x1; : : : ; xn ; y. Åñëè z 2 I n , òî ïîñðåäñòâîì
' n

z îáîçíà÷èì n-ìåñòíóþ ÷àñòè÷íóþ ôóíêöèþ, çàäàâàåìóþ ôîðìóëîé
� U

z . Îòìåòèì, ÷òî âñÿêàÿ n-ìåñòíàÿ ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëèìàÿ
â ÿçûêå LA , èìååò âèä ' n

z äëÿ íåêîòîðîãî z 2 I n . Åñëè ' � n-ìåñòíàÿ
÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ, è k1; : : : ; kn � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òî òîò ôàêò, ÷òî
îïðåäåëåíî ' (k1; : : : ; kn ), îáîçíà÷àåì òàê: !' (k1; : : : ; kn ).

Îòíîøåíèÿ íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèå êëàñ-
ñó � 1

1 àíàëèòè÷åñêîé èåðàðõèè [3, Ÿ16.1], íàçîâåì � 1
1-ïðåäèêàòàìè.

Èç [3, Ÿ16.1, òåîðåìà V] ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîé � 1
1-ïðåäèêàò

U(z; x1; x2), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì äëÿ êëàññà âñåõ 2-ìåñòíûõ
� 1

1-ïðåäèêàòîâ. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî z íàçîâåì � 1
1-èíäåêñîì îòíîøåíèÿ

P(x1; x2), åñëè èìååò ìåñòî P(x1; x2) () U(z; x1; x2): Áóäåì ãîâî-
ðèòü, ÷òî îòíîøåíèå P(x1; : : : ; xn ) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðàðèôìåòè÷åñêèì, åñëè
P(x1; : : : ; xn ) è : P(x1; : : : ; xn ) ñóòü� 1

1-ïðåäèêàòû. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî z
íàçîâåì � 1

1-èíäåêñîì îòíîøåíèÿ P(x1; x2), åñëè z = c(z1; z2), ãäå z1 �
� 1

1-èíäåêñ îòíîøåíèÿ : P(x1; x2), à z2 � � 1
1-èíäåêñ îòíîøåíèÿ P(x1; x2).

Ïóñòü J � ìíîæåñòâî âñåõ � 1
1-èíäåêñîâ âñåõ 2-ìåñòíûõ ãèïåðàðèôìå-

òè÷åñêèõ îòíîøåíèé, à Dz(x1; x2) � ãèïåðàðèôìåòè÷åñêîå îòíîøåíèå,
� 1

1-èíäåêñ êîòîðîãî åñòü z.
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Ïîñðåäñòâîì òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè äëÿ êàæäîãî îðäèíàëà �
îïðåäåëèì ìíîæåñòâî � � ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� � 
 f z 2 J j : 9 s9x D z(s; x)g; åñëè� = 0;

� � 
 f z 2 J j 8s; x (Dz(s; x) ! x 2 � � )g; åñëè� = � + 1;

� � 

[

�<�

� � ; åñëè� � ïðåäåëüíûé îðäèíàë.

×åðåç � îáîçíà÷èì îáúåäèíåíèå âñåõ ìíîæåñòâ � � , äëÿ êîòîðûõ îðäèíàë
� êîíå÷åí ëèáî ñ÷åòåí.

Ôîðìóëû ÿçûêà òåîðèè ìíîæåñòâ ñòðîÿòñÿ èç ïðåäìåòíûõ ïåðåìåí-
íûõ, êîíñòàíò ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà � , äâóõìåñòíûõ ïðåäèêàòíûõ ñèì-
âîëîâ = è 2, ëîãè÷åñêèõ êîíñòàíò ? ; > , ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê^ ; _; ! , êâàí-
òîðîâ 8; 9 è ñêîáîê ïî îáû÷íûì ïðàâèëàì. Ïðè çàïèñè ôîðìóë áóäåì
èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ñîêðàùåíèÿ:

� : � 
 � ! ? ;

� 9 x2t �( x) 
 9x(x2t ^ �( x)) ;

� 8 x2t �( x) 
 8x(x2t ! �( x)) ;

� 8 x1; : : : ; xn (� $ 	) 
 8x1; : : : ; xn (� ! 	) ^ 8 x1; : : : ; xn (	 ! �) :

Ôîðìóëàìè ñ îãðàíè÷åííûìè êâàíòîðàìè áóäåì íàçûâàòü òàêèå ôîðìó-
ëû ÿçûêà ÿçûêà òåîðèè ìíîæåñòâ, â êîòîðûõ âñå âõîæäåíèÿ êâàíòîðà 8
èìåþò âèä 8x2t � , à êâàíòîðà 9 � 9x2t � .

Ôèêñèðóåì ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíóþ âçàèìíî-îäíîçíà÷íóþ ôóíê-
öèþ c, êîäèðóþùóþ ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè.
Òîãäà îäíîìåñòíûå îáðàòíûå ôóíêöèè p1 è p2, ãäå p1(x) è p2(x) ñóòü
ïåðâàÿ è âòîðàÿ êîìïîíåíòû ïàðû ñ êîäîì x, ò. å. c(p1(x); p2(x)) = x;
òàêæå ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíû.

Äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà e è ïðîèçâîëüíîé çàìêíóòîé ôîðìó-
ëû � ÿçûêà òåîðèè ìíîæåñòâ îïðåäåëèì îòíîøåíèå ¾ e àðèôìåòè÷åñêè
ðåàëèçóåò� ¿ (îáîçíà÷åíèå: e r � ) ñëåäóþùèì èíäóêòèâíûì îáðàçîì:

� e r (a = b) 
 a = b;

� e r (a 2 b) 
 Db(e; a);

� e r (� ^ 	) 
 p1e r � è p2e r 	 ;

� e r (� _ 	) 
 (p1e = 0 è p2e r �) èëè (p1e = 1 è p2e r 	) ;
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� e r 9x �( x) 
 p1e 2 � è p2e r �( p1e);

� e r 8x1; : : : ; xn (�( x1; : : : ; xn ) ! 	( x1; : : : ; xn )) 
 [e 2 I n+1 è äëÿ
âñåõ1 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë s è a1; : : : ; an 2 � , åñëès r �( a1; : : : ; an ),
òî !' n+1

e (a1; : : : ; an ; s) è âåðíî ' n+1
e (a1; : : : ; an ; s) r 	( a1; : : : ; an )],

ïðè ýòîì ñïèñîê ïåðåìåííûõ x1; : : : ; xn ìîæåò áûòü ïóñòûì;

� e r 8x1; : : : ; xn �( x1; : : : ; xn ) 
 [e r 8x1; : : : ; xn (> ! �( x1; : : : ; xn ))] ,
åñëè ñïèñîê ïåðåìåííûõ x1; : : : ; xn íåïóñò, ôîðìóëà �( x1; : : : ; xn )
íå íà÷èíàåòñÿ ñ êâàíòîðà 8, è ëîãè÷åñêàÿ ñâÿçêà! íå ÿâëÿåòñÿ
ãëàâíîé â �( x1; : : : ; xn ).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàìêíóòàÿ ôîðìóëà � ÿçûêà òåîðèè ìíîæåñòâ ÿâ-
ëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêè ðåàëèçóåìîé , åñëè íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî e, ÷òî èìååò ìåñòî e r � .

Â ðàáîòå [4] Ï. Àöåëü îïðåäåëèë èíòóèöèîíèñòñêóþ òåîðèþ CZF. Àê-
ñèîìû è ñõåìû àêñèîì òåîðèè CZF ñóòü ñëåäóþùèå:

8x; y (8z (z 2 x $ z 2 y) ! x = y); (Ext)

9z 8x (x 2 z ! ? ); (? )

8x 9z (x 2 z ^ 8 u2z 9u02z 8y (y 2 u0 $ y = u)); (Inf)

8x; y 9z 8u (u 2 z $ (u = x _ u = y)); (Pair)

8x 9z 8u (u 2 z $ 9 y (y 2 x ^ u 2 y)); (Un)

8x (8u2x �( u) ! �( x)) ! 8 x �( x); (Ind)

8x [8v2x 9u �( v; u) ! 9 y (8v2x 9u2y �( v; u) ^ 8 u2y 9v2x �( v; u))];
(StrColl)

8x; y 9z 8w [8v2x 9u2y �( v; u; w) !

! 9 y02z (8v2x 9u2y0�( v; u; w) ^ 8 u2y09v2x �( v; u; w))]; (SubsetColl)

8x 9y 8u (u 2 y $ u 2 x ^ �( u)) : (BoundSep)

Ïðè ýòîì â ñõåìå àêñèîì ( BoundSep) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî �( u)� ôîðìóëà
ñ îãðàíè÷åííûìè êâàíòîðàìè.

Ïóñòü i � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèþ
' 2

i (x; s) ' s, è ïóñòü a è bñóòü ðàçëè÷íûå � 1
1-èíäåêñû ïóñòîãî 2-ìåñòíîãî

îòíîøåíèÿ. Òîãäà a; b 2 � 0 è íàòóðàëüíîå ÷èñëî c(i; i) àðèôìåòè÷åñêè

1 Îäíàêî, åñëè â ñïèñêå x1 ; : : : ; x n íà íåêîòîðûõ ïîçèöèÿõ i è j ñòîÿò îäèíàêî-
âûå ïåðåìåííûå x i è x j , òî ìû íå äîïóñêàåì ðàññìîòðåíèå òåõ ñïèñêîâ a1 ; : : : ; an , â
êîòîðûõ ai 6= aj .
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ðåàëèçóåò ôîðìóëó 8z (z 2 a $ z 2 b). Ïðè ýòîì ôîðìóëà (a = b) íå
ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêè ðåàëèçóåìîé. Òàêèì îáðàçîì, àêñèîìà ( Ext) íå
ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêè ðåàëèçóåìîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç CZF� òåîðèþ
CZF áåç àêñèîìû ( Ext). Âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Âñå àêñèîìû òåîðèè CZF� ÿâëÿþòñÿ àðèôìåòè÷åñêè ðåà-
ëèçóåìûìè.
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The non-extensional constructive set theory is sound with respect
to the sematics of the arithmetic realizability based on

hyperarithmetic sorts
Konovalov A.Yu.

A semantics of the arithmetical realizability based on hyperarithmetical
sorts for formulas of the language of set theory is introduced. It is
proved that constructive set theory without the extensionality axiom
is sound with this semantics.

Keywords: constructive semantics, realizability, arithmetical
realizability, axiomatic set theory, hyperarithmetical sorts.
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Î ñîêðàùåíèè íåëèíåéíîé ãëóáèíû
ñâåðòî÷íûõ íåéðîííûõ ñõåì

Õàïêèí À.Â.1

  Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ îäíîìåðíûå ñâåðòî÷íûå ñõåìû â áà-
çèñå Ìàêêàëîêà-Ïèòòñà. Ïîêàçàíî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ñõåìû ìî-
ãóò áûòü ðåàëèçîâàíû ñõåìîé èç àïðèîðíîé è äèíàìè÷åñêîé ÷àñòè,
â êîòîðîé âû÷èñëåíèÿ â àïðèîðíîé ÷àñòè íå çàâèñÿò îò âõîäíûõ 
äàííûõ. Ïðè ýòîì àïðèîðíàÿ è äèíàìè÷åñêàÿ ÷àñòè èìåþò íåëè- 
íåéíóþ ãëóáèíó, ðàâíóþ 2.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñâåðòî÷íàÿ íåéðîííàÿ ñåòü, íåéðîííàÿ ñõå-
ìà, íåëèíåéíàÿ ñëîæíîñòü, ìîäåëü Ìàêêàëîêà-Ïèòòñà.

1. Ââåäåíèå.

Ñâåðòî÷íàÿ íåéðîííàÿ ñåòü - ñïåöèàëüíàÿ àðõèòåêòóðà íåéðîííûõ ñåòåé, 
ïðåäëîæåííàÿ ßíîì Ëåêóíîì â 1988 ãîäó [1]. Îñíîâíàÿ èäåÿ òàêèõ ñåòåé
- ïîñëåäîâàòåëüíîå èñïîëüçîâàíèå ñâåðòî÷íûõ ñëîåâ è ñóáäèñêðåòèçèðó- 
þùèõ ñëî¼â, ÷òî îò ñëîÿ ê ñëîþ ïîçâîëÿåò ïåðåõîäèòü êî âñå áîëåå è 
áîëåå âûñîêèì àáñòðàêöèÿì, ïðè ýòîì íà ïîñëåäíèõ ñëîÿõ âûäåëÿþòñÿ 
ïðèçíàêè î÷åíü âûñîêîãî óðîâíÿ. Ñåòü â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ ñàìîíàñòðà- 
èâàåòñÿ è ó÷èòñÿ ñàìà âûáèðàòü òàêèå äåòàëè ïóòåì ôèëüòðà ìàëîâàæ- 
íûõ äåòàëåé è âûäåëåíèÿ ñóùåñòâåííûõ. Îñíîâíûìè ïðåèìóùåñòâàìè 
ñâåðòî÷íûõ íåéðîííûõ ñåòåé ÿâëÿþòñÿ íå î÷åíü áîëüøîå êîëè÷åñòâî íà- 
ñòðàèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûìè ïîëíîñâÿçíûìè ñå- 
òÿìè, óäîáíîå ðàñïàðàëëåëèâàíèå âû÷èñëåíèé, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçî- 
âàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðàôè÷åñêèå ïðîöåññîðû, îòíîñèòåëüíàÿ óñòîé÷è- 
âîñòü ê ïîâîðîòó è ñäâèãó èñõîäíûõ äàííûõ. Ñâåðòî÷íûå ñåòè àêòèâíî

1Õàïêèí Àðòåì Âëàäèìèðîâè÷ � àñïèðàíò êàô. ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè èíòåë-
ëåêòóàëüíûõ ñèñòåì ìåõ.-ìàò. ô-òà ÌÃÓ, e-mail: 9880817@mail.ru.

Khapkin Artyom Vladimirovich � graduate student, Lomonosov Moscow State
University, Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of
Intellectual Systems.
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ïðèìåíÿþòñÿ â çàäà÷àõ êîìïþòåðíîãî çðåíèÿ - ðàñïîçíàâàíèè îáðàçîâ,
äåòåêöèè îáúåêòîâ, òàêæå òàêèå ñåòè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ
ðå÷è, îáðàáîòêè àóäèîñèãíàëîâ è àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ.

Ïîýòîìó íóæíî óìåòü îïòèìèçèðîâàòü ðàáîòó ñâåðòî÷íûõ íåéðîí-
íûõ ñåòåé, îñîáåííî âàæíî óìåòü îáõîäèòüñÿ ñåòÿìè ñ íå î÷åíü áîëüøîé
íåëèíåéíîé ãëóáèíîé, òàê êàê â òàêîì ñëó÷àå âûòåêàåò ðÿä ïðåèìóùåñòâ
- ýòî ïîçâîëÿåò óñêîðÿòü âðåìÿ ðàáîòû ñåòåé, äåëàòü ñåòè áîëåå èíòåð-
ïðåòèðóåìûìè.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâåðòî÷íûå îäíîìåðíûå íåéðîí-
íûå ñõåìû. ([2], [3]) â ìîäåëè Ìàêêàëîêà-Ïèòòñà [4]. Âûïîëíÿåòñÿ ðàçëî-
æåíèå ýòèõ ñåòåé íà äèíàìè÷åñêóþ è àïðèîðíóþ ÷àñòè, ïðè ýòîì âû÷èñ-
ëåíèÿ àïðèîðíîé ÷àñòè íå çàâèñèò îò âõîäíûõ äàííûõ. Ìèíèìèçèðóåòñÿ
íåëèíåéíàÿ ãëóáèíà êàæäîé èç ýòèõ ÷àñòåé.

2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü X = f x1; x2; � � � g - àëôàâèò âõîäíûõ ïåðåìåííûõ. Ââåäåì ñëåäóþ-
ùèå ôóíêöèè:

1) ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ gc � c; c 2 R

2) ñóììàòîð � n (x1; � � � ; xn ) = x1 + x2 + � � � + xn ; x i 2 R

3) óñèëèòåëüf 
 (x) = 
x; 
; x 2 R

4) ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, � (x) =

(
1; x � 0

0; x < 0

5) ôóíêöèÿ F (x1; x2)=

(
x1; x2 � 0

0; x2 < 0

Ìíîæåñòâî òàêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì çà �
0
.

Ïî àíàëîãèè ñ àâòîìàòíûìè ñõåìàìè [5] îïðåäåëèì ñõåìû èç ôóíê-
öèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.

Êàæäîé ôóíêöèè f (x1; � � � ; xn ) : Rn ! R ìîæíî ñîïîñòàâèòü ãðàôè-
÷åñêèé îáúåêò S ñ n âõîäíûìè ñòðåêëàìè è îäíîé âûõîäíîé ñòðåëêîé
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(êîðîòêî âõîäû è âûõîä S). Âõîäàì îáúåêòà S ïðèïèñàíû ñëåâà íàïðàâî
ïåðåìåííûå x1; x2; � � � ; xn .

Ýëåìåíòû èç �
0

èçîáðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ãðàôè÷åñêèé îáúåêò è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ôóíêöèÿ èç �
0

íàçûâàþòñÿ
ôóíêöèîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè. Òåïåðü èíäóêòèâíî îïðåäåëèì íåéðîí-
íûå ñõåìû áåç ïàìÿòè. Ôóíêöèîíàëüíûå ýëåìåíòû èç 1-5 - íåéðîííûå
ñõåìû áåç ïàìÿòè. Èñïîëüçóÿ îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè [6], à èìåííî îïå-
ðàöèè äîáàâëåíèÿ ôèêòèâíîãî âõîäà, èçúÿòèå ôèêòèâíîãî âõîäà, ñêëå-
èâàíèå õîäîâ, ïåðåèìåíîâàíèå õîäîâ áåç ñêëåèâàíèÿ è ïîñëåäîâàòåëüíîå
ñîåäèíåíèå íàä ôóíêöèîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè, èíäóêòèâíî îïðåäåëÿþ-
ñÿ íåéðîííûå ñõåìû áåç ïàìÿòè.

Åñëè ôóíêöèÿ F ðåàëèçóåòñÿ íåéðîííîé ñõåìîé S, òî â ýòîì ñëó÷àå
áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü (S, F). Ïðè ýòîì ýëåìåíòû � è F íàçûâàþòñÿ
íåëèíåéíûìè, îñòàëüíûå ýëåìåíòû íàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè. Ìíîæåñòâî
ôóíêöèé Rn ! R , ðåàëèçóåìûõ íåéðîííûìè ñõåìàìè áåç ïàìÿòè, áóäåì
îáîçíà÷àòü L. Â ðàáîòå [6] ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî L ñîâïàäàåò ñ ìíî-
æåñòâîì êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé PL.

×èñëî ýëåìåíòîâ â ñõåìå íàçûâàåòñÿ ñëîæíîñòüþ íåéðîííîé ñõåìû.
×èñëî íåëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ â ñõåìå íàçûâàåòñÿ íåëèíåéíîé ñëîæíî-
ñòüþ íåéðîííîé ñõåìû.

Ïóòåì â íåéðîííîé ñõåìå íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèî-
íàëüíûõ ýëåìåíòîâ
G1; G2; � � � ; Gk , ãäå âõîä G1 ÿâëÿåòñÿ âõîäîì ñõåìû, âûõîä Gk ÿâëÿåòñÿ
âûõîäîì ñõåìû, è äëÿ ëþáîãî i; i = 1 � � � k � 1 âûõîä Gi ÿâëÿåòñÿ âõîäîì

81



Gi +1 . Íåëèíåéíîé äëèíîé ïóòè íàçûâàåòñÿ ÷èñëî íåëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ,
ñîäåðæàùèõñÿ â íåì. Íåëèíåéíîé ãëóáèíîé íåéðîííîé ñõåìû íàçûâàåòñÿ
äëèíà ñàìîãî äëèííîãî ïóòè â íåé.

Äâå íåéðîííûå ñõåìû ýêâèâàëåíòíû, åñëè îíè ðåàëèçóþò îäíó è òó
æå ôóíêöèþ. Â ðàáîòå [6] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé íåéðîííîé ñõåìû áåç
ïàìÿòè ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé ñõåìà ñ íåëèíåéíîé ãëóáèíîé 2.

Ïóñòü èìååòñÿ ñõåìà ñ n âõîäàìè è îäíèì âûõîäîì, â êîòîðîì ïî-
ñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿþòñÿ îïåðàöèè ñâåðòêè è Õåâèñàéäà. Ïðèâåäåì
åå èçîáðàæåíèå:

Â ýòîé ñõåìå ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿþòñÿ îïåðàöèè ñâåðòêè ê êàæ-
äîé ñîñåäíåé ïàðå ýëåìåíòîâ (ïðèìåíÿþòñÿ äâå îïåðàöèè óñèëèòåëÿ è
çàòåì îäíà îïåðàöèÿ ñóììàòîðà ìåæäó íèìè) è ïîñëåäóþùåì ïðèìåíå-
íèè ôóíêöèè Õåâèñàéäà ê íèì. Ê ïîëó÷åííîìó âûõîäó ïîâòîðÿåì òàêóþ
æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé. Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå îïåðà-
öèé ñâåðòêè è ôóíêöèè Õåâèñàéäà áóäåì íàçûâàòü îäíèì ñâåðòî÷íûì
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ñëîåì íåéðîííîé ñõåìû. Ïðèâåäåííàÿ ñõåìà ñîäåðæèò n � 1 ñâåðòî÷íûõ
ñëîåâ.

Â ðåçóëüòàòå òàêèõ îïåðàöèé ðàçìåð âõîäà íà êàæäîì ïîñëåäóþùåì
ñëîå áóäåò óìåíüøàòüñÿ íà 1, è â ôèíàëå ó ñõåìû ïîëó÷èòñÿ òîëüêî îäèí
âûõîä. Ïîëó÷åííàÿ íåëèíåéíàÿ ãëóáèíà òàêîé ñõåìû áóäåò ðàâíà n � 1,
òàê êàê êîëè÷åñòâî áëîêîâ ñ ôóíêöèåé Õåâèñàéäà çäåñü (äëèíà ïóòè)
ðàâíî n � 1.

Òàêóþ ñõåìó íàçîâåì îäíîìåðíîé ñâåðòî÷íîé ñõåìîé â áàçèñå
Ìàêêàëîêà-Ïèòòñà.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðèâåäåííàÿ ñõåìà íà ðèñ.2 èìååò íåëèíåéíóþ
ãëóáèíó n � 1. Ðàñïèøåì ïîäðîáíåå, ÷òî ïðîèñõîäèò â ïðîöåññå âû÷èñ-
ëåíèÿ ñõåìû íà ðèñ.2.

1. Âûõîäû ïåðâîãî ñâåðòî÷íîãî ñëîÿ íåéðîííîé ñõåìû (êîòîðûå ïå-
ðåäàþòñÿ íà âõîä âòîðîìó ñëîþ):

(� (a1b1 + a2b2); � � � ; � (an� 1b1 + anb2)) (1)

2. Âûõîäû âòîðîãî ñâåðòî÷íîãî ñëîÿ íåéðîííîé ñõåìû (êîòîðûå ïåðåäà-
þòñÿ íà âõîä òðåòüåìó ñëîþ):

(� ((b3� (a1b1 + a2b2) + b4� (a2b1 + a3b2)) ; � � � ;

� (b3� (an� 2b1 + an� 1b2) + b4� (an� 1b1 + anb2)))
(2)

Äàëåå èäåò òðåòèé ñâåðòî÷íûé ñëîé ñ(b5; b6) , è òàê äî êîíöà äî òåõ ïîð,
ïîêà ó ïîñëåäíåãî ñâåðòî÷íîãî ñëîÿ îñòàíåòñÿ îäèí âûõîä.

3. Ïðåîáðàçîâàíèå íåéðîííîé ñõåìû â ÿâíîì âè-
äå.

3.1. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ñõåì äëÿ ñîêðàùåíèÿ íåëèíåéíîé
ãëóáèíû.

Ââåäåì îïåðàöèþ êîíüþíêöèè ^ . Â äàëüíåéøåì îíà áóäåò èñïîëüçî-
âàòüñÿ íà ýëåìåíòàõ, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ f 0; 1g. Òàêàÿ îïåðàöèÿ âû-
ðàæàåòñÿ ÷åðåç áàçèñ Ìàêêàëîêà-Ïèòòñà. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âåðíà
ñëåäóþùàÿ ëåììà:

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî n 2 N, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:
� (x1)^ � (x2)^� � � ^ � (xn ) = � (x1 + x2 + � � � + xn � n), ãäåx i 2 0; 1.
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3.1.1. Ñëó÷àé n=3.

Âûïèøåì â îáùåì âèäå ñòðóêòóðó îäíîìåðíîé ñâåðòî÷íûé ñåòè â áàçèñå
Ìàêêàëîêà-Ïèòòñà äëè n = 3 .

1. Çíà÷åíèå ïîñëå ïåðâîé îïåðàöèè ñâåðòêè.

(a1b1 + a2b2; a2b1 + a3b2) (3)

2. Çíà÷åíèå ïîñëå ïåðâîé îïåðàöèè Õåâèñàéäà.

(� (a1b1 + a2b2); � (a2b1 + a3b2)) (4)

3. Çíà÷åíèå ïîñëå âòîðîé îïåðàöèè ñâåðòêè.

b3� (a1b1 + a2b2) + b4� (a2b1 + a3b2) (5)

4. Çíà÷åíèå ïîñëå âòîðîé îïåðàöèè Õåâèñàéäà.

� (b3(� (a1b1 + a2b2) + b4� (a2b1 + a3b2))) (6)

Âèäíî, ÷òî íåëèíåéíàÿ ãëóáèíà òàêîé ñõåìû ðàâíà 2. Îáîçíà÷èì çà a
0

1
è a

0

2 ðåçóëüòàòû ïåðâîîé îïåðàöèè Õåâèñàéäà - � (a1b1+ a2b2); � (a2b1+ a3b2)
ñîîòâåòñòâåííî.

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæåò ïðèíèìàòü 4 ðàçíûõ íàáîðà çíà÷åíèé, è ïðè
êàæäîì èç òàêèõ íàáîðîâ ôèíàëüíûé îòâåò èçâåñòåí:

0, 0 �! 0;

0, 1 �! � (b4);

1, 0 �! � (b3);

1, 1 �! � (b3 + b4)

(7)

Çàìåòèì, ÷òî òîãäà èñõîäíóþ íåéðîííóþ ñõåìó ìîæíî ïåðåïèñàòü â
ñëåäóþùåì âèäå:

(� (b3) � a
0

1 + � (b4) � a
0

2) � (1 � a
0

1a
0

2) + � (b3 + b4) � a
0

1a
0

2; (8)

÷òî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïîäñòàíîâêîé. Ñìûñë ñëåäóþùèé - åñ-
ëè ïîïàäàåì â îáëàñòü (1; 1), òî èñïîëüçóåì ïðàâóþ ÷àñòü, åñëè íå ïîïà-
äàåì - òî èñïîëüçóåì ëåâóþ.
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Óïðîñòèì òàêóþ ñõåìó:

(� (b3) � a
0

1 + � (b4) � a
0

2) � (1 � a
0

1a
0

2) + � (b3 + b4) � a
0

1a
0

2 =

� (b3) � a
0

1 + � (b4) � a
0

2 � � (b3) � a
0

1a
0

1a
0

2 � � (b4) � a
0

2a
0

1a
0

2) + � (b3 + b4) � a
0

1a
0

2 =

� (b3) � a
0

1 + � (b4) � a
0

2 + ( � (b3 + b4) � � (b3) � � (b4)) � a
0

1a
0

2
(9)

Òàêîå óïðîùåíèå âîçìîæíî, òàê êàê (a
0

1)2 = a
0

1 è (a
0

2)2 = a
0

2 - îíè
âñåãäà ëèáî 0, ëèáî 1.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïåðåïèñàëè îäíîìåðíóþ ñâåðòî÷íóþ ñåòü ñ n = 3
â íîâîì âèäå, è ýòîò íîâûé âèä áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ñîêðàùåíèÿ
íåëèíåéíîé ãëóáèíû ïðè ïðîèçâîëüíîì n.

3.1.2. Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî n.

Ïîëüçóÿñü àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè, ðàçáåðåì ñëó÷àé îäíîìåðíîé
ñâåðòî÷íîé ñåòè â áàçèñå Ìàêêàëîêà-Ïèòòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n. Â ÿâ-
íîì âèäå âûïèøåì ðåêóððåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñõåìû, êîòîðûå ñîêðà-
òÿò íåëèíåéíóþ ãëóáèíó äî 2.

Âûïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ ñõåìû íà ðèñ.2 â áîëåå ïîäðîáíîì âèäå:
Âõîäíîé âåêòîð:

(a1; a2; � � � ; an )

Âûõîäû ïåðâîãî ñâåðòî÷íîãî ñëîÿ:

(� (a1b1 + a2b2); � (a2b1 + a3b2); � � � ; � (an� 1b1 + anb2))

Âûõîäû âòîðîãî ñâåðòî÷íîãî ñëîÿ:

(� (b3� (a1b1 + a2b2) + b4� (a2b1 + a3b2)) ; � � � )

Äàëåå, ñîãëàñíî ïðåîáðàçîâàíèÿì èç ñõåìû íà ðèñ.2, ñïóñêàåìñÿ äî
âûõîäà n � 1 ñëîÿ:

� (b2n� 3� (� � � ) + ( b2n� 2� (� � � )))
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Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ïîñëå êàæäîãî ñâåðòî÷íîãî ñëîÿ äëèíà âûõî-
äà ñëåäóþùåãî ñëîÿ áóäåò ïî äëèíå ìåíüøå íà 1 ÷åì ïðåäûäóùåãî, è
âõîäîì ïîñëåäíåãî ñëîÿ îñòàíóòñÿ 2 ýëåìåíòà, êîòîðûå ðàâíû âûõîäó
ïðåäïîñëåäíåãî ñâåðòî÷íîãî ñëîÿ, îáîçíà÷èì èõ F n� 2

1 ; F n� 2
2 .

Ïåðåä òåì, êàê ïðèéòè ê ýòèì äâóì ýëåìåíòàì, íà ïðåäûäóùåì øàãå
âñåãäà îñòàåòñÿ 3 ýëåìåíòà, àF n� 2

1 ; F n� 2
2 ïîëó÷àþòñÿ ïîñëå ñâåðòêè ýòèõ

ñàìûõ òðåõ ýëåìåíòîâ è ïîñëåäóþùåì ïðèìåíåíèè ôóíêöèè Õåâèñàéäà.
Îáîçíà÷èì ýòè òðè ýëåìåíòà çà F n� 3

1 ; F n� 3
2 ; F n� 3

3 . À êàæäûé ýòîò ýëå-
ìåíò ïîëó÷àåòñÿ íà âûõîäå ñâðåòî÷íîãî ñëîÿ, âõîä êîòîðãî ñîñòàâëÿþò 4
ïðåäûäóùèõ, è òàê äàëåå, ïîêà íå äîéäåì äî ñàìîãî íà÷àëà. Îáîçíà÷èì
òîãäà çà F j

i ýëåìåíò, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ íà ñâåðòêå j , è êîòîðûé â âåê-
òîðå âõîäîâ ñòîèò íà ìåñòå i .

Åñëè ïåðåïèñàòü ñõåìó â òåðìèíàõ F j
i , òî ïîëó÷èòñÿ ñëåäóþùåå.

Âõîäíîé âåêòîð:

(a1; a2; � � � ; an )

Âûõîäû ïåðâîãî ñâåðòî÷íîãî ñëîÿ:

(F 1
1 ; F 1

2 ; � � � ; F 1
n� 1)

Âûõîäû âòîðîãî ñâåðòî÷íîãî ñëîÿ:

(F 2
1 ; F 2

2 ; � � � ; F 2
n� 2)

� � �

Âûõîäû n � 2 ñâåðòî÷íîãî ñëîÿ:

(F n� 2
1 ; F n� 2

2 )

Âûõîäû n � 1 ñâåðòî÷íîãî ñëîÿ:

(F n� 1
1 )

Çíà÷åíèÿ F n� 2
1 ; F n� 2

2 îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè,
â ÿâíîì âèäå âûïèøåì èõ ôîðìóëó. Ñëîåì ãëóáèíû 1 áóäóò ñàìûå ïåð-
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âûå çíà÷åíèå F 1
i .

F 1
1 = � (a1b1+ a2b2); F 1

2 = � (a2b1+ a3b2); � � � ; F 1
n� 1 = � (an� 1b1+ anb2) (10)

Äàëåå äî ïðîèçâîëüíîãî 1 < = k < n íà k + 1 ñëîå áóäóò íàõîäèòüñÿ ñëå-
äóþùèå ýëåìåíòû:

Fk+1
1 = � (b2k+1 ) � F k

1 + � (b2k+2 ) � F k
2 + ( � (b2k+1 + b2k+2 ) � � (b2k+1 )�

� � (b2k+2 )) � F k
1 F k

2

Fk+1
2 = � (b2k+1 ) � F k

2 + � (b2k+2 ) � F k
3 + ( � (b2k+1 + b2k+2 ) � � (b2k+1 )�

� � (b2k+2 )) � F k
2 F k

3

� � �

Fk+1
n� k� 1 = � (b2k+1 ) � F k

n� k� 1 + � (b2k+2 ) � F k
n� k+

+( � (b2k+1 + b2k+2 ) � � (b2k+1 ) � � (b2k+2 )) � F k
n� k� 1F k

n� k
(11)

Ïîñëåäíèé (n � 1) ñëîé F n� 1
1 ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç äâà ïðåäïîñëåä-

íèõ ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòà F n� 2
1 ; F n� 2

2 , ôîðìóëà ñðàçó ñëåäóåò èç
ïðèâåäåííûõ âûøå ïðåîáðàçîâàíèé.

F n� 1
1 = ( � (b2n� 3)F n� 2

1 + � (b2n� 2)F n� 2
2 ))+

(� (b2n� 3 + b2n� 2) � � (b2n� 3 � � (b2n� 2))F n� 2
1 F n� 2

2

(12)

Ôèíàëüíûé ðåçóëüòàò òàêîé ñõåìû ìîæíî ïðåäñòàâèòü íå òîëüêî ÷å-
ðåç ïîñëåäíèé n � 1 ñëîé, íî è ÷åðåç ëþáîé äðóãîé - äîñòàòî÷íî ïîä-
ñòàâëÿòü ñëàãàåìûå ïî ôîðìóëàì, è îñòàíîâèòüñÿ íà íóæíîì ñëîå. Ýòî
íàáëþäåíèå áóäåì èñïîëüçîâàòü â îöåíêå íåëèíåéíîé ñëîæíîñòè ñõåìû.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü íåëèíåéíóþ ãëóáèíó 2, íóæíî ïî ôîðìó-
ëàì ðàñêðûòü òàêóþ ñóììó äî ïåðâîãî óðîâíÿ (F 1

i ), è ïðèìåíèòü ëåììó
1.

Òàêèì îáðàçîì, â ÿâíîì âèäå âûïèñàíû ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ,
êîòîðûå ïîçâîëÿþò äëÿ ëþáîé ñâåðòî÷íîé ñõåìû áåç ïàìÿòè ñ íåëèíåé-
íîé ãëóáèíîé n ïîëó÷èòü ýêâèâàëåíòíóþ åé íåéðîííóþ ñõåìû áåç ïàìÿòè
ñ íåëèíåéíîé ãëóáèíîé 2.
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3.2. Ðàçëîæåíèå îäíîìåðíûõ ñâåðòî÷íûõ ñõåì.

Åñëè âûðàçèòü ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ ñõåìû ÷åðåçF 1
i ; i = 1 � � � n � 1, òî

ïîëó÷èòñÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèé ñëàãàåìûõ, ïðè ýòîì êàæäîå ñëàãàå-
ìîå ñîñòîèò èç 2 ìíîæèòåëåé - ïåðâûé ìíîæèòåëü ðàâåí â F 1

i èëè èõ
âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé, à âòîðîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé
ñâåðòîê, êðîìå ïåðâîé. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé òàêîé ìíîæèòåëü ìîæíî
ïîñ÷èòàòü îòäåëüíî, â äàëüíåéøåì èçîáðàçèì òàêèå ñõåìû.

Ïîä ñõåìîé & ïîäðàçóìåâàåì ïîëó÷åíèå âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé
(êîíüþêöèé) èç ïåðåäàííûõ â ýòîò áëîê ýëåìåíòîâ, ïîä ñõåìîé + selected

ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïîëó÷åíèå îïðåäåëåííûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé. Òå-
ïåðü èçîáðàçèì, êàê âûãëÿäèò âèä òàêîé ñõåìû ñ íåëèíåéíîé ãëóáèíîé
2, íà îñíîâå ïðèâåäåííûõ âûøå ïðåîáðàçîâàíèé:

Çäåñüci - ðàçëè÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàöèé Õåâèñàéäà íà ìíîæå-
ñòâå
(b3; b4; b3 + b4; b5; � � � ; b2n� 3; b2n� 2; b2n� 3 + b2n� 2) , à Ci - ýòî îïðåäåëåí-
íûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè òàêèõ îïåðàöèé Õåâèñàéäà, êîòîðûå ïîëó-
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÷àþòñÿ ïðè ðàñêðûòèè íåéðîííîé ñõåìû â ÿâíîì âèäå. Íà âûõîäàõ Ci

ñõåìû + selected ðåàëèçóåòñÿ êîíúþíêöèÿ ñ i ïîäìîæåñòâîì èç ôóíêöèé
f F1; F2; � � � :Fn� 1g .

R-ñõåìîé íàçîâåì ñõåìó, ðåàëèçóþùóþ êîìáèíàöèè ñâåðòîê (àïðè-
îðíàÿ ÷àñòü ñõåìû, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò èñõîäíûõ äàííûõ), à L-
ñõåìîé íàçîâåì ñõåìó, ðåàëèçóþùóþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ñàìèìè äàííû-
ìè(äèíàìè÷åñêàÿ ÷àñòü ñõåìû). LR -ñõåìîé íàçîâåì ôèíàëüíóþ êîìáè-
íàöþ L è R-ñõåìû, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ.3.

Ïî ïîñòðîåíèþ âèäíî, íåëèíåéíàÿ ãëóáèíà R-ñõåìû è L-ñõåìû ðàâíà
2. Ñõåìà, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ.3, èìååò ãëóáèíó 3, ÷òîáû ïîëó÷èòü íåëè-
íåéíóþ ãëóáèíó 2 ïîñëå îáúåäèíåíèÿ R è L, íóæíî ïðèìåíèòü ëåììó 1.

Òàêîé ïîäõîä îáëàäàåò èíòåðåñíûì ñâîéñòâîì - äëÿ íîâûõ äàííûõ
íóæíî ñ÷èòàòü çàíîâî òîëüêî ïðåîáðàçîâàíèÿ èç L-ñõåìû, à ïðåîáðàçî-
âàíèÿ R-ñõåìû äîñòàòî÷íî ïîñ÷èòàòü îäèí ðàç, òàê êàê ìàññèâû ñâåðòîê
äëÿ ðàçíûõ ìàññèâîâ äàííûõ áóäåò îäèíàêîâ.

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííóþ ñõåìó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â äðóãîì
âèäå - êîãäà âûõîäàìè L � ñõåìû áóäóò íå F 1

i è èõ âñåâîçìîæíûå ïðîèçâå-
äåíèÿ, à F k

i è èõ âñåâîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ, ãäå 1 < k < n , à âûõîäàìè
R� ñõåìû áóäóò êîìáèíàöèè èç ìåíüøåãî ÷èñëà ñâåðòîê.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ëþáàÿ îäíîìåðíàÿ ñâåðòî÷íàÿ ñåòü â áàçèñå Ìàêêàëîêà-
Ïèòòñà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñõåìû íåëèíåéíîé ãëóáèíû 3, èçîáðà-
æåííîé íà ðèñóíêå 3.

3.3. Ïðèìåð äëÿ n = 4.

Ïðèâåäåì ïðèìåð ðàáîòû òàêîãî àëãîðèòìà ïîíèæåíèÿ íåëèíåé-
íîé ãëóáèíû. Äàí ìàññèâ (a1; a2; a3; a4) è äàíû 3 ÿäðà ñâåðòêè
(b1; b2); (b3; b4); (b5; b6). Ïðè òàêîì àëãîðèòìå â ôèíàëüíîé ñõåìå îñòàíóò-
ñÿ F 1

1 = � (a1b1 + a2b2),F 1
2 = � (a2b1 + a3b2), F 1

3 = � (a3b1 + a4b2) è òàê-
æå ìíîæèòåëè F 1

1 F 1
2 , F 1

1 F 1
3 , F1

2F 1
3 , F 1

1 F 1
2 F 1

3 . Îïóñòèâ ðàñ÷åòû, âûïèøåì
ìíîæèòåëè, ñòîÿùèå ïåðåä êàæäûì èç òàêèõ ñëàãàåìûõ - ðåçóëüòàòîì
ôèíàëüíîé ñõåìû ñòàíåò èõ ñóììà. Ïîä óìíîæåíèåì çäåñü ïîíèìàåòñÿ
^ .
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Ïåðåä F 1
1 : � (b5)� (b3).

Ïåðåä F 1
2 : � (b5)� (b4) + � (b6)� (b3) + ( � (b5 + b6) � � (b5) � � (b6)) � (b4)� (b3)

Ïåðåä F 1
3 : � (b6)� (b4)

Ïåðåä F 1
1 F 1

2 : � (b5)( � (b3 + b4) � � (b3) � � (b4)) + � (b3)( � (b5 + b6) � � (b5) �
� (b6)) +
(� (b3 + b4) � � (b3) � � (b4))( � (b5 + b6) � � (b5) � � (b6)) � (b3)

Ïåðåä F 1
2 F 1

3 : � (b4)( � (b3 + b4) � � (b3) � � (b4)) + � (b6)( � (b5 + b6) � � (b5) �
� (b6)) +
(� (b3 + b4) � � (b3) � � (b4))( � (b5 + b6) � � (b5) � � (b6)) � (b4)

Ïåðåä F 1
1 F 1

3 : (� (b5 + b6) � � (b5) � � (b6)) � (b3)� (b4)

Ïåðåä F 1
1 F 1

2 F 1
3 : (� (b5 + b6) � � (b5) � � (b6)))( � (b3 + b4) � � (b3) � � (b4)))

Òîãäà ðåçóëüòàòîì áóäåì ñëåäóþùàÿ ñóììà:

F 1
1 ^ � (b5)� (b3) + F 1

2 ^ (� (b5)� (b4) + � (b6)� (b3)+

+( � (b5 + b6) � � (b5) � � (b6)� (b4)� (b3))+

+ F 1
3 ^ � (b6)� (b4) + F 1

1 F 1
2 ^ (� (b5)( � (b3 + b4) � � (b3) � � (b4))+

+ � (b3)( � (b5 + b6) � � (b5) � � (b6))+

(� (b3 + b4) � � (b3) � � (b4))( � (b5 + b6) � � (b5) � � (b6)) � (b3))+

+ F 1
2 F 1

3 ^ (� (b4)( � (b3 + b4) � � (b3) � � (b4))+

+ � (b6)( � (b5 + b6) � � (b5) � � (b6))+

(� (b3 + b4) � � (b3) � � (b4))( � (b5 + b6) � � (b5) � � (b6)) � (b4))+

F 1
1 F 1

3 ^ (( � (b5 + b6) � � (b5) � � (b6)) � (b3)� (b4))+

+ F 1
1 F 1

2 F 1
3 ^ (� (b5 + b6) � � (b5) � � (b6)))( � (b3 + b4) � � (b3) � � (b4))

(13)

4. Îöåíêà íåëèíåéíîé ñëîæíîñòè ïîëó÷åííûõ
íåéðîííûõ ñõåì.

Áóäåì îöåíèâàòü íåëèíåéíóþ ñëîæíîñòü ñõåìû, èçîáðàæåííîé íà ðèñ.3,
äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîãî n.
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Äëÿ çíà÷åíèÿ F n� 1
1 , âû÷èñëåííîãî ñõåìîé, èìååì:

F n� 1
1 = ( � (b2n� 3)F n� 2

1 + � (b2n� 2)F n� 2
2 ))+

(� (b2n� 3 + b2n� 2) � � (b2n� 3 � � (b2n� 2))F n� 2
1 F n� 2

2

(14)

Â F n� 1
1 ïðèñóòñòâóþò F n� 2

1 ; F n� 2
2 ; F n� 2

1 F n� 2
2 â êîòîðûõ ïî ðåêóððåíò-

íûì ôîðìóëàì, èçëîæåííûì âûøå, ïðèñóòñòâóþò F n� 3
i è âñå èõ âñåâîç-

ìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ, à â íèõ, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèñóòñâóþò F n� 4
i è èõ

âñåâîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ, è òàê äàëåå.

Äîïóñòèì, ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì ïåðåøëè ê ñëîþ, íà âûõîäàõ
êîòîðîãî ïðèñóòñòâóþò F n� k

i è èõ âñåâîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ. Âûðàæå-
íèåì ñõåìû áóäåò ñóììà êîíúþíêöèé äâóõ ÷àñòåé. Îäíà èç íèõ îòâåò-
ñòâåííà çà èñõîäíûå äàííûå ( F n� k

i è èõ âñåâîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ),
äðóãàÿ îò èñõîäíûõ âõîäíûõ äàííûõ íèêàê íå çàâèñèò.

Äàëåå ïîä ôèíàëüíûì âûðàæåíèåì ñõåìû, èçîáðàæåííîé íà ðèñ.3,
ïîíèìàåì ðåçóëüòàò, çàïèñàííûé ÷åðåç ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ êîíúþíê-
öèé èç ñâåðòîê, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò âõîäíîãî âåêòîðà, è F n� k

i è èõ
âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé.

Äîêàæåì íåñêîëüêî ëåìì, êîòîðûå ïîÿñíÿò õàðàêòåð êàæäîé èç ýòèõ
÷àñòåé.

Ëåììà 2. Â êàæäîì ñëàãàåìîì èç ñóììû ôèíàëüíîãî âûðàæåíèÿ îáÿ-
çàòåëüíî áóäåò ìíîæèòåëü èç ìíîæåñòâà F n� k

i i = 1 ; � � � ; k è èõ âñå-
âîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ - íà ñàìîì ôèíàëüíîì óðîâíå åñòü
F n� 2

1 ; F n� 2
2 ; F n� 2

1 F n� 2
2 , è äàëåå ïî ðåêóððåíòíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì, èç-

ëîæåííûì âûøå, èç íèõ è áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ ýëåìåíòû F n� k
i è èõ âñåâîç-

ìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ.

Ëåììà 3. Â êàæäîì ñëàãàåìîì èç ñóììû ôèíàëüíîãî âûðàæåíèÿ
÷àñòü, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò âõîäíîãî âåêòîðà, áóäåò ÿâëÿòüñÿ ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèåé èç ðåçóëüòàòîâ îïåðàöèè Õåâèñàéäà íà ñëåäóþùåì
ìíîæåñòâå:

b2n� 3; b2n� 2; b2n� 3 + b2n� 2); � � � ;

(b2n� (2k� 1) ; b2n� (2k� 1) ; b2n� (2k� 2) + b2n� (2k� 2))
(15)
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è èõ âñåâîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè.
Íà ïîñëåäíåì ñëîå n � 1 ýòî âåðíî. Íà ñëîå n � 2 ýòî òàêæå âåðíî, òàê êàê
â êàæäîì ìíîæèòåëå ôèãóðèðóþò ýëåìåíòû � (b2n� 3); � (b2n� 2); � (b2n� 3 +
b2n� 2). Äîïóñòèì ýòî âåðíî äëÿ ñëîÿ n � k. Ýòî çíà÷èò, ÷òî êàæäàÿ ÷àñòü
ñëàãàåìîãî, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ, ñîäåðæèò â
ñåáå êîìáèíàöèè èç ñëåäóþùåãî ìíîæåñòâà:

(b2n� 3; b2n� 2; b2n� 3 + b2n� 2); � � � ;

(b2n� (2k� 1) ; b2n� (2k� 2) ; b2n� (2k� 1) + b2n� (2k� 2))
(16)

è èõ âñåâîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ. Îáîçíà÷èì òàêîå ìíîæåñòâî çà � n� k .

Íà ñëîå n � k â ôèíàëüíîé ñóììå â êàæäîì ñëàãàåìîì åñòü ÷àñòè
F n� k

i è èõ âñåâîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ (ïî ïðîøëîé ëåììå). ×àñòè, êî-
òîðûå íå çàâèñÿò îò íà÷àëüíûõ äàííûõ, äëÿ òàêèõ ìíîæèòåëåé áóäóò
ÿâëÿòüñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ðåçóëüòàòîâ îïåðàöèé Õåâèñàéäà íà
ìíîæåñòâå � n� k ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè.

Íà÷èíàåì èñïîëüçîâàòü îñíîâíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
j , 1 � j < n � k âåðíî ñëåäóþùåå:

F n� k
j = � (b2n� (2k� 3)) � F n� k� 1

j + � (b2n� (2k� 4)) � F n� k� 1
j +1 +

(� (b2n� (2k� 3) + b2n� (2k� 4)) � � (b2n� (2k� 3)) � � (b2n� (2k� 4))) � F n� k� 1
j F n� k� 1

j +1
(17)

Ñîãëàñíî òàêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ, êàæäûå ýëåìåíòû ïîñëå ðàñêðû-
òèÿ âñåõ ñêîáîê áóäóò óìíîæàòüñÿ íà îäíî èç � (b2n� (2k� 3)), � (b2n� (2k� 4)),
� (b2n� (2k� 3) + b2n� (2k� 4)), ëèáî èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè, è îáîçíà÷èì òà-
êîå ìíîæåñòâî çà Rk .

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç óðîâíÿ n � k � 1, êîòîðûé
çàâèñèò îò èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ïóñòü
ýòî áóäåò F n� k� 1

i 1
F n� k� 1

i 2
� � � F n� k� 1

i l
. Ðàññìîòðèì, êàêîé ïîëó÷èòñÿ ÷ëåí

ïåðåä íèì, íå çàâèñÿùèé îò èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ. Äëÿ ýòîãî íóæíî
ñãðóïïèðîâàòü âñå ñëàãàåìûå ñ ìíîæèòåëåì F n� k� 1

i 1
F n� k� 1

i 2
� � � F n� k� 1

i l
è
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ïðîñóììèðîâàòü åãî îñòàâøèåñÿ ìíîæèòåëè, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò âåê-
òîðà âõîäíûõ äàííûõ.

Äîïóñòèì, òàêîé ìíîæèòåëü âñòðåòèëñÿ t ðàç. Òîãäà ôèíàëüíûé ìíî-
æèòåëü áóäåò èìåòü âèä:

F k
i 1

F k
i 2

� � � F k
i l

:
tX

i =1

ai � r i � Wi (18)

ÇäåñüWi - ýòî ìíîæèòåëü, êîòîðûé ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ÿâëÿ-
åòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé èç ìíîæåñòâà � n� k , ai 2 Z, à r i 2 Rk .

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî òàêàÿ ñóììà áóäåò ÿâëÿòüñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
èç ñëåäóþùåãî ìíîæåñòâà:

� (b2n� 3); � (b2n� 2); � (b2n� 3 + b2n� 2); � � �

� � � ; � (b2n� (2k� 3)); � (b2n� (2k� 4)); � (b2n� (2k� 3) + b2n� (2k� 4))
(19)

è èõ âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé, òî åñòü äëÿ óðîâíÿ n � k � 1 óòâåð-
æäåíèå òàêæå âåðíî.

Îöåíèì íåëèíåéíóþ ñëîæíîñòü LR -ñõåìû . Ñõåìà èìååò ñëåäóþùèé
âèä:

F n� 1
1 =

n� 1X

i =1

x i ^ F 1
i +

n� 1X

i;j =1 ;i 6= j

x ij ^ F 1
i � F 1

j + � � � +

+ x12��� n� 1 ^ F 1
1 ^ F 1

2 � � � ^ F 1
n� 1

(20)

Çäåñü âñåâîçìîæíûå x - ýòî òå ñàìûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè èç ñâåð-
òîê (êðîìå ïåðâîé), ïðî êîòîðûå ãîâîðèòñÿ â ïðåäûäóùåé ëåììå. Òàêæå
ñãðóïïèðîâàëè òàêóþ ñóììó ïî îäèíàêîâîìó êîëè÷åñòâó ìíîæèòåëåé F 1

i .

Áóäåì îöåíèâàòü êîëè÷åñòâî íåëèíåéíûõ îïåðàöèé, êîòîðîå òðåáóåò-
ñÿ íà ïîäñ÷åò ìíîæèòåëåé â ôèíàëüíîé ñõåìå, íå çàâèñÿùèõ îò èñõîäíîãî
èçîáðàæåíèÿ (ñâåðòîê). Íåòðóäíî ïîñ÷èòàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ
ïðîèçâåäåíèé èç ñâåðòîê íà ïîñëåäíåì ñëîå ðàâíî 0 (òàì íåò ñâåðòîê), íà
ïðåäïîñëåäíåì ñëîå ðàâíî 23 � 1 (âñåâîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ � (b2n� 3),
� (b2n� 2), � (b2n� 3 + b2n� 2)), íà óðîâíå n � k êîëè÷èñòâî âñåâîçìîæíûõ
ïðîèçâåäåíèé èç âñòðåòèâøèõñÿ ñâåðòîê ðàâíî 23(k� 1) � 1. Òîãäà íà ñà-
ìîì ïåðâîì ñëîå êîëè÷åñòâî òàêèõ ïðîèçâåäåíèé áóäåò ðàâíî 23(n� 2) � 1.
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Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ìíîæèòåëåé òàêîãî ñëàãàåìîãî ðàâíî êîëè÷å-
ñòâó âñåâîçìîæíûõ ýëåìåíòîâ èç ñâåðòîê, òî åñòü 3(n � 2).

Òàêæå íóæíî ó÷åñòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì áàçèñå íåò îïåðàöèè
ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé, ïîýòîìó åå íóæíî äîáàâèòü, äëÿ ýòîãî íóæíî
èñïîëüçîâàòü òî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå Õåâèñàéäîâ âîçìîæíî ðàçëîæèòü â
îïåðàöèþ Õåâèñàéäîâ îò ñóììû îïåðàöèé Õåâèñàéäîâ (ëåììà 1).

Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñ÷èòàòü îäèí ðàç âñå òàêèå ìíî-
æèòåëè, íóæíî ñîâåðøèòü ìàêñèìóì ñëåäóþùåå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé
óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèè Õåâèñàéäà:
3(n � 2 + 1)(2 3(n� 2) � 1) = 3( n � 1)(23(n� 2) � 1)

Òàê êàê âñå ìíîæèòåëè ïðåäïîñ÷èòàíû, òî ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíà-
öèÿ íå áóäåò äàâàòü ïðèðîñòà ê íåëèíåéíîé ñëîæíîñòè ñõåìû - â ëèíåé-
íîé êîìáèíàöèè ïîìèìî ïðîèçâåäåíèé ñâåðòîê åñòü òîëüêî ñóììàòîð è
óìíîæåíèå íà ÷èñëî, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè îïåðàöèÿìè.

Òåïåðü îöåíèì êîëè÷åñòâî íåëèíåéíûõ îïåðàöèé, êîòîðîå íóæíî ïî-
òðàòèòü íà ïîäñ÷åò ýëåìåíòîâ, çàâèñÿùèõ îò íà÷àëüíîãî èçîáðàæåíèÿ,
òî åñòü îò F 1

i . Âñåâîçìîæíûõ êîìáèíàöèé èç ïðîèçâåäåíèé F 1
i èìååòñÿ

2n� 1, ïðè ýòîì äëèíà ñàìîãî äëèííîãî ýëåìåíòà íå ïðåâîñõîäèò n � 1.
Òàêæå àíàëîãè÷íî â ñëó÷àå ñ ïîäñ÷åòîì ìíîæèòåëåé íóæíî ó÷åñòü, ÷òî
â íàøåì áàçèñå íåò îïåðàöèè ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé, ïîýòîìó íóæíî
èñïîëüçîâàòü ëåììó 1. Ñîîòâåòñòâåííî, ÷òîáû ïîñ÷èòàòü âñåâîçìîæíûå
ïðîèçâåäåíèÿ, íåîáõîäèìî ñîâåðøèòü (n� 1+1)2n� 1 = n2n� 1 íåëèíåéíûõ
îïåðàöèé.

Èòîãî, îöåíèâàÿ ôèíàëüíóþ íåëèíåéíóþ ñëîæíîñòü ñõåìû, ïðèõî-
äèì ê ñëåäóþùåé îöåíêå: íà ïîäñ÷åò ìíîæèòåëåé èç ñâåðòîê íóæíî
3(n� 1)(23(n� 2) � 1) íåëèíåéíûõ îïåðàöèé, íà ïîäñ÷åò ìíîæèòåëåé èç ýëå-
ìåíòîâ, êîòîðûå çàâèñÿò îò èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ, íóæíî n2n� 1 îïåðà-
öèé, òàêæå íóæíî ó÷åñòü, ÷òî çäåñü ïðîèñõîäèò ïåðåìíîæåíèå îïåðàöèé,
è äîáàâèòñÿ åùå 2n� 1 îïåðàöèé äëÿ ïåðåìíîæåíèÿ ñâåðòîê è F 1

i . Èòîãî
3(n � 1)(23(n� 2) � 1) + n2n� 1 + 2 n� 1. Âèäíî, ÷òî íàèáîëüøèé âêëàä â ðîñò
íåëèíåéíîé ñëîæíîñòè âíîñèò R � , â äàëüíåéøåì áóäåò âåñòèñü ðàáîòà
ïî ñîêðàùåíèþ åå íåëèíåéíîé ñëîæíîñòè.

Èç òàêîé îöåíêè ìîæíî ñðàçó ñëåäóåò òåîðåìà.
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Òåîðåìà 2. Ïîðÿäîê ðîñòà íåëèíåéíîé ñëîæíîñòè LR � ñõåìû ñ íåëè-
íåéíîé ãëóáèíîé 2 íå ïðåâîñõîäèò n23n . Ïðè ýòîì íåëèíåéíàÿ ñëîæ-
íîñòü L-ñõåìû íå ïðåâîñõîäèò n2n .

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîé ðàáîòå îäíîìåðíûå ñâåðòî÷íûå íåéðîííûå ñõå-
ìû â áàçèñå Ìàêêàëîêà-Ïèòòñà ðàçëîæåíû íà äèíàìè÷åñêóþ è àïðèîð-
íóþ ñîñòàâëÿþùèå, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò íåëèíåéíóþ ãëóáèíó 2.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ, äî-
öåíòó êàôåäðû ÌàÒÈÑ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ,
ê.ô.-ì.í., ×àñîâñêèõ Àíàòîëèþ Àëåêñàíäðîâè÷ó, çà ïîìîùü â ïðîâåäå-
íèè èññëåäîâàíèÿ è ïîñòàíîâêå çàäà÷è.
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On reducing the nonlinear depth of convolutional neural schemes
Khapkin A.V.

The paper considers one-dimensional convolutional schemes in the
McCulloch-Pitts basis. It is shown that the considered schemes can be
implemented by a scheme from the a priori and dynamic parts, in which
the calculations in the a priori part are independent of the input data.
In this case, the a priori and dynamic parts have a nonlinear depth
equal to 2.

Keywords: convolutional neural network, neural scheme, nonlinear
complexity, McCulloch-Pitts model.
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Î ñîîòâåòñòâèè ìåæäó ïðàâèëüíûìè 
ñåìåéñòâàìè è ðåáåðíûìè îðèåíòàöèÿìè

áóëåâûõ êóáîâ

Öàðåãîðîäöåâ Ê.Ä. 1

  Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïðàâèëüíûìè ñå- 
ìåéñòâàìè áóëåâûõ ôóíêöèé è ðåáåðíûìè îðèåíòàöèÿìè ñ åäèí- 
ñòâåííûì ñòîêîì íà áóëåâûõ êóáàõ. Äàííîå ñîîòâåòñòâèå ïîçâîëÿ-
åò ïåðåíåñòè ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ äëÿ óêàçàííûõ îðè- 
åíòàöèé, íà ÿçûê ïðàâèëüíûõ ñåìåéñòâ: ïîëó÷èòü îöåíêè íà ÷èñëî 
ïðàâèëüíûõ ñåìåéñòâ ïîðÿäêà n � 5 è ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à ðàñïî-
çíàâàíèÿ ïðàâèëüíîñòè ñåìåéñòâà ÿâëÿåòñÿ coNP-ïîëíîé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðàâèëüíûå ñåìåéñòâà áóëåâûõ ôóíêöèé,
ðåáåðíûå îðèåíòàöèè ñ åäèíñòâåííûì ñòîêîì.

1. Ââåäåíèå

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ïðàâèëüíû- 
ìè ñåìåéñòâàìè áóëåâûõ ôóíêöèé è ðåáåðíûìè îðèåíòàöèÿìè ñ åäèí- 
ñòâåííûì ñòîêîì íà áóëåâûõ êóáàõ. Ïðàâèëüíûå ñåìåéñòâà ôóíêöèé 
ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè áîëüøèõ ëàòèíñêèõ êâàäðàòîâ, êîòîðûå 
èñïîëüçóþòñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè: òåîðèè 
êîäèðîâàíèÿ, ïëàíèðîâàíèè ýêñïåðèìåíòà, çàùèòå èíôîðìàöèè [1, 2]. Â 
ðàáîòàõ [3, 4] áûë ïðåäëîæåí ôóíêöèîíàëüíûé ìåòîä çàäàíèÿ ëàòèíñêî- 
ãî êâàäðàòà ïðè ïîìîùè ñåìåéñòâà áóëåâûõ ôóíêöèé.

Ðåáåðíûå îðèåíòàöèè ñ åäèíñòâåííûì ñòîêîì èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ
[5, 6] â ñâÿçè ñ çàäà÷àìè ëèíåéíîãî è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. 
Ïî ïðàâèëüíîìó ñåìåéñòâó ìîæíî çàäàòü îðèåíòàöèþ ðåáåð íà áóëåâîì 
êóáå òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïîëó÷åííûé îáúåêò áóäåò ðåáåðíîé îðèåíòàöèåé

1  Öàðåãîðîäöåâ Êèðèëë Äåíèñîâè÷ � àñïèðàíò êàô. àëãåáðû ìåõ.-ìàò. ô-òà 
ÌÃÓ   èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, e-mail: kirill94 _12@mail.ru.

  Tsaregorodtsev Kirill Denisovich � graduate student, Lomonosov Moscow State 
University, Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Algebra.
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ñ åäèíñòâåííûì ñòîêîì, è íàîáîðîò, êàæäîé òàêîé îðèåíòàöèè ìîæíî
ñîïîñòàâèòü íåêîòîðîå ïðàâèëüíîå ñåìåéñòâî.

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Íàäåëèì áóëåâ êóá E n
2 ðàçìåðíîñòè n ñòðóêòóðîé ãðàôà, ñîåäèíèâ

(íåîðèåíòèðîâàííûìè) ðåáðàìè ïàðû òî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿ-
íèè Õýììèíãà 1. Âåðøèíàì ñîïîñòàâèì ìåòêè (� 1; : : : ; � n ), � i 2 f 0; 1g.
Áóäåì íàçûâàòü òàêîé ãðàô ãðàôîì áóëåâà êóáà.

Ïîäêóáîì ðàçìåðíîñòè n � m áóäåì íàçûâàòü ïîäãðàô ãðàôà áóëåâà
êóáà E n

2 , èíäóöèðîâàííûé âåðøèíàìè, èìåþùèìè ôèêñèðîâàííûå çíà-
÷åíèÿ íåêîòîðûõ êîîðäèíàò i 1; : : : ; i m 2 f 1; : : : ; ng:

Ðåáåðíîé îðèåíòàöèåé ñ åäèíñòâåííûì ñòîêîì íà ãðàôå áóëåâà êóáà
E n

2 íàçûâàåòñÿ òàêàÿ îðèåíòàöèÿ âñåõ åãî ðåáåð, ÷òî â êàæäîì ïîäêó-
áå ðàçìåðíîñòè d = 1 ; 2; : : : ; n ñóùåñòâóåò ðîâíî 1 ñòîê. Äëÿ êðàòêîñòè
áóäåì â äàëüíåéøåì íàçûâàòü òàêèå îðèåíòàöèè îäíîñòîêîâûìè.

Ñëåäóÿ ðàáîòàì [3, 4, 7], ââåäåì ïîíÿòèå ïðàâèëüíîñòè ñåìåéñòâà áó-
ëåâûõ ôóíêöèé.

Ñåìåéñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé

F = ( f 1(x1; : : : ; xn ); : : : ; f n (x1; : : : ; xn ))

íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ äâîè÷íûõ íàáîðîâ �; � ,
� 6= �; âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

9i : � i 6= � i ; f i (� ) = f i (� )

Î ñïîñîáàõ ïîñòðîåíèÿ ëàòèíñêèõ êâàäðàòîâ ïî ïðàâèëüíûì ñåìåé-
ñòâàì ìîæíî ïðî÷èòàòü â ðàáîòå [3].

Ñåìåéñòâó ôóíêöèé F = ( f 1; : : : ; f n ) îò n ïåðåìåííûõ ñ òåì ñâîé-
ñòâîì, ÷òî f i íå çàâèñèò îò x i , i = 1 ; : : : ; n; ñîïîñòàâèì ðåáåðíóþ îðè-
åíòàöèþ íà ãðàôå n-ìåðíîãî áóëåâà êóáà ñëåäóþùèõ îáðàçîì. Ïóñòü
(v; w) � ñìåæíûå âåðøèíû â E n

2 ; vi 6= wi : Ïî ñâîéñòâó ñåìåéñòâà F èìååì
f i (v) = f i (w): Åñëè f i (v) = vi ; òî ðåáðî îðèåíòèðóåòñÿ îò w ê v; â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå (f i (v) = wi ) ðåáðî îðèåíòèðóåòñÿ îò v ê w: Ïîñòðîåííûé
òàêèì îáðàçîì ïî ñåìåéñòâó F ãðàô îáîçíà÷èì çà GF :

Âåðøèíà v ÿâëÿåòñÿ ñòîêîì â äàííîé îðèåíòàöèè òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà v � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ f : E n

2 ! E n
2 ; çàäàâàå-

ìîãî ñåìåéñòâîì F:
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3. Ñâÿçü ìåæäó îäíîñòîêîâûìè îðèåíòàöèÿìè è
ïðàâèëüíûìè ñåìåéñòâàìè

Äëÿ ïðàâèëüíûõ ñåìåéñòâ âåðíû ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå
ïðåäñòàâëÿþò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ è èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü â äî-
êàçàòåëüñòâå îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà (òåîðåìà 3).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü F = ( f 1; : : : ; f n ) � ïðàâèëüíîå ñåìåéñòâî áóëåâûõ
ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå ñåìåéñòâà F íà ïîäêóá E n

2 âèäà
x i 1 = a1; : : : ; x i m = am : Èñêëþ÷èì èç ñåìåéñòâà F ôóíêöèè ñ íîìåðà-
ìè i 1; : : : ; i m è ïîäñòàâèì â îñòàâøèåñÿ ôóíêöèè êîíñòàíòû a1; : : : ; am

âìåñòî ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ x i 1 ; : : : ; x i m : Òîãäà ïîëó÷åííîå
ñåìåéñòâî ôóíêöèé òàêæå áóäåò ïðàâèëüíûì.

Òåîðåìà 2. Ó îòîáðàæåíèÿ E n
2 ! E n

2 , çàäàâàåìîãî ïðàâèëüíûì ñåìåé-
ñòâîì, âñåãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà.

Äàííûå óòâåðæäåíèÿ ïîçâîëÿþò äîêàçàòü îñíîâíîå óòâåðæäåíèå ïðî
âçàèìîñâÿçü ïðàâèëüíûõ ñåìåéñòâ è îäíîñòîêîâûõ îðèåíòàöèé.

Òåîðåìà 3. Ãðàô GF ñåìåéñòâà F = ( f 1; : : : ; f n ); ÿâëÿåòñÿ îäíîñòîêî-
âîé îðèåíòàöèåé íà ãðàôå áóëåâà êóáà E n

2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
F � ïðàâèëüíîå ñåìåéñòâî.

Äàííîå ñîîòâåòñòâèå ïîçâîëÿåò ïåðåíåñòè ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ èç òåî-
ðèè, ðàçâèòîé â ðàáîòàõ [6, 8, 9], íà ïðàâèëüíûå ñåìåéñòâà. Â ÷àñòíîñòè,
âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

Ñëåäñòâèå 1 ([8], [10]). Ïóñòü ñåìåéñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé çàäàíî â âè-
äå êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìû. Òîãäà çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ïðà-
âèëüíîñòè ñåìåéñòâà ÿâëÿåòñÿ coNP-ïîëíîé.

Îáîçíà÷èì çà T(n) êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ ñåìåéñòâ ïîðÿäêà n:

Ñëåäñòâèå 2 ([6]). T(n) � 4(T(n � 1))2

Ñëåäñòâèå 3 ([9]). Ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû B � A > 0, òàêèå ÷òî
äëÿ n � 2 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

nA�2n
� T(n) � nB �2n

Àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ
À. Å. Ïàíêðàòüåâó è ñ.í.ñ. À. Â. Ãàëàòåíêî çà îêàçàííóþ ïîìîùü ïðè
íàïèñàíèè íàñòîÿùåé ñòàòüè.
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On the relationship between proper families and edge orientations
of Boolean cubes

Tsaregorodtsev K.D.

This paper is devoted to the study of relationship between proper
families of Boolean functions and unique sink orientations of cubes. A
one-to-one correspondence between these two objects is established, a
number of properties are carried over from unique sink orientations to
proper families. These results include an upper bound for the number
of proper families of given size and coNP-completeness of the problem
of recognizing properness.

Keywords: proper families of Boolean functions, unique sink
orientations.
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×àñòü 3.
Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè



 



Êëàññ àâòîìàòîâ, äîñòàòî÷íûé äëÿ
îïòèìàëüíîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ
îáùåðåãóëÿðíûõ ñâåðõñîáûòèé

Âåäåðíèêîâ È.Ê. 1

Àâòîìàò ïðîãíîçèðóåò ñëåäóþùèé ñèìâîë âõîäíîãî ñâåðõñëî-
âà, åñëè îí âûäàåò ýòîò ñèìâîë íà âûõîäå â ïðåäûäóùèé ìîìåíò 
âðåìåíè.

  Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âîïðîñ ñóæåíèÿ êëàññà àâòîìàòîâ äëÿ çà-
äà÷è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïðîèçâîëüíîãî îáùåðåãóëÿðíîãî ñâåðõñîáû-
òèÿ â ìíîãîçíà÷íîì àëôàâèòå. Ïîëó÷åí êëàññ àâòîìàòîâ äîñòàòî÷-
íûé äëÿ çàäà÷è ïðîãíîçèðîâàíèÿ, à òàêæå ñ åãî ïîìîùüþ äîêàçàí 
ïåðåõîä îò îöåíîê ïðîñòûõ ñâåðõñîáûòèé ê îöåíêàì ñîñòàâíûõ.

  Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîãíîçèðîâàíèå àâòîìàòàìè, îáùåðåãó- 
ëÿðíîå ñâåðõñîáûòèå, àâòîìàòíîå ïðîãíîçèðîâàíèå îáùåðåãóëÿð-
íûõ ñâåðõñîáûòèé.

1. Ââåäåíèå

Â ñòàòüå À.Ã. Âåðåíèêèíà è Ý.Ý. Ãàñàíîâà [1] áûëè ââåäåíû ïðîãíîçèðóþ- 
ùèå àâòîìàòû � êîíå÷íûå àâòîìàòû, ïðåäñêàçûâàþùèå ñâåðõñëîâî èëè 
ìíîæåñòâî ñâåðõñëîâ. Ãîâîðÿò, ÷òî àâòîìàò ïðîãíîçèðóåò ñâåðõñëîâî, åñ- 
ëè ÷åðåç íåêîòîðîå êîíå÷íîå âðåìÿ ïîñëå íà÷àëà, îí íà÷èíàåò â ìîìåíò 
âðåìåíè t âûäàâàòü ýëåìåíò âõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîä íîìåðîì
t + 1.

  Îêàçàëîñü, ÷òî ïîëíîñòüþ ïðîãíîçèðóåìû òîëüêî ïåðèîäè÷åñêèå 
ñâåðõñëîâà, èçíà÷àëüíî ýòî áûëî äîêàçàíî äëÿ äâîè÷íîãî àëôàâèòà, íî 
â ðàáîòå [2] äàííûé ðåçóëüòàò áûë îáîáùåí íà ñëó÷àé k-çíà÷íûõ ëîãèê.

1Âåäåðíèêîâ Èëüÿ Êîíñòàíòèíîâè÷ � èíæåíåð-ðàçðàáîò÷èê â ÎÎÎ Íåçàâèñèìîå
êîíñòðóêòîðñêîå áþðî ¾Íîâûå èññëåäîâàíèÿ è ðàçðàáîòêè¿, e-mail: nowaday@bk.ru.

Vedernikov Iliya Konstantinovich � development engineer at the Independent Design
Bureau �New Research and Development� LLC.
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Â ðàáîòå [3] À.À. Ìàñòèõèíîé áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ÷àñòè÷íîãî ïðî-
ãíîçèðîâàíèÿ, êîòîðîå èìååò ìåñòî â ñëó÷àå, êîãäà àâòîìàò óãàäûâàåò
ñëåäóþùèé ñèìâîë íå îáÿçàòåëüíî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè, íî äîñòà-
òî÷íî ÷àñòî. Â îäíîé èç ñëåäóþùèõ ðàáîò À.À. Ìàñòèõèíà [4] ïðåäú-
ÿâèëà êðèòåðèé ÷àñòè÷íîé ïðîãíîçèðóåìîñòè îáùåðåãóëÿðíûõ ñâåðõñî-
áûòèé â äâîè÷íîì àëôàâèòå. Òàêæå âîïðîñ ÷àñòè÷íîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ
ñâåðõñîáûòèé èññëåäîâàëñÿ â ðàáîòàõ [3, 5, 6, 7].

Ïåðâûå ðåçóëüòàòû ïî ñóæåíèþ êëàññà àâòîìàòîâ äëÿ çàäà÷è ïðîãíî-
çèðîâàíèÿ ïîëó÷åíû â [6], â ÷àñòíîñòè, áûëî äîêàçàíî, ÷òî äîñòàòî÷íî
àâòîìàòîâ ñ ðàçìå÷åííûìè ôóíêöèÿìè âûõîäà. Ôóíêöèÿ âûõîäà ñ÷èòà-
åòñÿ ðàçìå÷åííîé, åñëè äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ àâòîìàòà âåðíî, ÷òî äëÿ
âñåõ çíà÷åíèé ôóíêöèè ïåðåõîäà, âåäóùèõ â ýòî ñîñòîÿíèå, ôóíêöèÿ âû-
õîäà îäèíàêîâà.

Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ îáùåðåãóëÿðíûõ ñâåðõñîáûòèé
äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü êëàññ ïðåäñòàâëÿþùèõ àâòîìàòîâ. Àâòîìàò
ñ÷èòàåòñÿ ïðåäñòàâëÿþùèì, åñëè äëÿ íåãî ìîæíî âûäåëèòü íåêîòîðîå
ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ ñîñòîÿíèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî àâòîìàò áóäåò
ïðåäñòàâëÿòü äàííîå ñâåðõñîáûòèå ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ
èç [8].

Òàêæå â êîíöå ïðèâîäèòñÿ ñïîñîá ïåðåíîñà îöåíîê ïðîñòûõ îáùå-
ðåãóëÿðíûõ ñâåðõñîáûòèé íà ñîñòàâíûå. Îáùåðåãóëÿðíîå ñâåðõñîáûòèå
ïðîñòîå, åñëè åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñâåðõèòåðàöèè ðåãóëÿðíîãî ñ
ïðåäïåðèîäîì, ñîîòâåòñòâåííî, åñëè íåëüçÿ, òî ñâåðõñîáûòèå ñîñòàâíîå.
Â ÷àñòíîñòè, ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû ïîçâîëÿþò ïåðåíåñòè âûâîäû
ðàáîòû [7] íà ïðîèçâîëüíûå îáùåðåãóëÿðíûå ñâåðõñîáûòèÿ.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó Ý.Ý. Ãàñàíîâó çà ïîñòà-
íîâêó çàäà÷è è ïîìîùü â ðàáîòå.

2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòà-
òîâ

Ââåäåì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ.
Ïóñòü Ek = f 0; 1; : : : ; k � 1g � êîíå÷íûé àëôàâèò. ×åðåç E �

k è E 1
k

îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ êîíå÷íîé äëèíû è ìíî-
æåñòâî âñåõ ñâåðõñëîâ â àëôàâèòåEk . Ïî îïðåäåëåíèþ áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ïóñòîå ñëîâî � ïðèíàäëåæèò E �

k . Ïîäìíîæåñòâà E �
k íàçûâàþòñÿ ñî-

áûòèÿìè , à ïîäìíîæåñòâà E 1
k � ñâåðõñîáûòèÿìè .
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Äëèíó ñëîâà � îáîçíà÷èì j� j, ïî îïðåäåëåíèþ j� j = 0 . Åñëè � �
ñâåðõñëîâî, òî j� j = 1 .

Åñëè � � ñâåðõñëîâî â àëôàâèòå Ek , n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî n-
óþ áóêâó ñâåðõñëîâà� áóäåì îáîçíà÷àòü � (n), à ÷åðåç� ]

n
îáîçíà÷èì

ïðåôèêñ äëèíû n ñâåðõñëîâà� , ò.å. � ]
n

= � (1)� (2) : : : � (n).

Åñëè � � ñëîâî â àëôàâèòå Ek ; j� j = m, n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî,
n < m , òî ÷åðåç [

n
� îáîçíà÷èì ñóôôèêñ äëèíû n ñëîâà � , ò.å. [

n
� =

� (m � n + 1) : : : � (m): Åñëè n = 0 , òî ïîëîæèì [
n

� = � .

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîíå÷íûå èíèöèàëüíûå àâòîìàòû â ñîîò-
âåòñòâèè ñ íîòàöèåé èç [8]:

V = ( Ek ; Q; Ek ; ';  ; q 0);

ãäåEk = f 0; 1; :::; k � 1g � âõîäíîé è âûõîäíîé àëôàâèò, Q � ìíîæåñòâî
ñîñòîÿíèé, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ïîäìíîæåñòâîì íåêîòîðîãî ôèê-
ñèðîâàííîãî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà, ' : Q � Ek ! Q � ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ,
 : Q � Ek ! Ek � ôóíêöèÿ âûõîäîâ, q0 � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå.

Åñëè íà âõîä èíèöèàëüíîìó àâòîìàòó V ïîäàåòñÿ ñëîâî èëè ñâåðõ-
ñëîâî x = x(1)x(2) : : :, íà âûõîäå ïîëó÷àåòñÿ ñëîâî èëè ñâåðõñëîâî
y = y(1)y(2) : : :, è q(t) îçíà÷àåò ñîñòîÿíèå àâòîìàòà â ìîìåíò âðåìåíè
t, òî ôóíêöèîíèðîâàíèå àâòîìàòà çàäàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

8
><

>:

q(1) = q0;

q(t + 1) = '
�
q(t); x(t)

�
;

y(t) =  
�
q(t); x(t)

�
;

ãäåt 2 N.
Òàêæå îïðåäåëèì àâòîìàò áåç âûõîäà V = ( Ek ; Q; '; q 0), ãäå

Ek ; Q; '; q 0 îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ âûøå, à ôóíêöèîíè-
ðîâàíèå çàäàåòñÿ ñèñòåìîé

(
q(1) = q0;

q(t + 1) = '
�
q(t); x(t)

�
;

ãäåt 2 N.
Ôóíêöèè ' è  åñòåñòâåííî ðàñøèðÿþòñÿ íà Q � E �

k , à èìåííî, åñëè
� 2 E �

k , a 2 Ek , òî èíäóêòèâíî îïðåäåëèì

' (q; �a ) = ' (' (q; � ); a);
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 (q; �a ) =  (' (q; � ); a):

Ââåäåì òàêæå îáîçíà÷åíèÿ

' (q; � ) = ' (q; � ]1)' (q; � ]2) : : : ' (q; � );

 (q; � ) =  (q; � ]1) (q; � ]2) : : :  (q; � );

åñëè� � ñëîâî, åñëè æå � � ñâåðõñëîâî, òî

' (q; � ) = ' (q; � ]1)' (q; � ]2) : : : ' (q; � ]n ) : : : ;

 (q; � ) =  (q; � ]1) (q; � ]2) : : :  (q; � ]n ) : : : :

Åñëè � � ñâåðõñëîâî â àëôàâèòå A, òî ïðåäåëîì ñâåðõñëîâà� íàçî-
âåì òàêîå ìíîæåñòâî A0 � A, ÷òî â ñâåðõñëîâå� áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç
âñòðå÷àþòñÿ ñèìâîëû èç A0 è òîëüêî îíè. Ýòîò ôàêò áóäåì îáîçíà÷àòü
A0 = lim � .

Åñëè åñòü ñîáûòèåR1 è ñîáûòèå èëè ñâåðõñîáûòèåR2, òî ÷åðåç R1R2

îáîçíà÷èì èõ ïðîèçâåäåíèå , òî åñòü âñå ñëîâà (ñâåðõñëîâà) âèäàab, ãäå
a 2 R1; b 2 R2 (ab � êîíêàòåíàöèÿ ñëîâ a è b).

Åñëè R � ñîáûòèå, òî îáîçíà÷èì R� � èòåðàöèÿ ñîáûòèÿ R, òî åñòü
R� = R [ R2 [ R3 [ ::: [ Ri :::, à R1 � ñâåðõèòåðàöèÿñîáûòèÿ R, R1 =
f a1a2a3:::j ai 2 R; i = 1 ; 2; 3:::g.

Åñëè Q = Q1 � Q2, òî îáîçíà÷èì Q1 = Pr1(Q); Q2 = Pr2(Q), è áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî P r i (Q) � ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà Q íà i -óþ êîìïîíåíòó.

Câåðõñîáûòèå R ïðåäñòàâèìî àâòîìàòîì V = ( Ek ; Q; Ek ; ';  ; q 0) ñ
ïîìîùüþ ñåìåéñòâà F , F � 2Q , òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî
� 2 R, ñóùåñòâóåòQ0 2 F , òàêîå, ÷òî lim ' (q0; � ) = Q0.

Îïðåäåëèì ðåãóëÿðíîå ñîáûòèå íàä àëôàâèòîì Ek :
1) ? ; f ag; a 2 Ek ; � ðåãóëÿðíûå ñîáûòèÿ;
2) ïóñòü R1; R2 � ðåãóëÿðíûå ñîáûòèÿ, òîãäà ñîáûòèÿ R1R2; R1 [

R2; R�
1 òàêæå ðåãóëÿðíû.

Îïðåäåëèì îáùåðåãóëÿðíîå ñâåðõñîáûòèå íàä àëôàâèòîì Ek :
1) åñëèR � ðåãóëÿðíîå ñîáûòèå íàä àëôàâèòîì Ek , òî R1 � îáùå-

ðåãóëÿðíîå ñâåðõñîáûòèå íàä àëôàâèòîì Ek ;
2) åñëè R1 � ðåãóëÿðíîå ñîáûòèå íàä àëôàâèòîì Ek , R2 � îáùåðå-

ãóëÿðíîå ñâåðõñîáûòèå íàä àëôàâèòîì Ek , òî R1R2 � îáùåðåãóëÿðíîå
ñâåðõñîáûòèå íàä àëôàâèòîì Ek ;

3) åñëè R1; R2 � îáùåðåãóëÿðíûå ñâåðõñîáûòèÿ íàä àëôàâèòîì Ek ,
òî R1 [ R2 � îáùåðåãóëÿðíîå ñâåðõñîáûòèå íàä àëôàâèòîì Ek .
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Çàìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ [8] ëþáîå îáùåðåãóëÿðíîå ñâåðõñîáû-
òèå ïðåäñòàâèìî â âèäå R = T1R1

1 [ ::: [ ThR1
h ; ãäåTi ; Ri � ðåãóëÿðíûå

ñîáûòèÿ.

Åñëè îáùåðåãóëÿðíîå ñâåðõñîáûòèå R ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
R = T1R1

1 , áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíî ïðîñòîå . Èíà÷å, ñêàæåì, ÷òî îíî
ñîñòàâíîå .

Ïóñòü t 2 N, ñêàæåì, ÷òî (t + 1) -é ñèìâîë ñâåðõñëîâà � = � (1)� (2) : : :
� (t + 1) : : : èëè ñëîâà � = � (1)� (2) : : : � (t0); t0 > t , óãàäàí àâòîìàòîì
V = ( A; Q; B; ';  ; q 0), åñëè (q0; � ]t ) = � (t + 1) .

Ïóñòü � 2 E 1
k , îáîçíà÷èì � � (V ) = lim n!1 Nn=n, ãäå Nn � êîëè-

÷åñòâî óãàäàííûõ àâòîìàòîì V ñèìâîëîâ â ñëîâå � ]
n
. Áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî � � (V ) � ñòåïåíü ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñâåðõñëîâà � àâòîìàòîì V . Åñëè
� 2 E �

k ; j� j = n, îáîçíà÷èì � � (V ) = N=n, ãäåN � êîëè÷åñòâî óãàäàííûõ
àâòîìàòîì V ñèìâîëîâ â ñëîâå � . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî � � (V ) � ñòåïåíü
ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñëîâà � àâòîìàòîì V .

Ñ÷èòàåì, ÷òî ìíîæåñòâî ñâåðõñëîâ R ÷àñòè÷íî ïðîãíîçèðóåìî , åñëè
ñóùåñòâóåò òàêîé àâòîìàò V , ÷òî ñòåïåíü ïðîãíîçèðîâàíèÿ äëÿ êàæäî-
ãî ñâåðõñëîâà ìíîæåñòâà R ñòðîãî áîëüøå íóëÿ. Îáîçíà÷èì � R (V ) =
inf
� 2 R

� � (V ).

Åñëè K � íåêîòîðûé êëàññ àâòîìàòîâ, òî ñòåïåíü ïðîãíîçèðîâàíèÿ
ñâåðõñîáûòèÿ R íà àâòîìàòàõ èç ýòîãî êëàññà îïðåäåëèì êàê � R (K) =
sup
V 2 K

� R (V ).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àâòîìàò V = ( Ek ; Q; Ek ; ';  ; q 0), ïðîãíîçèðóþ-
ùèé ñâåðõñîáûòèå R, ëåæèò â êëàññå ïðåäñòàâëÿþùèõ îòíîñèòåëüíî R,
åñëè ñóùåñòâóåò àâòîìàòV0 = ( Ek ; Q; '; q 0); ïðåäñòàâëÿþùèé R ñ ïîìî-
ùüþ íåêîòîðîãî F , F � 2Q .

Îïðåäåëèì íåêîòîðûé ñïîñîá çàäàíèÿ âûõîäîâ, ò.å. ñïîñîá îïèñàíèÿ
ôóíêöèè  : Q � Ek ! Ek . Çàäàâàòü âûõîäíóþ ôóíêöèþ áóäåì, ïîìå÷àÿ
ðåáðà äèàãðàììû Ìóðà � â êàæäîì ñîñòîÿíèè îòìåòèì îäíî èñõîäÿùåå
ðåáðî. Òîãäà ôóíêöèÿ âûõîäà áóäåò îïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè
ó íàñ îòìå÷åíî ðåáðî ïî ñèìâîëó b; b 2 Ek , èñõîäÿùåå èç íåêîòîðîãî
ñîñòîÿíèÿ q0, òî äëÿ âñåõ q è a, òàêèõ ÷òî ' (q; a) = q0, çíà÷åíèå âûõîä-
íîé ôóíêöèè  (q; a) áóäåò ðàâíî b. Ïîíÿòíî, ÷òî çàäàâàÿ òàêèì îáðàçîì
ôóíêöèþ  äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ, â èòîãå ìû ïîëíîñòüþ îïðåäåëèì
åå. Ôóíêöèþ âûõîäà, ïîëó÷åííóþ òàêèì îáðàçîì, áóäåì íàçûâàòü ðàç-
ìå÷åííîé .
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2) Ôóíêöèþ ïåðåõîäîâ îïðåäåëèì êàê ' 0((q1; q2); a) = ( ' 1(q1; a); ' 2(q2; a)) ,
ãäåq1 2 Q1; q2 2 Q2; a 2 Ek :

3) Ôóíêöèþ âûõîäîâ çàäàäèì àíàëîãè÷íî àâòîìàòó V1, ò.å. 0((q1; q2); a) =
 1(q1; a), ãäåq1 2 Q1; q2 2 Q2; a 2 Ek :

Çàìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ ñðàçó âûïîëíåíî, ÷òî ñòåïåíè ïðîãíîçè-
ðîâàíèÿ àâòîìàòîâ V1 è V 0 ðàâíû. Îäíàêî ôóíêöèÿ âûõîäà àâòîìàòà V 0

ìîæåò íå áûòü îïòèìàëüíîé ïîñëå ïîñòðîåíèÿ, ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî � R (V 0) � � R (V1).

Äàëåå ïîñòðîèì F 0, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî àâòîìàò V 0 ïðåäñòàâëÿåòR.
Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå� 2 R, ÷òî lim ' 0(q0

0; � ) = L , òî äîáàâèì L â F 0.
Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî àâòîìàò V 0 äåéñòâèòåëüíî ïðåäñòàâëÿåòR ñ ïî-

ìîùüþ F 0. Ïî ïîñòðîåíèþ ñåìåéñòâà F 0 ñðàçó âûïîëíåíî, ÷òî, åñëè � 2
R, òî lim ' 0(q0

0; � ) 2 F 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû âåðíî, ÷òî lim ' 2(q0;2; � ) 2 F2,
è ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèè ' 0 äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà L èç F 0 âûïîëíåíî,
÷òî P r2(L ) 2 F2. Îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî åñëè lim ' 0(q0

0; � ) ïðèíàäëåæèò
F 0, òî P r2(lim ' 0(q0

0; � )) ïðèíàäëåæèò F2, à çíà÷èò � áûëî èç R.
Òàêèì îáðàçîì ïîñòðîåí àâòîìàò V 0, êîòîðûé ïðîãíîçèðóåò R ñ ïî-

ìîùüþ F 0 è óãàäûâàåòR íå õóæå ÷åì àâòîìàò V1. Ïðîòèâîðå÷èå ñ îïòè-
ìàëüíîñòüþ V1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåé òåîðåìû ïîíàäîáèòñÿ ðåçóëüòàò, èç-
ëîæåííûé â ðàáîòå [6]. Â íåé èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î äîñòàòî÷íîñòè ðàçìå-
÷åííûõ ôóíêöèé âûõîäà äëÿ çàäà÷è ïðîãíîçèðîâàíèÿ, è áûëà äîêàçàíà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 3. Ïóñòü àâòîìàò V = ( Ek ; Q; Ek ; ';  ; q 0) ïðîãíîçèðóåò
ñâåðõñîáûòèå R ñî ñòåïåíüþ � ,  � íå ðàçìå÷åííàÿ, òîãäà ñóùåñòâóåò
àâòîìàò bV = ( Ek ; bQ; Ek ; b'; b ; bq0), ãäå b � ðàçìå÷åííàÿ, êîòîðûé ïðîãíî-
çèðóåò R ñî ñòåïåíüþ � . Áîëåå òîãî, åñëè V 2 R(R), òî bV 2 MR (R).

Çíàÿ ýòîò ðåçóëüòàò, äîêàæåì òåîðåìó 2.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî îáùåðåãóëÿðíîãî ñâåðõñîáûòèÿ R âûïîëíåíî

� R (A) = � R (MR (R))
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A class of machine su�cient for optimal prediction of general
regular super-events

Vedernikov I.K.

The machine predicts the next character of the input sequence if it
outputs that character the moment before.

The paper considers the machine class contraction for the task of
predicting an arbitrary general regular super-event in the multivalued
alphabet. The class of machine su�cient for the predicting problem is
obtained in this paper. In addition, the transition from the estimations
of simple super-events to the estimations of the complex super-events
is proved with the help of the class aforementioned.

Keywords: predicting machine, prediction of superwords by a
machine, general regular super-events.
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Îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà íåíóëåâûõ 
êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà ôóíêöèè ïðè

äåéñòâèè ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê íà
òàáëèöó çíà÷åíèé ôóíêöèè

Ãðåìÿêîâ À.Î. 1

  Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìîâ ôóíêöèé íàä êîíå÷íûìè ïîëÿ-
ìè Fq ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ íèæíåé îöåíêè íà ìàê- 
ñèìóì ìèíèìóìà ÷èñëà íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ â ïîëèíîìå, ãäå 
ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ôóíêöèÿì, à ìèíèìóì � ïî èõ ïðåîáðà- 
çîâàíèÿì, ñîîòâåòñòâóþùèì ðàçëè÷íûì çàäàíèÿì ïîëÿ. Ïðè ýòîì 
âîçìîæíî ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå òèïû òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Â ðàáîòå ïîëó÷åíà îöåíêà L (q) � q � 2 íà ìàêñèìóì ìèíèìóìà
÷èñëà íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ â ïîëèíîìå äëÿ îïðåäåëåííîãî
òèïà ïðåîáðàçîâàíèé, îñòàâëÿþùèõ íóëåâîé ýëåìåíò ïîëÿ íà ìåñòå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìîâ, áóëåâû ôóíê-
öèè, ïîëèíîì áóëåâîé ôóíêöèè, òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè,
sagemath.

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, îáîçíà÷åíèÿ è óòâåðæäå-
íèÿ

Fq � êîíå÷íîå ïîëå èç q = pn ýëåìåíòîâ, ãäå p � ïðîñòîå.
f � ôóíêöèÿ íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fq, f: Fq ! Fq.
Ïóñòü äàíà èñõîäíàÿ òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè.

1Ãðåìÿêîâ Àëåêñàíäð Îëåãîâè÷ � àñïèðàíò êàô. ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè èí-
òåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì ìåõ.-ìàò. ô-òà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, e-mail:
sandshats@gmail.com.

Gremyakov Alexander Olegovich � graduate student, Lomonosov Moscow State
University, Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of
Intelligent Systems.
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x f (x)
x0 f (x0)
...

...
xq� 1 f (xq� 1)

Ðàññìîòðèì áèåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå � , ïîñëå êîòîðîãî òàáëèöà
ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x f (x)
� (x0) � (f (x0))

...
...

� (xq� 1) � (f (xq� 1))

polf (x1; : : : ; xm ) =
P

0� j k <q � 1
cj 1 ;:::;j m x j 1

1 � ::: � x j m
m �- ïîëèíîì ôóíêöèè f

â ïîëå, cj 1 ;:::;j m 2 Fq. Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî òàêèõ ïîëèíîìîâ ñîâïà-
äàåò ñ êîëè÷åñòâîì ôóíêöèé è ðàâåíñòâî ïîëèíîìîâ îçíà÷àåò ðàâåíñòâî
ôóíêöèé, èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ çàäàåòñÿ ðîâíî îäíèì
ïîëèíîìîì.

Åñëè ôóíêöèÿ çàâèñèò òîëüêî îò îäíîé ïåðåìåííîé, áóäåì ïðèìåíÿòü
ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå.

×åðåç vf îáîçíà÷èì âåêòîð çíà÷åíèé ôóíêöèè. À ÷åðåç vpolf � âåêòîð
êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìà ôóíêöèè.

Ðàññìîòðèì â ïîëå F7 ôóíêöèþ îò îäíîé ïåðåìåííîé ñ òàáëèöåé

x f (x)
0 1
3 1
2 1
6 1
4 2
5 1
1 2

Òîãäà vf = (1,1,1,1,2,1,2), polf (x) = 1+4 x +2x2 +5x3 +4x4 +2x5 +5x6,
à vpolf = (1,4,2,5,4,2,5).

Sq � ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê ýëåìåíòîâ ïîëÿ (ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóï-
ïà èç q ýëåìåíòîâ), à sq � ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê ýëåìåíòîâ ïîëÿ, ïå-
ðåâîäÿùèå áàçèñ â áàçèñ.
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Çàôèêñèðóåì S êàê ãðóïïó ïåðåñòàíîâîê ýëåìåíòîâ ïîëÿ ñîõðàíÿþ-
ùèõ íîëü íà ìåñòå.

×åðåç zeropol(f ) îáîçíà÷èì ÷èñëî íóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè
f â åå ïðåäñòàâëåíèè ïîëèíîìîì polf (x1; : : : ; xm ), à ÷èñëî íåíóëåâûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç nonzeropol(f )

Îáîçíà÷èì çà T � (f ) ìíîæåñòâî ôóíêöèé, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç
ôóíêöèè f íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fq, ñ ïîìîùüþ ìíîãîêðàòíîãî ïðèìåíå-
íèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ � è ÷åðåçTS(f ) ìíîæåñòâî ôóíêöèé, êîòîðûå ïîëó-
÷àþòñÿ èç ôóíêöèè f íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fq, ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé
èç ìíîæåñòâà S. Ñîîòâåòñòâåííî Tpol(f ) ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ ôóíêöèé,
êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç ôóíêöèè f íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fq.

×åðåç Pq(m) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé îò m ïåðåìåííûõ
íàä íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fq.

×åðåç lm (f ) îáîçíà÷èì ìèíèìóì ÷èñëà íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ â
ïîëèíîìå îò m ïåðåìåííûõ, ïðåäñòàâëÿþùèì ôóíêöèþ íàä êîíå÷íûì
ïîëåì Fq, ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî êëàññó ôóíêöèè, èëè èíà÷å ãîâîðÿ å¼
îðáèòå íà ìíîæåñòâå âñåõ ôóíêöèé ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû ïðåîáðàçîâà-
íèé.

×åðåç L m (q) îáîçíà÷èì ìàêñèìóì ìèíèìóìà ÷èñëà íåíóëåâûõ êîýô-
ôèöèåíòîâ â ïîëèíîìå îò m ïåðåìåííûõ, ïðåäñòàâëÿþùèì ôóíêöèþ íàä
êîíå÷íûì ïîëåì Fq, ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ôóíêöèÿì, à ìèíèìóì
ïî èõ ïðåîáðàçîâàíèÿì, ñîîòâåòñòâóþùèì ðàçëè÷íûì çàäàíèÿì ïîëÿ.

Óñëîâèå çàäà÷è â ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ìîæíî çàïèñàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

L = L 1(pn ) = max
g2 Pq

min
f 2 T (g)

nonzero
�
polf (x)

�
; ãäåPq = Pq(1)

.

lm (f ) = l(f ) = min
f 2 T (f )

nonzero
�
polf (x)

�
:

Â óêàçàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ïîëó÷åííûé ðå-
çóëüòàò:L (q) � q-2 ïðè äåéñòâèè íà ìíîæåñòâî ôóíêöèé ðàññìàòðèâàå-
ìûõ áèåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, îñòàâëÿþùèõ íîëü íà ìåñòå.
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Áûñòðîå âû÷èñëåíèå ïîëèíîìà ôóíêöèè

Ïîêàæåì, êàê êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà ôóíêöèè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç çíà-
÷åíèÿ íåêîòîðîé ìàòðèöû è âåêòîðà çíà÷åíèé ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåí-
íîé. Ðåçóëüòàò óòâåðæäåíèÿ 2 ìîæíî íàéòè â [1].

Èíäèêàòîðíûå ôóíêöèè

j � i (x) =

(
1; x = � i

0; x 6= � i
:

Èíäèêàòîðíûå ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ òàêèìè ïîëèíîìàìè

j � i (x) = 1 � (x � � i )q� 1:

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäàÿ ôóíêöèÿ â ïîëå ïðåäñòàâëÿåòñÿ òîëüêî îä-
íèì ïîëèíîìîì. Î÷åâèäíî èíäèêàòîðíûå ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ òà-
êèì ïîëèíîìîì.

Åñëè vpf = ( c0; c1; � � � ; cq� 1), òî ýòè êîýôôèöèåíòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
òðàíñïîíèðîâàííûé âåêòîð çíà÷åíèé ôóíêöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

c0

c1

c2
...

cq� 3

cq� 2

cq� 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

= �

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

� 1 0 0 � � � 0 0
0 1q� 2 aq� 2

2 � � � aq� 2
q� 2 aq� 2

q� 1

0 1q� 3 aq� 3
2 � � � aq� 3

q� 2 aq� 3
q� 1

...
...

...
. . .

...
...

0 12 a2
2 � � � a2

q� 2 a2
q� 1

0 1 a2 � � � aq� 2 aq� 1

1 1 1 � � � 1 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

f (0)
f (1)
f (a2)

...
f (aq� 3)
f (aq� 2)
f (aq� 1)

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

:

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì f (x) =

P
� 2 F �

j � (x) � f (� ). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âìåñòî èíäè-
êàòîðíûõ ôóíêöèé èõ ïðåäñòàâëåíèå ïîëèíîìîì ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé âûðàæåíèÿ ïîëó÷àåì
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f (x) =
X

� 2 F �

j � (x) � f (� ) =
X

� 2 F �

�
1 � (x � � )q� 1

�
f (� ) =

X

� 2 F �

�
1 �

(x � � )q

x � �

�
f (� ) =

X

� 2 F �

�
1 �

xq � � q

x � �

�
f (� ) =

X

� 2 F �

�
1 � (xq� 1 + xq� 2� + � � � + x� q� 2 + � q� 1)

�
f (� ) =

�
k� 2X

i =0

xq� 1� i
� X

� 2 F �

� i f (� )
�

+ f (0):

Îòñþäà ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìà èç óòâåð-
æäåíèÿ, òàê êàê ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ
ìàòðèöû.

Ìàòðèöó èç óòâåðæäåíèÿ îáîçíà÷èì

M q(0; 1; a2; � � � ; aq� 2; aq� 1) = �

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

� 1 0 0 � � � 0 0
0 1q� 2 aq� 2

2 � � � aq� 2
q� 2 aq� 2

q� 1

0 1q� 3 aq� 3
2 � � � aq� 3

q� 2 aq� 3
q� 1

...
...

...
. . .

...
...

0 12 a2
2 � � � a2

q� 2 a2
q� 1

0 1 a2 � � � aq� 2 aq� 1

1 1 1 � � � 1 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

:

Ðàçáèåíèå íà êëàññû è êîëè÷åñòâî êëàññîâ (îð-
áèò) íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé ïðè äåéñòâèè íà íèõ
ðàññìàòðèâàåìûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè

Ôóíêöèè èç Pq ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ:
âåðøèíû ãðàôîâ áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü çíà÷åíèÿì àðãóìåíòîâ ôóíêöèé,
à ñòðåëêè ãðàôà, âûõîäÿùèå èç ýòèõ âåðøèí áóäóò íàïðàâëåíû â âåðøè-
íû, ïðèïèñàííîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ
ôóíêöèè íà àðãóìåíòå, çíà÷åíèþ êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíà, îò-
êóäà íàïðàâëåíà ñòðåëêà.
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) â P7, êîòîðàÿ çàäà¼òñÿ ñëåäóþùåé òàáëè-
öåé:

x f (x)
0 3
3 6
2 3
6 5
4 1
5 1
1 1

Òîãäà îíà çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì ãðàôîì.

0

3

2

6

4

5

1

f(0)=3

f(3)=6

f(2)=3

f(6)=5

f(4)= 1

f(5)=1

f(1)=1

Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ íå áóäåì ïîäïèñûâàòü ðåáðà îðèåíòèðîâàííî-
ãî ãðàôà.
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = x. Òîãäà î÷åâèäíî, å¼ âåðøèíû áóäóò
ïåðåõîäèòü ñàìè â ñåáÿ.

Íàðèñóåì ãðàô òàêîé ôóíêöèè â P7

0

3

2

6

4

5

1

f(0)=0

f(3)=3

f(2)=2

f(6)=6

f(4)=4

f(5)=5

f(1)=1

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îïèñûâàåò ðàçáèåíèå ôóíêöèé èç Pq íà
êëàññû ïðè äåéñòâèè ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà.

Ãðàô ôóíêöèè íå ìåíÿåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàññìàò-
ðèâàåìîãî òèïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñâÿçíûé ïîäãðàô êàêîé-òî ôóíêöèè èç
Pq, ïîêàæåì, ÷òî îí íå èçìåíèòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Íî î÷åâèäíî, ÷òî åñëè x i j ïåðåéäóò â � (x i j ), òî ó ð¼áåð è âåðøèí
îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà ïðîñòî áóäåò ìåíÿòüñÿ îáîçíà÷åíèÿ, à ñàì ãðàô
áóäåò ïåðåõîäèòü â èçîìîðôíûé ãðàô.
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x i 0

x i 1

x i 2

x i 3
f(x i 0 )= x i 1

f(x i 1 )= x i 2

f(x i 2 )=2

f(x i 3 )= x i 2

Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà ñîõðàíÿþò
îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû ôóíêöèé: îòîáðàæåíèÿ èç q òî÷åê íà ñàìèõ ñå-
áÿ. Ýòî è äà¼ò ðàçáèåíèå ôóíêöèé íà êëàññû.

Êîëè÷åñòâî òàêèõ êëàññîâ îïèñûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ A001372
íà OIES.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: 1, 1, 3, 7,
19, 47, 130, 343, 951, 2615, 7318, 20491, 57903, 163898, 466199, 1328993,
3799624, 10884049, 31241170, 89814958, 258604642, 745568756, 2152118306,
6218869389, 17988233052, 52078309200, . . .

Ñîîòâåòñòâåííî òå ÷ëåíû, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò q = pn , áóäóò îïè-
ñûâàòü êîëè÷åñòâî êëàññîâ, íà êîòîðûå ôóíêöèè ðàáèâàþòñÿ ïîä äåé-
ñòâèåì òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, â Pq.

Ïðèìåðû, ïåðåáîð Fq äëÿ q 2 f 2; 3; 7g äëÿ ïðåîáðà-
çîâàíèé ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà

Ðàññìîòðèì âûðîæäåííûé ñëó÷àé: q = 2. Ìàòðèöà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïî-
ëèíîìîâ â ïîëå F2

M 2(0; 1) =
�

1 0
1 1

�

Â ýòîì ñëó÷àå âñåãî 4 ôóíêöèè è òîëüêî òðè êëàññà.
l(f ) = 2 â òàêîì êëàññå:
Ýòî åäèíñòâåííîå q, äëÿ êîòîðîãî L(q) = q.
l(f ) = 1 â òàêîì êëàññå:
Ýòî ôóíêöèÿ f(x) = x.
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È îñòà¼òñÿ êëàññ, ãäå ñîäåðæàòñÿ êîíñòàíòû 0 è 1. Ãäå l(f) = 0, èç-çà
òîãî, ÷òî òàì ñîäåðæèòñÿ 0.

Ìàòðèöà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëèíîìîâ â ïîëå F3

M 3((0; 2; 1)) =

0

@
1 0 0
0 1 2
2 2 2

1

A

Âåêòîðà, â êëàññàõ êîòîðûõ l(f) = q-1 (l(f)=2):
Âåêòîðà, ãäå l(f) = q-2 (l(f) = 1):
Ðàññìîòðèì êëàññ ñ âåêòîðîì vf 0 (x) = (2 ; 1; 1)

vy0 (x) = (0 ; 0; 2) ; vpoly0
(x) = (0 ; 1; 1)

vy1 (x) = (1 ; 2; 2) ; vpoly1
(x) = (1 ; 0; 1)

vy2 (x) = (0 ; 1; 0) ; vpoly2
(x) = (0 ; 1; 2)

vy3 (x) = (2 ; 1; 1) ; vpoly3
(x) = (2 ; 0; 2)

Êàê âèäèì, vpoly j
çäåñü èìåþò íå áîëåå îäíîãî íóëåâîãî êîýôôèöèåí-

òà. Âñåãî âåêòîðîâ â êëàññå 6.
Ðàññìîòðèì òàê æå è îñòàëüíûå êëàññû, ãäå äîñòèãàåòñÿ òàêàÿ îöåí-

êà: vf 1 (x) = (1 ; 1; 2) è vf 2 (x) = (1 ; 0; 2). Äëÿ vf 1 (x) = (1 ; 1; 2) îöåíêà â
êëàññå äîñòèãàåòñÿ íà âåêòîðàõ:

vy4 (x) = (2 ; 0; 0) ; vpoly4
(x) = (2 ; 0; 1)

vy5 (x) = (1 ; 0; 0) ; vpoly5
(x) = (1 ; 0; 2)

Âñå âåêòîðà â ýòîì êëàññå:

vy4 (x) = (2 ; 0; 0) ; vpoly4
(x) = (2 ; 0; 1)

vy5 (x) = (1 ; 0; 0) ; vpoly8
(x) = (1 ; 0; 2)

vy6 (x) = (2 ; 1; 2) ; vpoly6
(x) = (2 ; 2; 1)

vy7 (x) = (1 ; 1; 0) ; vpoly7
(x) = (1 ; 1; 1)

vy8 (x) = (2 ; 0; 2) ; vpoly5
(x) = (2 ; 1; 2)

vy9 (x) = (1 ; 1; 2) ; vpoly9
(x) = (1 ; 2; 2)

Äëÿ âåêòîðà vf 2 (x) = (1 ; 0; 2) âñåãî äâà âåêòîðà â êëàññå:
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vf 0 (x) = (1 ; 0)

vpolf 0
(x) = (1 ; 1)

vf 0 (x) = (0 ; 1)

vpolf 0
(x) = (0 ; 1)

vf 0 (x) = (2 ; 1; 1)

vpolf 0
(x) = (2 ; 0; 2)

vf 1 (x) = (1 ; 1; 2)

vpolf 1
(x) = (1 ; 2; 2)

vf 2 (x) = (1 ; 0; 2)

vpolf 2
(x) = (1 ; 1; 0)

vf 3 (x) = (0 ; 1; 1)

vpolf 3
(x) = (0 ; 0; 1)
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vy10 (x) = (2 ; 1; 0) ; vpoly10
(x) = (2 ; 1; 0)

vy11 (x) = (1 ; 0; 2) ; vpoly11
(x) = (1 ; 1; 0)

È îöåíêà äîñòèãàåòñÿ íà îáîèõ âåêòîðàõ.
Ìàòðèöà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëèíîìîâ â ïîëå F7

M 7(0; 3; 2; 6; 4; 5; 1) =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 0 0 0 0
0 2 3 1 5 4 6
0 3 5 6 3 5 6
0 1 6 1 6 1 6
0 5 3 6 5 3 6
0 4 5 1 3 2 6
6 6 6 6 6 6 6

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

Â P7 îöåíêà L(q) = q-2 äîñòèãàåòñÿ óæå âñåãî â òð¼õ êëàññàõ:
Ïîðÿäîê êëàññà, ñîäåðæàùåãî âåêòîð vf 2 (x) = (1 ; 1; 1; 1; 6; 4; 5) ðà-

âåí 840, âûïèñûâàòü åãî ïîëíîñòüþ íå èìååò ñìûñëà, íî ìîæíî ïðèâå-
ñòè íåêîòîðûå âåêòîðà, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ îöåíêà l(f) = q-2, ñàìàÿ
íèçêàÿ â ýòîì êëàññå. Îïÿòü æå, òàêèõ âåêòîðîâ â í¼ì âñåãî 161, âîò
íåêîòîðûå èç íèõ:

vy0 (x) = (2 ; 6; 3; 4; 2; 2; 2) ; vpoly0
(x) = (2 ; 6; 1; 5; 0; 2; 0)

vy1 (x) = (6 ; 6; 4; 2; 5; 6; 6) ; vpoly1
(x) = (6 ; 6; 5; 6; 0; 4; 0)

vy2 (x) = (4 ; 4; 4; 4; 5; 1; 0) ; vpoly2
(x) = (4 ; 4; 6; 0; 0; 1; 6)

vy3 (x) = (4 ; 4; 4; 5; 6; 1; 4) ; vpoly3
(x) = (4 ; 6; 4; 3; 0; 1; 0)

vy4 (x) = (5 ; 0; 5; 5; 5; 1; 3) ; vpoly4
(x) = (5 ; 4; 2; 0; 0; 2; 4)

vy5 (x) = (5 ; 5; 5; 5; 1; 4; 3) ; vpoly5
(x) = (5 ; 6; 6; 5; 0; 2; 0)

vy6 (x) = (2 ; 2; 5; 2; 2; 1; 0) ; vpoly6
(x) = (2 ; 0; 5; 5; 1; 1; 0)

vy7 (x) = (2 ; 1; 3; 1; 1; 1; 0) ; vpoly7
(x) = (2 ; 0; 4; 6; 0; 4; 5)

vy8 (x) = (3 ; 5; 3; 3; 3; 1; 0) ; vpoly8
(x) = (3 ; 6; 6; 3; 0; 0; 3)

Âîò íåêîòîðûå âåêòîðà íà êîòîðûõ l(f) = q-3 (l(f) = 4):

123



vf 4 (x) = (0 ; 2; 1)

vpolf 4
(x) = (0 ; 1; 0)

vf 5 (x) = (2 ; 0; 1)

vpolf 5
(x) = (2 ; 2; 0)

vf 0 (x) = (3 ; 0; 1; 5; 3; 3; 3)

vpolf 0
(x) = (3 ; 4; 0; 1; 5; 1; 3)

vf 1 (x) = (2 ; 2; 6; 2; 2; 1; 5)

vpolf 1
(x) = (2 ; 5; 5; 6; 6; 1; 1)

vf 2 (x) = (1 ; 1; 1; 1; 6; 4; 5)

vpolf 2
(x) = (1 ; 5; 5; 1; 2; 3; 2)
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Îöåíêà L(q) � q � 2

Òåîðåìà 1. L (q) � q-2 ïðè äåéñòâèè íà ìíîæåñòâî ôóíêöèé áèåêòèâ-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, îñòàâëÿþùèõ íîëü íà ìåñòå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êëàññ ôóíêöèé, êîòîðûé çàäà¼òñÿ ñëåäó-
þùèì ãðàôîì:

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ I = f 1; 2; 3; :::; q � 1g è I k = I=f kg; k 6= 0 .
Òàêèå ôóíêöèè çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: f (0) = 0 ; f (x i ) = x i ,

äëÿ i 2 I k , è f (xk ) = x j , ãäå j 2 I k . Çàìåòèì, ÷òî xk 6= x j , òàê êàê ýòî
ðàçíûå ýëåìåíòû ïîëÿ.

Âåêòîð çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè èìååò âèä, ñîîòâåòñòâóþùèé ñëåäó-
þùèì äâóì âàðèàíòàì: 1) vf = (0 ; x1; � � � ; x j ; � � � ; xq� 1);
2)vf = (0 ; x1; � � � ; x j ).

Ïîäåéñòâóåì íà ýòîò âåêòîð ìàòðèöåé M q(0; 1; a2; � � � ; aq� 2; aq� 1) (îáî-
çíà÷åíèå 13) è ïîñìîòðèì, êàêèå ïîëó÷àþòñÿ êîýôôèöèåíòû ó ïîëèíîìà,
ò.å. ðàññìîòðèì çíà÷åíèÿ âåêòîðà

vpolf = ( c0; c1; � � � ; cq2 ; cq� 1):

Ïîñêîëüêó äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé âñå àðãóìåíòû êðîìå îä-
íîãî ïåðåõîäÿò â ñåáÿ, òî ïîìåíÿåì îáîçíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ ìàòðèöû:
M q(0; x1; � � � ; xq� 1):

Ðàññìîòðèì êîýôôèöèåíò cq� 1. Òàê êàê ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà ìàòðèöû
ñîñòîèò èç åäèíèö, èìååì cq� 1 =

P

i 2 I k

x i + x j = � xk + x j 6= 0 . Îòñþäà

ïîëó÷àåì, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåì ìîíîìå â ýòîì êëàññå âñåãäà
îòëè÷åí îò íóëÿ.

Êîýôôèöèåíò c0 = x0 = 0 , ïîñêîëüêó k 6= 0 è x0 ýòî íóëåâîé ýëåìåíò
ïîëÿ.

Â ñèëó òîãî, ÷òî k 6= 0 êîýôôèöèåíòû cq� 1� t , ãäå 1 � t � q � 3,
ðàâíû

P

i 2 I k

x t
i � x i + x j � x t

k =
P

i 2 I k

x t+1
i + x j � x t

k . Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ èìå-

åì:
P

i 2 I k

x t+1
i = � x t+1

k . Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû âûðàæàþòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì: cq� 1� t = � x t+1
k + x j � x t

k = x t
k � (x j � xk ). Â ïîëå

îòñóòñòâóþò äåëèòåëè íóëÿ, ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå íå ðàâíî íóëþ, åñëè
íè îäèí èç ìíîæèòåëåé íå ðàâåí íóëþ. Ïðè ýòîì x j � xk íå ðàâíî íóëþ,
òàê êàê x j è xk ðàçíûå ýëåìåíòû ïîëÿ, à xk 6= 0 â ñèëó òîãî, ÷òî íîëü
íåïîäâèæåí.
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vf 3 (x) = (6 ; 6; 6; 6; 6; 1; 2)

vpolf 3
(x) = (6 ; 5; 0; 6; 3; 1; 2)

vf 4 (x) = (6 ; 6; 6; 6; 6; 5; 2)

vpolf 4
(x) = (6 ; 0; 6; 3; 1; 2; 5)
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Îòäåëüíî ðàññìîòðèì êîýôôèöèåíò c1. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì c1 =
P

i 2 I k

xq� 2
i � x i + x j � xq� 2

k =
P

i 2 I k

xq� 1
i + x j � xq� 2

k =
q� 2P

i =1
1 + x j � xq� 2

k , êîòîðûé

ðàâåí íóëþ â ñëó÷àå, åñëè x j � xq� 2
k = 2 .

Ïîëó÷àåì, ÷òî â íîëü îáðàùàåòñÿ òîëüêî c0 è â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ
c1.

Òàêèì îáðàçîì, íà òàêîì êëàññå l(f ) � q � 2, ÷òî äîêàçûâàåò óòâåð-
æäåíèå òåîðåìû.
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Estimation of the maximum number of nonzero coe�cients of a
function polynomial under the action of a permutation group on

a table of function values
Gremyakov A.O.

For coe�cients of polynomials of functions over �nite �elds Fq,
we consider the problem of �nding a lower bound for the maximum
minimum of the number of nonzero coe�cients in the polynomial,
where the maximum is taken over all functions and the minimum
is taken from their transformations corresponding to various �eld
assignments. Moreover, various types of such transformations are
considered. The main results of the paper relate to two types of
transformations, the description of which is given in the �rst section of
the paper.

The paper estimatesL(q) � q � 2 for the maximum minimum of
the number of nonzero coe�cients in the polynomial for the certain
type of transformations that leave the zero �eld element in place.

Keywords: coe�cients of polynomials, Boolean functions, polynomial
of a Boolean function, table of values of a function, sagemath.
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Îá èçìåíåíèè ðàçìåðíîñòè 
ïåðèîäè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ

íàòóðàëüíîãî ðÿäà

Äåðãà÷ Ï.Ñ. 1, Áóëãàêîâ Ë.Ð.2

  Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ èçìåíåíèÿ ðàçìåðíîñòè ïå- 
ðèîäè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíîãî ðÿäà ïðè, êàçàëîñü áû, òà-
êèõ íåçíà÷èòåëüíûõ îïåðàöèÿõ, êàê óäàëåíèå/äîáàâëåíèå ê ìíî- 
æåñòâó îäíîãî ÷èñëà. Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ðàçìåð-
íîñòü èñõîäíîãî ìíîæåñòâà ðàâíà 1 èëè 2: Ïîä ðàçìåðíîñòüþ ìíî- 
æåñòâà ïîíèìàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî íåïåðåñåêàþùèõñÿ àðèôìå- 
òè÷åñêèõ ïðîãðåññèé, äàþùèõ â îáúåäèíåíèåå ýòî ìíîæåñòâî. Äëÿ 
ìíîæåñòâ ðàçìåðíîñòè 2 ðåçóëüòàò ïîëó÷åí òîëüêî â ñëó÷àÿõ ïàð 
ïðîãðåññèé îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Â ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû î
òîì, êàê èìåííî ìåíÿåòñÿ ðàçìåðíîñòü â çàâèñèìîñòè îò òîãî, îò-
êóäà óäàëÿåòñÿ/êóäà äîáàâëÿåòñÿ ÷èñëî x:

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, íàòóðàëüíûé
ðÿä, ïðîãðåññèâíîå ìíîæåñòâî.
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âîñòè ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâ ê îïåðàöèÿì íàä íèìè. Â êà÷åñòâå îïåðà-
öèé áûëè âçÿòû äîáàâëåíèå / óäàëåíèå îäíîãî ýëåìåíòà, à ðàçìåðíîñòü
èññëåäóåìûõ ìíîæåñòâ áûëî ðåøåíî âçÿòü íå áîëåå äâóõ. Â õîäå ðàáîòû
áûëè ïîëíîñòüþ ðåøåíû ñëó÷àè ìíîæåñòâ ðàçìåðíîñòè 1 è áîëüøèíñòâî
ñëó÷àåâ ðàçìåðíîñòè 2: Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè íåóäà÷íîì âûáîðå óäà-
ëÿåìîãî/äîáàâëÿåìîãî ÷èñëà x ðàçìåðíîñòü ìîæåò èçìåíèòüñÿ íà ñêîëü
óãîäíî áîëüøóþ âåëè÷èíó. Áîëåå òîãî, ïðè îïåðàöèè äîáàâëåíèÿ âîç-
ìîæíà ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé ðàçìåðíîñòü íîâîãî ìíîæåñòâà ìîæåò ñòàòü
ðàâíîé áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè ýòîì ñëó÷àé ðàçìåðíîñòè 2 â ðàâíîé ìåðå
ÿâëÿåòñÿ êàê ðàçâèòèåì èäåé äëÿ ðàçìåðíîñòè 1; òàê è äîáàâëÿåò íîâûå
íåòðèâèàëüíûå èäåè, ïðèñóùèå òîëüêî ìíîæåñòâàì ðàçìåðíîñòè áîëüøå
1: Ïðèâîäèìûé ðåçóëüòàò ñóùåñòâåííî ïðîäâèãàåò íàñ â ðåøåíèè çàäà÷è
äëÿ ìíîæåñòâ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè, à ïîëó÷åííûå îöåíêè ÿâëÿþò-
ñÿ íåóëó÷øàåìûìè.

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îáîçíà÷àåì ÷åðåç N: Ìíîæåñòâî öå-
ëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë îáîçíà÷àåì ÷åðåç N0: Ïóñòü a 2 N; b 2 N:
Òîãäà àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèåé ñ íà÷àëîì a è øàãîì b íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî

(a; b) := f a + ib j i 2 N0g:

Ìíîæåñòâî âñåõ àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé îáîçíà÷àåì ÷åðåç P+ :
Íàçûâàåì ìíîæåñòâî P � N ïðîãðåññèâíûì, åñëè åãî ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ àðèôìåòè÷å-
ñêèõ ïðîãðåññèé. Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ïðîãðåññèé â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè
íàçûâàåì åãî ìåðîé è îáîçíà÷àåì ýòî ÷èñëî ÷åðåç � (P): Íàçûâàåì ýòî
ïðåäñòàâëåíèå ìèíèìàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì ìíîæåñòâà P:

Ïóñòü (a; b) 2 P+ : Îáîçíà÷èì ÷åðåç (a; b)+ ìíîæåñòâî

(a; b)+ := f x 2 N j bj(x � a)g

è íàçûâàåì åãî ðàñøèðåíèåì ìíîæåñòâà (a; b): ×åðåç (a; b) � îáîçíà÷àåì
ìíîæåñòâî

(a; b) � := ( a; b)+ n (a; b)

è íàçûâàåì åãî ïðåäïåðèîäîì ìíîæåñòâà (a; b):
Ïóñòü k 2 N; k � 2 è k = pa1

1 � pa2
2 : : : p

as( k )

s(k) � ðàçëîæåíèå ÷èñëà k íà
ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Òîãäà ââîäèì îáîçíà÷åíèå

f (k) = a1(p1 � 1) + a2(p2 � 1) + : : : + as(k) (ps(k) � 1):
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Ïóñòü (a; b); (c; d) 2 P+ è (a; b) \ (c; d) = ; : Íàçûâàåì ïðîãðåññèþ
(e; f ) � (a; b) [ (c; d) çèãçàãîì , åñëè(a; b) \ (e; f ) 6= ; è (c; d) \ (e; f ) 6= ; :

Íàçûâàåì ìíîæåñòâî (a; b) [ (c; d) ñæèìàåìûì , åñëè âñå åãî ýëåìåí-
òû ñðàâíèìû ïî íåêîòîðîìó îáùåìó íàòóðàëüíîìó ìîäóëþ n > 1: Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå, íàçûâàåì ìíîæåñòâî (a; b) [ (c; d) íåñæèìàåìûì.

Åñëè ìíîæåñòâî (a; b) [ (c; d) íåñæèìàåìî è ðåàëèçóåòñÿ îäèí èç òðåõ
ñëó÷àåâf b; dg = f 2g; f b; dg = f 2; 6g è f b; dg = f 2; 18g; òî íàçûâàåì òàêèå
ïðîãðåññèè ïðîãðåññèÿìè ÷àñòíîãî ïîëîæåíèÿ.

Åñëè ìíîæåñòâî (a; b) [ (c; d) ñæèìàåìî è ïîñëå ñæàòèÿ îáðàçóåò ïðî-
ãðåññèè ÷àñòíîãî ïîëîæåíèÿ, òî, îïÿòü æå, íàçûâàåì òàêèå ïðîãðåññèè
ïðîãðåññèÿìè ÷àñòíîãî ïîëîæåíèÿ.

Ïðîãðåññèÿìè îáùåãî ïîëîæåíèÿ íàçûâàåì ïàðû ïðîãðåññèé, êîòî-
ðûå íå ÿâëÿþòñÿ ïðîãðåññèÿìè ÷àñòíîãî ïîëîæåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü m 2 N; 2k < m � 2k+1 : Òîãäà � (N n f mg) = k + 2 :
Çàìå÷àíèå. Äàííàÿ òåîðåìà, ïî ñóòè, îïèñûâàåò ðåøåíèå íå òîëüêî

äëÿ ïðîãðåññèè (1; 1); íî è äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ, òàê êàê ëþáóþ ïðîãðåññèþ
ìîæíî ñæàòü äî (1; 1):

Òåîðåìà 2. Ïóñòü a; b; c2 N: Åñëè a 2 (b; c) � è 2k� 1 < b� a
c � 2k ; òî

� (f ag [ (b; c)) = k + 1 ; à åñëèa =2 (b; c)+ ; òî � (f ag [ (b; c)) = 1 :

Òåîðåìà 3. Ïóñòü a; b; c; d; e2 N; k 2 N0 è ïóñòü T = ( b; c) t (d; e)
� ïàðà ïðîãðåññèé îáùåãî ïîëîæåíèÿ.
Åñëè a =2 (b; c) � [ (d; e) � òî � (f ag [ T) = 1 :
Åñëè a 2 (b; c) � ; 2k� 1 < b� a

c � 2k ; òî � (f ag [ T) = k + 2 :
Åñëè a 2 (d; e) � ; 2k� 1 < d� a

e � 2k ; òî � (f ag [ T) = k + 2 :

Òåîðåìà 4. Ïóñòü a; b; c; d; e2 N; k 2 N0 è ïóñòü T = ( b; c) t (d; e)
� ïàðà ïðîãðåññèé îáùåãî ïîëîæåíèÿ, a 2 T:
Åñëè a 2 (b; c); b+ c� (2k � 1) < a � b+ c� (2k+1 � 1); òî � (T n f ag) = k +3 :
Åñëè a 2 (d; e); d+ e� (2k � 1) < a � d+ e� (2k+1 � 1); òî � (T nf ag) = k +3 :
Èíà÷å � (T n f ag) = 2 :

Äîêàçàòåëüñòâî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé

Ëåììà 1. Ïóñòü a; n 2 N; a � 2n : Òîãäà

� (N n (a; 2n )) � n:
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Áóäåì äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî n: Ïðè n = 1 ïîëó÷àåì,

÷òî èëè a = 1 è òîãäà

� (N n (a; 2n )) = � (N n (1; 2)) = � ((2; 2)) = 1 ;

èëè a = 2 è òîãäà

� (N n (a; 2n )) = � (N n (2; 2)) = � ((1; 2)) = 1 :

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðåõîäà èíäóêöèè íóæíî ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ.
Åñëè a = 2b � ÷åòíîå ÷èñëî, òî

� (N n (a; 2n )) = � (N n (2b;2n )) =

= � ((1; 2) [ f 2xjx 2 (b;2n� 1)g) � 1 + � ((b;2n� 1)) : (1)

Òàê êàê b = a
2 � 2n

2 = 2 n� 1; òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

� ((b;2n� 1)) � n � 1: (2)

Èç (1) è (2) ïîëó÷àåì òðåáóåìîå â èíäóêòèâíîì ïåðåõîäå íåðàâåíñòâî.
Åñëè æåa = 2b� 1 � íå÷åòíîå ÷èñëî, òî

� (N n (a; 2n )) = � (N n (2b� 1; 2n )) =

= � ((1; 2) [ f 2x � 1jx 2 (b;2n� 1)g) � 1 + � ((b;2n� 1)) : (3)

Òàê êàê b = a+1
2 � 2n +1

2 = 2 n� 1 + 1
2 ; òî b � 2n� 1 è ïî ïðåäïîëîæåíèþ

èíäóêöèè
� ((b;2n� 1)) � n � 1: (4)

Èç (3) è (4) ïîëó÷àåì òðåáóåìîå â èíäóêòèâíîì ïåðåõîäå íåðàâåíñòâî. �

Ëåììà 2. Ïóñòü k 2 N è k = pa1
1 � pa2

2 : : : p
as( k )

s(k) � ðàçëîæåíèå ÷èñëà
k íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Òîãäà

f 1(k) = f 2(k) = a1(p1 � 1) + a2(p2 � 1) + : : : + as(k) (ps(k) � 1):

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ñì. â [1].
Êîììåíòàðèé. Çäåñü ïîä f 1(k) è f 2(k) ïîäðàçóìåâàåòñÿ ìåðà ìíî-

æåñòâàN n (k; k) ñ óñëîâèåì íà ïîïàðíîå íåïåðåñå÷åíèå ïðîãðåññèé â
ïðåäñòàâëåíèè è áåç íåãî ñîîòâåòñòâåííî.
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Ëåììà 3. Èñïîëüçóÿ n 2 N àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé íåâîçìîæ-
íî íàêðûòü ïîäðÿä 2n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå íàêðûâ ïðè ýòîì âåñü
ïîñëåäóþùèé ÷èñëîâîé ðÿä.
Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðèâåäåíî â [2] êàê òåîðåìà 3.

Ëåììà 4. Ïóñòü k 2 N; x � k è k = pa1
1 � pa2

2 : : : p
as( k )

s(k) � ðàçëîæåíèå
÷èñëàk íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Òîãäà

� (N n (x; k )) = a1(p1 � 1) + a2(p2 � 1) + : : : + as(k) (ps(k) � 1):

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðè x = k óòâåðæäåíèå ñîâïàäàåò ñ ëåììîé 2; â êîòîðîé f 1 îáîçíà-

÷àåò òî æå, ÷òî è â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ �; à f 2 � òàêóþ æå îöåíêó íà
ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ïðîãðåññèé â ïðåäñòàâëåíèè, íî óæå áåç òðåáîâàíèÿ
íà ïîïàðíîå íåïåðåñå÷åíèå. Åñëè æå x < k; òî âåðõíÿÿ îöåíêà (êîíñòðóê-
òèâ) ïîëó÷àåòñÿ îòñå÷åíèåì îò êîíñòðóêöèè èç [1] íåêîòîðîé íà÷àëüíîé
÷àñòè, ÷òî, êîíå÷íî æå, íèêàê íå âëèÿåò íà îáùåå êîëè÷åñòâî ïðîãðåñ-
ñèé è èõ ïîïàðíîå íåïåðåñå÷åíèå. Íèæíÿÿ îöåíêà òîæå ïîëó÷àåòñÿ òåìè
æå ñàìûìè ðàññóæäåíèÿìè, ÷òî è â [1], à èìåííî ïîñòðîåíèåì îïîðíîãî
ñåìåéñòâà íåîáõîäèìîé ìîùíîñòè, ïðè÷åì ñàìî îïîðíîå ñåìåéñòâî îòëè-
÷àåòñÿ îò èñïîëüçîâàííîãî â [1] ëèøü ñäâèãîì íà êîíñòàíòó. �

Ëåììà 5. Ïóñòü k; m 2 N è 2k < m < 2k+1 : Òîãäà

f (m) � k + 1

è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè m = 2 k� 1 � 3 èëè m = 2 k� 3 � 32:
Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàìåòèì, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ÷òî

f (m) = a1(p1 � 1) + a2(p2 � 1) + : : : + as(m) (ps(m) � 1);

ãäå
m = pa1

1 � pa2
2 : : : p

as( m )

s(m) (5)

� ðàçëîæåíèå ÷èñëà m íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Çàìåíèì â ýòîì ðàçëîæå-
íèè êàæäîå âõîæäåíèå ïðîñòîãî ÷èñëà p > 2 íà 2p� 1: Çíà÷åíèå ôóíêöèè
f; î÷åâèäíî íå èçìåíèòñÿ, à ÷èñëî óâåëè÷èòñÿ. Åñëè â ðàçëîæåíèè (5)
åñòü ïðîñòîå ÷èñëî p > 3; òî ÷èñëî óâåëè÷èòñÿ õîòÿ áû â äâà ðàçà, òàê
êàê

2p� 1 � 2p:
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Àíàëîãè÷íî, ÷èñëî óâåëè÷èòñÿ õîòÿ áû â äâà ðàçà è â ñëó÷àå, êîãäà â (5)
åñòü õîòÿ áû òðè òðîéêè, òàê êàê

22 � 22 � 22 � 2 � 33:

Ïóñòü ìû â èòîãå ïîëó÷èëè íîâîå ÷èñëî n = 2 l : Òàê êàê n > m > 2k ; òî
l � k + 1 : Çíà÷èò

f (m) = f (n) = f (2l ) = l � k + 1 : (6)

Ïðè ýòîì, íåðàâåíñòâî (6) ìîæåò ïðåâðàòèòüñÿ â ðàâåíñòâî òîëüêî åñëè
n ìåíüøå 2m: Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ýòî âîçìîæíî ëèøü äëÿ ñëó÷à-
åâm = 2 k� 1 � 3 èëè m = 2 k� 3 � 32 (Ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèÿ 2k < m < 2k+1 ):
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé ðàâåíñòâî äåéñòâèòåëüíî âû-
ïîëíÿåòñÿ:

f (2k� 1 � 3) = ( k � 1) � 1 + 2 = k + 1 ;

f (2k� 3 � 32) = ( k � 3) � 1 + 2 � 2 = k + 1 :

Ëåììà äîêàçàíà. �

Ëåììà 6. Ïóñòü m 2 N; 2k < m � 2k+1 : Òîãäà â ìèíèìàëüíîì ïðåä-
ñòàâëåíèè ìíîæåñòâà N n f mg íåïåðåñåêàþùèìèñÿ àðèôìåòè÷åñêèìè
ïðîãðåññèÿìè øàã îäíîé èç íèõ áóäåò îáÿçàòåëüíî ðàâåí 2k+1 ; 2k� 1 � 3
èëè 2k� 3 � 32:
Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

H := f 1; 2; : : : ; m � 1g:

Â íåì õîòÿ áû 2k ÷èñåë. Èç ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ åãî íàêðûòèÿ íóæíî
èñïîëüçîâàòü õîòÿ áû k+1 ïðîãðåññèé. Ïî òåîðåìå 1 (äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåìû 1 ñì. íèæå; îíî èñïîëüçóåò òîëüêî óæå äîêàçàííóþ âûøå ëåììó 1)
â ìèíèìàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ìíîæåñòâà Nn f mg áóäåò ðîâíî k +2 ïðî-
ãðåññèé. Êðîìå òîãî, õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ ïðîãðåññèé íå ñîäåðæèò òî÷åê
èç H; òàê êàê èíà÷å îíè íàêðûâàëè áû, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà,
âåñü ðÿä è íå íàêðûâàëè ïðè ýòîì òî÷êó m: Èíâåðòàöèåé ïðîãðåññèé â
îáðàòíóþ ñòîðîíó ïîëó÷èëè áû (êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1) ïðî-
òèâîðå÷èå ñ ëåììîé 3. Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, çàêëþ÷àåì,
÷òî k + 1 ïðîãðåññèé íà÷èíàþòñÿ â H è òîëüêî îäíà ïðîãðåññèÿ íà÷èíà-
åòñÿ â ÷èñëåx > m: Âûÿñíèì, êàêèì áóäåò øàã t ýòîé ïðîãðåññèè. Åñëè
îí ìåíüøå m; òî

H \ (x; t ) 6= ; :
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Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïîïàðíîìó íåïåðåñå÷åíèþ ïðîãðåññèé â ìèíèìàëüíîì
ïðåäñòàâëåíèè, òàê êàê ïåðåñå÷åíèå ïðîãðåññèé � âñåãäà áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî. Åñëè øàã t áîëüøå 2k+1 ; òî îñòàëüíûå k + 1 ïðîãðåññèé íà-
êðûâàþò ïîäðÿä êàê ìèíèìóì 2k+1 ÷èñåë è íå íàêðûâàþò ïðè ýòîì (x; t ):
Ýòî ïðîòèâîðå÷èëî áû ëåììå 3. Çíà÷èò

m � t � 2k+1 :

Åñëè t = 2 k+1 ; òî óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâèòü îñòàâøååñÿ ìíîæåñòâî

(N n f mg) n (x; t )

îáúåäèíåíèåì k + 1 ïðîãðåññèé âëå÷åò çà ñîáîé è âîçìîæíîñòü ïðåäñòà-
âèòü ìíîæåñòâî

N n (t; t )

îáúåäèíåíèåì k + 1 ïðîãðåññèé. Íî òîãäà

f (t) � k + 1 :

Ìû çíàåì, ÷òî
2k < m � t < 2k+1 :

Ïî ëåììå 5 ïîëó÷àåì
f (t) � k + 1 :

Çíà÷èò f (t) = k + 1 : Îïÿòü æå ïî ëåììå 5 îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî òîãäà
t = 2 k� 1 � 3 èëè t = 2 k� 3 � 32: Ëåììà äîêàçàíà. �

Ëåììà 7. Äîïóñòèì, ÷òî (a; b); (c; d) 2 P+ ; (a; b) \ (c; d) = ; è ïóñòü
(e; f ) � (a; b) [ (c; d) � çèãçàã. Ïóñòü, êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî (a; b) [
(c; d) íåñæèìàåìî. Òîãäà f � íå÷åòíîå ÷èñëî.
Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî åñëè e 2 (a; b); òî e + f 2 (c; d); òàê êàê
èíà÷å (e; f ) � (a; b); à ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ çèãçàãà. Àíàëîãè÷-
íî, åñëè e 2 (c; d); òî e + f 2 (a; b): Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì
äàëåå, ÷òî e 2 (a; b): Ïîâòîðÿÿ ïðèâåäåííîå ðàññóæäåíèå äëÿ e + f è
e+ 2 f; ïîëó÷àåì â èòîãå, ÷òî

(e;2f ) 2 (a; b); (e+ f; 2f ) 2 (c; d):
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Ýòî ñâîéñòâî ïîêàçûâàåò, ïî÷åìó (e; f ) íàçâàíî ñëîâîì çèãçàã.Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî

2f = bx = dy (7)

äëÿ íåêîòîðûõ x; y 2 N: Ïðè ýòîì, ÷èñëî x íå÷åòíî, òàê êàê èíà÷å f
äåëèëîñü áû íà b è òîãäà áû e + f 2 (a; b): À ýòî íåâîçìîæíî, âåäü
e + f 2 (c; d): Àíàëîãè÷íî, ÷èñëî y íå÷åòíî. Çíà÷èò, â ñèëó (7), b; d �
÷åòíûå ÷èñëà. Òàê êàê ìíîæåñòâî (a; b) [ (c; d) íåñæèìàåìî, òî ÷èñëà a
è c ðàçíîé ÷åòíîñòè. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî f íå÷åòíî. �

Ëåììà 8. Ïóñòü ìíîæåñòâî Nn(n; n) ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíå-
íèÿ f (n) íåïåðåñåêàþùèõñÿ àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé. Òîãäà êàæäûé
øàã ýòèõ ïðîãðåññèé ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà n:
Äîêàçàòåëüñòâî.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ýòèõ f (n) ïðîãðåññèé çà I: Èç [1] èçâåñòíî, ÷òî
ñóùåñòâóåò îïîðíîå ñåìåéñòâî èç f (n) òî÷åê âíóòðè (1; 2; : : : ; n � 1); òî
åñòü òàêîå ìíîæåñòâî, äëÿ êîòîðîãî ëþáàÿ ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ïàðó åãî
ýëåìåíòîâ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ áóäåò ïåðåñåêàòüñÿ ñ (n; n): Ïðè
ýòîì, åñëè çàìåíèòü ëþáóþ èç òî÷åê x ñåìåéñòâà íà òî÷êó x + n; òî
íîâîå ìíîæåñòâî òî÷åê ïî ïðåæíåìó áóäåò îïîðíûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ïðîãðåññèÿ èç I; êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç x áóäåò ïðîõîäèòü è ÷åðåç x + n:
Çíà÷èò åå øàã áóäåò äåëèòåëåì ÷èñëàn: Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ëþáàÿ
ïðîãðåññèÿ èç I ïðîõîäèò ÷åðåç êàêóþ-òî èç òî÷åê îïîðíîãî ñåìåéñòâà.
�

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ óòâåðæäåíèé

Òåîðåìà 1. Ïóñòü k; m 2 N; 2k < m � 2k+1 : Òîãäà � (Nnf mg) = k+2 :
Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàæåì, ÷òî � (N n f mg) � k + 2 : Òàê êàê

N n f mg = ( N n (m; 2k+1 )) [ (m + 2 k+1 ; 2k+1 )

è
m � 2k+1 ;

òî ïî ëåììå 1 ïîëó÷àåì

� (N n f mg) � k + 1 + 1 = k + 2 :
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Äîêàæåì íèæíþþ îöåíêó � (N n f mg) � k + 2 : Èç [2] èçâåñòíî, ÷òî, èñ-
ïîëüçóÿ n ïðîãðåññèé, íåâîçìîæíî íàêðûòü ïîäðÿä áîëåå ÷åì 2n � 1
÷èñåë, íå íàêðûâ ïðè ýòîì âåñü ðÿä. Ïîýòîìó íà íàêðûòèå ìíîæåñòâà
f 1; 2; : : : ; m � 1g ïîòðåáóåòñÿ õîòÿ áû k + 1 ïðîãðåññèé. Åñëè áû ýòîãî êî-
ëè÷åñòâà ïðîãðåññèé áûëî äîñòàòî÷íî äëÿ íàêðûòèÿ ìíîæåñòâà Nn f mg;
òî ïðèìåíÿÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðèâîäèìûì â [2], ïîëó÷èëè áû,
÷òî, èñïîëüçóÿ k +1 ïðîãðåññèé, óäàåòñÿ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà,
íàêðûòü ñêîëü óãîäíî äëèííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èäóùèõ ïîäðÿä ÷è-
ñåë è ïðè ýòîì íå íàêðûòü âåñü ðÿä. Äëÿ ýòîãî íàäî ëèøü èíâåðòèðîâàòü
âñåk + 1 ïðîãðåññèé ñïðàâà íàëåâî. Èõ ïðîäîëæåíèÿ âëåâî îò èõ íà÷àë
âñå åùå íå áóäóò ñîäåðæàòü òî÷êóm; òàê êàê âñå ýòè íà÷àëà ìåíüøå m:
Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé 3. �

Òåîðåìà 2. Ïóñòü a; b; c2 N: Åñëè a 2 (b; c) � è 2k� 1 < b� a
c � 2k ; òî

� (f ag [ (b; c)) = k + 1 ; à åñëèa =2 (b; c) � ; òî � (f ag [ (b; c)) = 1 :
Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàæåì ñíà÷àëà ïðîñòóþ ÷àñòü òåîðåìû, êîãäà a =2 (b; c) � : Â ýòîì
ñëó÷àå â ëþáîì ïðåäñòàâëåíèè ìíîæåñòâà f ag [ (b; c) âñå ïðîãðåññèè, íà-
÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà, ëåæàëè áû â (b; c): Çíà÷èò òàêèå ïðîãðåñ-
ñèè èçíà÷àëüíî ëåæàëè áû â (b; c)+ è íå íàêðûëè áû òî÷êó f ag: Ïîýòîìó
� (f ag [ (b; c)) = 1 :

Ïóñòü òåïåðü a 2 (b; c) � : Òîãäà ñäåëàåì ñ íàøèì ìíîæåñòâîì ïðåîá-
ðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå (b; c)+ â (1; 1): Ïîñëå íåãî ìíîæåñòâî f ag [ (b; c)
ïðåâðàòèòñÿ â

f 1g [
�

1 +
b� a

c
; 1

�
: (8)

Ïðè ýòîì, ìåðà � ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè, î÷åâèäíî, íå ìåíÿåòñÿ.
Îáîçíà÷èì 1 + b� a

c çà d: Ðàññìîòðèì òåïåðü êàêîå-íèáóäü ìèíèìàëüíîå
ïðåäñòàâëåíèå ïðîãðåññèÿìè ìíîæåñòâà (8). Ïóñòü òî÷êó f 1g â íåì íà-
êðûâàåò ïðîãðåññèÿ ñ øàãîì n: Òîãäà n � d � 1 è

� (f 1g [ (d;1)) = 1 + � ((d;1) n (n + 1 ; n)) :

Èç ëåììû 4 èçâåñòíî, ÷òî

� ((d;1) n (n + 1 ; n)) = a1(p1 � 1) + a2(p2 � 1) + : : : + as(k) (ps(k) � 1); (9)

ãäå
n = pa1

1 � pa2
2 : : : p

as( k )

s(k) (10)
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� ðàçëîæåíèå ÷èñëà n íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Â ñèëó ìèíèìàëüíî-
ñòè ïîêðûòèÿ ïîëó÷àåì îòñþäà, ÷òî n äîñòàâëÿåò ìèíèìóì çíà÷åíèÿ
� ((d;1) n (l + 1 ; l)) ïî âñåì l � d � 1: Çàìåòèì, ÷òî åñëè â ïðîèçâåäåíèè
(10) çàìåíèòü ïðîñòîå ÷èñëî p1 íà 2p1 � 1; òî ïðîèçâåäåíèå íå óìåíüøèò-
ñÿ, à ñóììà (8) íå èçìåíèòñÿ. Çíà÷èò ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî n � ñòåïåíü
äâîéêè. ×åì áîëüøå ñòåïåíü, òåì áîëüøå çíà÷åíèå ñóììû (8). Çíà÷èò, n
� ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü äâîéêè, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ n � d � 1:
Íî d = 1 + b� a

c : Èç óñëîâèÿ 2k� 1 < b� a
c � 2k ñëåäóåò, ÷òîn = k: Çíà÷èò

� (f 1g [ (d;1)) = k + 1 :

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 3. Ïóñòü a; b; c; d; e2 N; k 2 N0 è ïóñòü T = ( b; c) t (d; e)
� ïàðà ïðîãðåññèé îáùåãî ïîëîæåíèÿ.
Åñëè a =2 (b; c) � [ (d; e) � òî � (f ag [ T) = 1 :
Åñëè a 2 (b; c) � ; 2k� 1 < b� a

c � 2k ; òî � (f ag [ T) = k + 2 :
Åñëè a 2 (d; e) � ; 2k� 1 < d� a

e � 2k ; òî � (f ag [ T) = k + 2 :
Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàæåì ñíà÷àëà ïåðâóþ ÷àñòü òåîðåìû, êîãäà a =2 (b; c) � [ (d; e) � :
Åñëè áû ìíîæåñòâî f ag [ T ìîæíî áûëî ïðåäñòàâèòü êîíå÷íûì îáúåäè-
íåíèåì àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé, òî âñå îíè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî
ìîìåíòà, ëåæàëè áû â (b; c) [ (d; e): Çíà÷èò òàêèå ïðîãðåññèè èçíà÷àëü-
íî ëåæàëè áû â (b; c)+ [ (d; e)+ è íå íàêðûëè áû òî÷êó f ag: Ïîýòîìó
� (f ag [ T) = 1 :

Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü òåîðåìû, ãäå a 2 (b; c) � è 2k� 1 < b� a
c � 2k :

Ñ÷èòàåì, ÷òî ìíîæåñòâî T íåñæèìàåìî, òàê êàê èíà÷å ìíîæåñòâî f ag[ T
òîæå ìîæíî áûëî ñæàòü è ñâåñòè çàäà÷ó ê ñëó÷àþ, êîãäà T íåñæèìàå-
ìî. Ðàññìîòðèì îïòèìàëüíîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà f ag [ T: Ïåðåñåêàåì
êàæäóþ ïðîãðåññèþ â ðàçáèåíèè ñ (b; c)+ : Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè
ðàçáèåíèå a [ (b; c). Èç òåîðåìû 2 ìû çíàåì, ÷òî äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ
íå ìåíüøå k + 1 ïðîãðåññèé. Îïÿòü æå, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 2, ïîëó÷àåì,
÷òî ìû ñìîæåì ïðåäñòàâèòü f ag [ T îáúåäèíåíèåì k + 1 ïðîãðåññèè äëÿ
a [ (b; c) è ïðîãðåññèè (d; e): Ïîëó÷èòñÿ k + 2 ïðîãðåññèè.

Ïîêàæåì, ÷òî k +1 ïðîãðåññèé äëÿ ýòîãî íå õâàòèò. Åñëè áû ýòî áûëî
íå òàê, òî îïòèìàëüíîå ðàçáèåíèå ïîëó÷àëîñü áû èç îïòèìàëüíîãî ðàçáè-
åíèÿ ìíîæåñòâà a [ (b; c) ñ ïîìîùüþ ðàñøèðåíèÿ íåêîòîðûõ ïðîãðåññèé
ðàçáèåíèÿ äî çèãçàãà âf ag [ T: Èç ëåììû 7 ïîëó÷àåì, ÷òî çèãçàãè ìîãóò
âîçíèêíóòü òîëüêî íà ïðîãðåññèÿõ ñ íå÷åòíûì âíóòðè a [ (b; c) øàãîì.
Èç ëåììû 6 âûâîäèì, ÷òî ó îäíîé èç ïðîãðåññèé â ðàçáèåíèè a [ (b; c)
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øàã ðàâåí 2k+1 ; 2k� 1 � 3 èëè 2k� 3 � 32: Â ïåðâîì ñëó÷àå, èç ëåììû 8,
ïîëó÷àåì, ÷òî âñå ïðîãðåññèè ðàçáèåíèÿ, êðîìå, âîçìîæíî, ïðîãðåññèè ñ
åäèíè÷íûì øàãîì, èìåþò ÷åòíûå øàãè è íå ïîðîæäàþò çèãçàã. À ïðî-
ãðåññèÿ ñ åäèíè÷íûì øàãîì âîçíèêàåò, òîëüêî åñëè a = b � c; à â ýòîì
ñëó÷àå� (f ag [ T) = 2 � ïîëó÷àåì îöåíêó èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ïðè
k = 0 :

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé øàãà 2k� 1 � 3: åäèíñòâåííûå íå÷åòíûå äå-
ëèòåëè ýòîãî ÷èñëà � 1 èëè 3; íî ñëó÷àé ñ 1 áûë òîëüêî ÷òî ðàçîáðàí
âûøå, à ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîãðåññèè ñ øàãîì 3 â îïòèìàëüíîì ðàçáè-
åíèè ìíîæåñòâà a [ (b; c) íóæíî ñðàçó æå èñïîëüçîâàòü òîãäà è âòîðóþ
ïðîãðåññèþ ñ øàãîì 3: Îäíàêî, ïîñòðîåíèå çèãçàãà íà ëþáîé èç íèõ äàåò
ïðîãðåññèè ÷àñòíîãî ïîëîæåíèÿ, à ïîñòðîèòü çèãçàãè íà îáåèõ íåëüçÿ,
òàê êàê ìû íå ïîëó÷èì ïðîãðåññèþ (d; e):

Äëÿ ñëó÷àÿ ñ øàãîì 2k� 3 �32 àíàëîãè÷íî âîçíèêàþò òîëüêî òðè íå÷åò-
íûõ äåëèòåëÿ � 1; 3 èëè 9: Ñëó÷àé ñ1 óæå ðàçîáðàí, ñëó÷àé ñ3 ðàçáè-
ðàåòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ øàãà2k� 1 � 3: Ðàçáåðåì òåïåðü ñëó÷àé ñ øàãîì
9: Â ýòîì ñëó÷àå âñå íàøè ïðîãðåññèè äåëÿòñÿ íà òðè íåïåðåñåêàþùèõñÿ
êëàññà ñ îñòàòêàìè ïî ìîäóëþ 3; è, òàê êàê ýòî îïòèìàëüíîå ïðåäñòàâëå-
íèå, äâà èç ýòèõ êëàññîâ çàíÿòû îäíîé ïðîãðåññèåé ñ øàãîì 3; íî òîãäà
åäèíñòâåííûì òàêèì ðàçáèåíèåì áóäåò ðàçáèåíèå ñ øàãàìè 3; 3; 6; 12:::;
è øàãà 9 ñðåäè íèõ íåò.

Â êàæäîì èç âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ ïîêàçàëè, ÷òî ïîïûòêà âçÿòü îï-
òèìàëüíîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà a [ (b; c) è, ðàñøèðèâ åãî çèãçàãàìè,
ïîëó÷èòü ðàçáèåíèå äëÿ ìíîæåñòâà f ag [ T ïðèâîäèò íàñ ëèøü ê ñëó÷àþ
ïðîãðåññèé ÷àñòíîãî ïîëîæåíèÿ.

Ñëó÷àé, êîãäà a 2 (d; e) � è 2k� 1 < d� a
e � 2k ; ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

�

Òåîðåìà 4. Ïóñòü a; b; c; d; e2 N; k 2 N0 è ïóñòü T = ( b; c) t (d; e)
� ïàðà ïðîãðåññèé îáùåãî ïîëîæåíèÿ, a 2 T:
Åñëè a 2 (b; c); b+ c� (2k � 1) < a � b+ c� (2k+1 � 1); òî � (T n f ag) = k +3 :
Åñëè a 2 (d; e); d+ e� (2k � 1) < a � d+ e� (2k+1 � 1); òî � (T nf ag) = k +3 :
Èíà÷å � (T n f ag) = 2 :
Äîêàçàòåëüñòâî.

Õîä äîêàçàòåëüñòâà ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî ïðåäûäóùåé òåîðåìû.
Ïóñòü a 2 (b; c); b+ c� (2k � 1) < a � b+ c� (2k+1 � 1): Òîãäà, ïî òåîðåìå 1,
ìû óìååì ðàçáèâàòü ìíîæåñòâî (b; c) n a â îáúåäèíåíèå k + 2 ïðîãðåññèé
è â èòîãå ïîëó÷àåì îöåíêó k + 3 : Ïðåäïîëàãàåì, îò ïðîòèâíîãî, ÷òî ýòî
ìîæíî ñäåëàòü ìåíüøèì ÷èñëîì ïðîãðåññèé. Òîãäà êàæäóþ èç íèõ ïåðå-
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ñåêàåì ñ (b; c) è ïîëó÷àåì ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà (b; c) na; à, ïî òåîðåìå 1,
äëÿ ýòîãî íàäî õîòÿ áû k + 2 ïðîãðåññèé. Çíà÷èò èõ ðîâíî k + 2 ; ïðè÷åì
ïîëó÷åííîå ðàçáèåíèå äëÿ (b; c) n a îïòèìàëüíî. Ïî ëåììå 6, â íåì åñòü
ïðîãðåññèÿ ñ øàãîì 2k+1 ; 2k� 1 �3 èëè 2k� 3 �32: Êàæäûé èç ýòèõ âàðèàíòîâ,
ïî ëåììå 7, ñíîâà ïðèâîäèò íàñ ê ðàñøèðåíèþ ìíîæåñòâà çèãçàãàìè íà
ïðîãðåññèÿõ ñ øàãîì 1; 3 èëè 9: Íî âñå îíè ïðèâîäÿò íàñ ëèøü ê ïàðàì
ïðîãðåññèé ÷àñòíîãî ïîëîæåíèÿ.

Ñëó÷àé, êîãäà a 2 (d; e); d + e � (2k � 1) < a � d + e � (2k+1 � 1);
ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Íàêîíåö, åñëè îáà ýòè ñëó÷àÿ íå ðåàëèçóþòñÿ, òî a = b èëè a = d:
Â ëþáîì ñëó÷àå, äâóõ ïðîãðåññèé äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîæåñòâà T n f ag
õâàòèò. À îäíà ïðîãðåññèÿ ìîæåò âîçíèêíóòü ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà, ñ
òî÷íîñòüþ äî ñæàòèÿ, a = b = 1 ; d = 4 ; c = e = 2 : Ýòî ïðîãðåññèè
÷àñòíîãî ïîëîæåíèÿ. �

Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå áûëî íàéäåíî òî÷íîå çíà÷åíèå äëÿ ìåðû ìíîæåñòâ, ïîëó-
÷àåìûõ èç ìíîæåñòâ ðàçìåðíîñòè 1 ïðè äîáàâëåíèè èëè óäàëåíèè èç
íèõ îäíîãî ÷èñëà. Òàêæå ýòè çíà÷åíèÿ áûëè íàéäåíû äëÿ ìíîæåñòâ ðàç-
ìåðíîñòè 2, îáðàçóåìûõ ïàðîé ïðîãðåññèé îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Â ýòîì
ñëó÷àå îïòèìàëüíîå ðàçáèåíèå äîñòèãàåòñÿ òðèâèàëüíî ñ èñïîëüçîâàíè-
åì îïòèìàëüíûõ ðàçáèåíèé äëÿ ñëó÷àåâ ñ ìíîæåñòâàìè ðàçìåðíîñòè 1.
Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâ, îáðàçóåìûõ ïàðîé ïðîãðåññèé
÷àñòíîãî ïîëîæåíèÿ, äàííîå óòâåðæäåíèå óæå íåâåðíî. Ýòîò êëàññ ñëó-
÷àåâ òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.
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About the dimension di�erence of periodic subsets of the natural
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This work is devoted to describing the change in the dimension
of periodic subsets of the natural series with seemingly insigni�cant
operations like removal/addition to the set of one number. The case is
investigated when the dimension of the initial set is equal to1 or 2: By
the dimension of the set is meant the minimum number of disjoint
arithmetic progressions that give this set in the union. For sets of
dimension 2 the result is obtained only in cases of pairs of general
position progressions. In this paper we give the results on how the
dimension changes depending on whether the numberx is deleted/added
to.
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  Êîðîòêèå åäèíè÷íûå äèàãíîñòè÷åñêèå 
òåñòû äëÿ êîíòàêòíûõ ñõåì ïðè îáðûâàõ

è çàìûêàíèÿõ êîíòàêòîâ

Ïîïêîâ Ê.À. 1

  Äîêàçàíî, ÷òî ïî÷òè ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ îò n ïåðåìåííûõ 
ìîæíî ðåàëèçîâàòü íåèçáûòî÷íîé äâóõïîëþñíîé êîíòàêòíîé ñõå-
ìîé, äîïóñêàþùåé åäèíè÷íûé äèàãíîñòè÷åñêèé òåñò äëèíû 8 îòíî-
ñèòåëüíî îáðûâîâ è çàìûêàíèé êîíòàêòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíòàêòíàÿ ñõåìà, áóëåâà ôóíêöèÿ, îáðûâ
êîíòàêòà, çàìûêàíèå êîíòàêòà, åäèíè÷íûé äèàãíîñòè÷åñêèé òåñò.

1. Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà ëåãêîòåñòèðóåìûõ äâóõïîëþñ- 
íûõ êîíòàêòíûõ ñõåì [1], ðåàëèçóþùèõ çàäàííûå áóëåâû ôóíêöèè. (Ñëî- 
âî ¾äâóõïîëþñíàÿ¿ â äàëüíåéøåì áóäåì îïóñêàòü.) Ëîãè÷åñêèé ïîäõîä ê 
òåñòèðîâàíèþ êîíòàêòíûõ ñõåì ïðåäëîæåí Ñ.Â. ßáëîíñêèì è È.À. ×åãèñ 
â [2]. Ïðåäñòàâèì, ÷òî èìååòñÿ êîíòàêòíàÿ ñõåìà S, ðåàëèçóþùàÿ áóëå-

èñòî÷íèêà íåèñïðàâíîñòåé îäèí èëè íåñêîëüêî êîíòàêòîâ ñõåìû S ìîãóò 
ïåðåéòè â íåèñïðàâíîå ñîñòîÿíèå. Â êà÷åñòâå íåèñïðàâíîñòåé êîíòàêòîâ 
îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ èõ îáðûâû è çàìûêàíèÿ. Ïðè îáðûâå êîíòàê- 
òà ïðîâîäèìîñòü ìåæäó åãî êîíöàìè ñòàíîâèòñÿ òîæäåñòâåííî íóëåâîé, à 
ïðè çàìûêàíèè � òîæäåñòâåííî åäèíè÷íîé. Â ðåçóëüòàòå ñõåìà S âìåñòî 
èñõîäíîé ôóíêöèè f (~xn ) áóäåò ðåàëèçîâûâàòü íåêîòîðóþ áóëåâó ôóíê- 
öèþ g(~xn ), âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷íóþ îò f . Âñå òàêèå ôóíêöèè g(~xn ),

âó ôóíêöèþ f (~xn ), ãäå ~xn = (x1; : : : ; xn ). Ïîä âîçäåéñòâèåì íåêîòîðîãî
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ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè âñåâîçìîæíûõ äîïóñòèìûõ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çà-
äà÷è íåèñïðàâíîñòÿõ êîíòàêòîâ ñõåìû S, íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè íåèñ-
ïðàâíîñòè äàííîé ñõåìû.

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ [3, 4, 5]. Ïðîâåðÿþùèì òåñòîì äëÿ
ñõåìû S íàçûâàåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî T íàáîðîâ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ
x1; : : : ; xn , ÷òî äëÿ ëþáîé îòëè÷íîé îò f (~xn ) ôóíêöèè íåèñïðàâíîñòè
g(~xn ) ñõåìû S â T íàéä¼òñÿ íàáîð ~� , íà êîòîðîì f (~� ) 6= g(~� ). Äèàãíî-
ñòè÷åñêèì òåñòîì äëÿ ñõåìû S íàçûâàåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî T íàáîðîâ
çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1; : : : ; xn , ÷òî T ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðÿþùèì òåñòîì è,
êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé íåèñïðàâíîñòè g1(~xn )
è g2(~xn ) ñõåìû S â T íàéä¼òñÿ íàáîð ~� , íà êîòîðîì g1(~� ) 6= g2(~� ). ×èñ-
ëî íàáîðîâ â T íàçûâàåòñÿ äëèíîé òåñòà. Â êà÷åñòâå òðèâèàëüíîãî äè-
àãíîñòè÷åñêîãî (è ïðîâåðÿþùåãî) òåñòà äëèíû 2n äëÿ ñõåìû S âñåãäà
ìîæíî âçÿòü ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ äâîè÷íûõ íàáîðîâ äëèíû n.
Òåñò íàçûâàåòñÿïîëíûì , åñëè â ñõåìå ìîãóò áûòü íåèñïðàâíû ñêîëü-
êî óãîäíî êîíòàêòîâ, è åäèíè÷íûì , åñëè â ñõåìå ìîæåò áûòü íåèñïðàâåí
òîëüêî îäèí êîíòàêò. Åäèíè÷íûå òåñòû îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò äëÿ íåèç-
áûòî÷íûõ ñõåì (ñì. [5, ñ. 110�111]), ò.å. äëÿ òàêèõ ñõåì, â êîòîðûõ ëþáàÿ
äîïóñòèìàÿ íåèñïðàâíîñòü ëþáîãî îäíîãî êîíòàêòà ïðèâîäèò ê ôóíêöèè
íåèñïðàâíîñòè, îòëè÷íîé îò èñõîäíîé ôóíêöèè, ðåàëèçóåìîé äàííîé ñõå-
ìîé.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ñõåìàõ ìîãóò ïðîèñõîäèòü êàê
îáðûâû, òàê è çàìûêàíèÿ êîíòàêòîâ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.

Ïóñòü ìíîæåñòâî T ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì äèàãíîñòè÷åñêèì òåñòîì
(ÅÄÒ) äëÿ íåêîòîðîé êîíòàêòíîé ñõåìû S. Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà-
÷åíèÿ: DÅÄ (T) � äëèíà òåñòà T; DÅÄ (S) = min DÅÄ (T), ãäå ìèíèìóì
áåð¼òñÿ ïî âñåì ÅÄÒ T äëÿ êîíòàêòíîé ñõåìû S; DÅÄ (f ) = min DÅÄ (S),
ãäå ìèíèìóì áåð¼òñÿ ïî âñåì íåèçáûòî÷íûì êîíòàêòíûì ñõåìàì S, ðå-
àëèçóþùèì ôóíêöèþ f ; DÅÄ (n) = max DÅÄ (f ), ãäå ìàêñèìóì áåð¼òñÿ
ïî âñåì áóëåâûì ôóíêöèÿì f îò n ïåðåìåííûõ. Ôóíêöèÿ DÅÄ (n) íàçû-
âàåòñÿôóíêöèåé Øåííîíà äëèíû ÅÄÒ. Ïî àíàëîãèè ñ ôóíêöèÿìè DÅÄ

ìîæíî ââåñòè ôóíêöèè DÅÏ , D ÏÏ è D ÏÄ äëÿ ñîîòâåòñòâåííî åäèíè÷íîãî
ïðîâåðÿþùåãî òåñòà (ÅÏÒ), ïîëíîãî ïðîâåðÿþùåãî è ïîëíîãî äèàãíîñòè-
÷åñêîãî òåñòîâ, çàâèñÿùèå îò T, îò S, îò f è îò n (â îïðåäåëåíèÿõ ôóíê-
öèé D ÏÏ (f ) è D ÏÄ (f ) íå ïðåäïîëàãàåòñÿ íåèçáûòî÷íîñòè ñõåì). Òàê,
íàïðèìåð, D ÏÏ (n) � ôóíêöèÿ Øåííîíà äëèíû ïîëíîãî ïðîâåðÿþùåãî
òåñòà.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåêîòîðîå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïî÷òè
âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ , åñëè îòíîøåíèå ÷èñëà áóëåâûõ
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ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ, äëÿ êîòîðûõ ýòî ñâîéñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, ê
÷èñëó âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ (ò.å. ê 22n

) ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ ïðè n ! 1 .

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ çàäà÷è ñèíòåçà ëåã-
êîòåñòèðóåìûõ êîíòàêòíûõ ñõåì ïðè ðàññìàòðèâàåìûõ íåèñïðàâíîñòÿõ.
Â [5, ñ. 113, òåîðåìà 9] ñ èñïîëüçîâàíèåì èäåé Ñ.Â. ßáëîíñêîãî óñòàíîâëå-
íî, ÷òî ôóíêöèÿ DÅÄ (n) àñèìïòîòè÷åñêè íå ïðåâîñõîäèò 2n +1

n . Õ.À. Ìà-
äàòÿí â [6] äîêàçàë ðàâåíñòâî D ÏÄ (n) = 2 n . Í.Ï. Ðåäüêèí â [7] ïî-
ëó÷èë îöåíêó D ÏÏ (n) 6 15

16 � 2n . Èç óòâåðæäåíèÿ 2) òåîðåìû 1 ðàáî-
òû [8] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé áóëåâîé ôóíêöèè f (~xn ) âèäà ' (~xn� 1) � xn ,
ãäå ' (~xn� 1) � ïðîèçâîëüíàÿ íåêîíñòàíòíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ, ñóùåñòâó-
åò íåèçáûòî÷íàÿ êîíòàêòíàÿ ñõåìà, ñîäåðæàùàÿ, ïîìèìî ïåðåìåííûõ èç
ìíîæåñòâà f x1; : : : ; xng, äîïîëíèòåëüíóþ âõîäíóþ ïåðåìåííóþ x0, äîïóñ-
êàþùàÿ ÅÏÒ äëèíû 4n + 8 è ðåàëèçóþùàÿ áóëåâó ôóíêöèþ, íå çàâèñÿ-
ùóþ ñóùåñòâåííî îò ïåðåìåííîé x0 è ðàâíóþ ôóíêöèè f (~xn ). Â ðàáî-
òå [9], â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî (òåîðåìà 4), ÷òî äëÿ ëþáîé áóëåâîé ôóíêöèè
f (~xn ) ñóùåñòâóåò íåèçáûòî÷íàÿ êîíòàêòíàÿ ñõåìà, ñîäåðæàùàÿ íå áîëåå
ïÿòè äîïîëíèòåëüíûõ âõîäíûõ ïåðåìåííûõ, äîïóñêàþùàÿ ÅÏÒ äëèíû íå
áîëåå 35 è ðåàëèçóþùàÿ òàêóþ áóëåâó ôóíêöèþ, ÷òî f (~xn ) ïîëó÷àåòñÿ
èç íå¼ ïîäñòàíîâêîé âìåñòî ýòèõ äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ íåêîòî-
ðûõ áóëåâûõ êîíñòàíò. Â [10] óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ áóëåâûõ
ôóíêöèé f îò n ïåðåìåííûõ DÅÏ (f ) = 4 , à òàêæå îïèñàíû âñå áóëåâû
ôóíêöèè f , äëÿ êîòîðûõ âåëè÷èíà DÅÏ (f ) ðàâíà 0, 1, 2 è 3.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäåò îïèñàí äîñòàòî÷íî îáøèðíûé êëàññ áóëå-
âûõ ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ DÅÄ (f ) 6 8 (òåîðåìà 2); áóäåò ïîêàçàíî,
÷òî â ýòîì êëàññå ñîäåðæàòñÿ ïî÷òè âñå áóëåâû ôóíêöèè îò n ïåðåìåí-
íûõ (òåîðåìà 3).

2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè h(~xn ), n > 3, ñóùåñòâóþò
òàêîé èíäåêñ i 2 f 1; : : : ; ng è òàêèå áóëåâû êîíñòàíòû � 1; : : : ; � n , ÷òî

h(~� 1) = h(~� 2) = 1 ;

h(~� 3) = h(~� 4) = 0 ;
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ãäå

~� 1 = ( � 1; : : : ; � n );

~� 2 = ( � 1; : : : ; � n );

~� 3 = ( � 1; : : : ; � i � 1; � i ; � i +1 ; : : : ; � n );

~� 4 = ( � 1; : : : ; � i � 1; � i ; � i +1 ; : : : ; � n ):

Òîãäà ôóíêöèþ h(~xn ) ìîæíî ðåàëèçîâàòü íåèçáûòî÷íîé êîíòàêòíîé
ñõåìîé, äîïóñêàþùåé ÅÏÒ f ~� 1; ~� 2; ~� 3; ~� 4g.

Òåîðåìà 1 íåñëîæíûì îáðàçîì âûòåêàåò èç äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåí-
ñòâàD(f ) 6 4 â òåîðåìå 2 ðàáîòû [10], à òàêæå èç ïåðåõîäà îò ìíîæå-
ñòâàT1 ê ìíîæåñòâó T2 â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1 òîé æå ðàáîòû.

Âñþäó íèæå ñ÷èòàåì, ÷òî çàïèñü âèäà � i 1 ; : : : ; � i 2 èëè � i 1 ; : : : ; � i 2 ïðè
i 1 > i 2 îáîçíà÷àåò ïóñòóþ ñòðîêó.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f (~xn ), n > 3, ñóùåñòâóþò
òàêèå èíäåêñû j; s 2 f 1; : : : ; ng, j < s , è òàêèå áóëåâû êîíñòàíòû
� 1; : : : ; � n , ÷òî

f (~� 1) = f (~� 2) = f (~� 3) = f (~� 4) = 1 ; (1)

f (~� 5) = f (~� 6) = f (~� 7) = f (~� 8) = 0 ; (2)

ãäå

~� 1 = ( � 1; : : : ; � n );

~� 2 = ( � 1; : : : ; � n );

~� 3 = ( � 1; : : : ; � j � 1; � j ; � j +1 ; : : : ; � s� 1; � s; � s+1 ; : : : ; � n );

~� 4 = ( � 1; : : : ; � j � 1; � j ; � j +1 ; : : : ; � s� 1; � s; � s+1 ; : : : ; � n );

~� 5 = ( � 1; : : : ; � j � 1; � j ; � j +1 ; : : : ; � n );

~� 6 = ( � 1; : : : ; � j � 1; � j ; � j +1 ; : : : ; � n );

~� 7 = ( � 1; : : : ; � s� 1; � s; � s+1 ; : : : ; � n );

~� 8 = ( � 1; : : : ; � s� 1; � s; � s+1 ; : : : ; � n ):

Òîãäà DÅÄ (f ) 6 8.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü i 1; i 2; i 3; i 4 � ïðîèçâîëüíûå ïîïàðíî ðàçëè÷íûå
èíäåêñû îò 1 äî 8. Îáîçíà÷èì ÷åðåç I i 1 i 2 i 3 i 4 (~xn ) áóëåâó ôóíêöèþ, ðàâíóþ
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1 íà íàáîðàõ ~� i 1 ; ~� i 2 ; ~� i 3 ; ~� i 4 è ðàâíóþ 0 íà âñåõ îñòàëüíûõ íàáîðàõ äëèíû
n. Ïîëîæèì

f 1 = f � I 3478; (3)

f 2 = f � I 3456; (4)

f 3 = f � I 1278; (5)

f 4 = f � I 1256: (6)

Ñîñòàâèì òàáëèöó çíà÷åíèé ôóíêöèé f 1(~xn ); f 2(~xn ); f 3(~xn ); f 4(~xn ) íà íà-
áîðàõ ~� 1; ~� 2; ~� 3; ~� 4; ~� 5; ~� 6; ~� 7; ~� 8. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèÿ (1)�
(6): íàïðèìåð,

f 1(~� 1) = f (~� 1) � I 3478(~� 1) = 1 � 0 = 1:

~� 1 ~� 2 ~� 3 ~� 4 ~� 5 ~� 6 ~� 7 ~� 8

f 1 1 1 0 0 0 0 1 1
f 2 1 1 0 0 1 1 0 0
f 3 0 0 1 1 0 0 1 1
f 4 0 0 1 1 1 1 0 0

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1 ïðè h = f 1, i = j è (� 1; : : : ; � n ) = ( � 1; : : : ; � n ),
ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèþ f 1(~xn ) ìîæíî ðåàëèçîâàòü íåèçáûòî÷íîé êîí-
òàêòíîé ñõåìîé S1, äîïóñêàþùåé ÅÏÒ T1 = f ~� 1; ~� 2; ~� 5; ~� 6g.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1 ïðè h = f 2, i = s è (� 1; : : : ; � n ) = ( � 1; : : : ; � n ),
ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèþ f 2(~xn ) ìîæíî ðåàëèçîâàòü íåèçáûòî÷íîé êîí-
òàêòíîé ñõåìîé S2, äîïóñêàþùåé ÅÏÒ T2 = f ~� 1; ~� 2; ~� 7; ~� 8g.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1 ïðè h = f 3, i = s è (� 1; : : : ; � n ) = ( � 1; : : : ; � j � 1;
� j ; � j +1 ; : : : ; � s� 1; � s; � s+1 ; : : : ; � n ), ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèþ f 3(~xn ) ìîæ-
íî ðåàëèçîâàòü íåèçáûòî÷íîé êîíòàêòíîé ñõåìîé S3, äîïóñêàþùåé ÅÏÒ
T3 = f ~� 3; ~� 4; ~� 5; ~� 6g.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1 ïðè h = f 4, i = j è (� 1; : : : ; � n ) = ( � 1; : : : ; � j � 1;
� j ; � j +1 ; : : : ; � s� 1; � s; � s+1 ; : : : ; � n ), ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèþ f 4(~xn ) ìîæ-
íî ðåàëèçîâàòü íåèçáûòî÷íîé êîíòàêòíîé ñõåìîé S4, äîïóñêàþùåé ÅÏÒ
T4 = f ~� 3; ~� 4; ~� 7; ~� 8g.

Ñîåäèíèì ïîñëåäîâàòåëüíî ñõåìû S1 è S2, à òàêæå ñõåìû S3 è S4. Ïî-
ëó÷åííûå äâå ñõåìû ñîåäèíèì ïàðàëëåëüíî. Îáîçíà÷èì èòîãîâóþ ñõåìó
÷åðåç S. Äîêàæåì, ÷òî äàííàÿ ñõåìà ïðè îòñóòñòâèè â íåé íåèñïðàâ-
íîñòåé ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f (~xn ). Äëÿ ëþáîãî i 2 f 1; : : : ; 8g íà íàáîðå
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~� i îíà âûäà¼ò çíà÷åíèå f 1(~� i )f 2(~� i ) _ f 3(~� i )f 4(~� i ), êîòîðîå, êàê íåòðóäíî
âèäåòü èç òàáëèöû, ðàâíî

(
1; åñëèi 6 4,

0; åñëèi > 5,

è â ñèëó (1), (2) ðàâíî f (~� i ). Â òî æå âðåìÿ, íà ëþáîì äâîè÷íîì íàáîðå ~�
äëèíû n, íå ïðèíàäëåæàùåì ìíîæåñòâó T = f ~� 1; ~� 2; ~� 3; ~� 4; ~� 5; ~� 6; ~� 7; ~� 8g,
ïîäñõåìà Sm , m = 1 ; 2; 3; 4, âûäà¼ò çíà÷åíèå

f m (~� ) = f (~� ) � I :::(~� ) = f (~� ) � 0 = f (~� ); (7)

à ñõåìà S � çíà÷åíèå

f 1(~� )f 2(~� ) _ f 3(~� )f 4(~� ) = f (~� ):

Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî ñõåìà S ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f (~xn ).
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî äàííàÿ ñõåìà íåèçáûòî÷íà, à ìíîæåñòâî T ÿâ-

ëÿåòñÿ äëÿ íå¼ ÅÄÒ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååò ìåñòî íåèñïðàâíîñòü (îá-
ðûâ èëè çàìûêàíèå) ïðîèçâîëüíîãî îäíîãî êîíòàêòà ñõåìû S. Ïóñòü ïðè
ýòîì íåèñïðàâíûé êîíòàêò ñîäåðæèòñÿ â ïîäñõåìå Sm äëÿ íåêîòîðîãî
m 2 f 1; 2; 3; 4g. Ìíîæåñòâî Tm ÿâëÿåòñÿ ÅÏÒ äëÿ íåèçáûòî÷íîé ñõå-
ìû Sm , ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð ~� 2 Tm , ÷òî ïðè óêàçàííîé
íåèñïðàâíîñòè ïîäñõåìà Sm âûäà¼ò íà íàáîðå ~� ¾íåïðàâèëüíîå¿ çíà÷å-
íèå f m (~� ). Âìåñòå ñ òåì, äëÿ ëþáîãî m0 2 f 1; 2; 3; 4g n fmg ïîäñõåìà Sm0

âûäà¼ò íà ýòîì íàáîðå ¾ïðàâèëüíîå¿ çíà÷åíèå f m0(~� ). Ðàññìîòðèì ÷åòû-
ðå ñëó÷àÿ.

1. Ïóñòü m = 1 . Òîãäà ~� 2 f ~� 1; ~� 2; ~� 5; ~� 6g è ñõåìà S âûäà¼ò íà íàáîðå ~�
çíà÷åíèå f 1(~� )f 2(~� )_ f 3(~� )f 4(~� ). Ïðîñìàòðèâàÿ 1-é, 2-é, 5-é è 6-é ñòîëáöû
òàáëèöû, ïîëó÷àåì, ÷òî ýòî çíà÷åíèå ðàâíî

(
0 � 1 _ 0 � 0 = 0; åñëè ~� 2 f ~� 1; ~� 2g,

1 � 1 _ 0 � 1 = 1; åñëè ~� 2 f ~� 5; ~� 6g,

è â ñèëó (1), (2) ðàâíî f (~� ).
2. Ïóñòü m = 2 . Òîãäà ~� 2 f ~� 1; ~� 2; ~� 7; ~� 8g è ñõåìà S âûäà¼ò íà íàáîðå ~�

çíà÷åíèå f 1(~� )f 2(~� )_ f 3(~� )f 4(~� ). Ïðîñìàòðèâàÿ 1-é, 2-é, 7-é è 8-é ñòîëáöû
òàáëèöû, ïîëó÷àåì, ÷òî ýòî çíà÷åíèå ðàâíî

(
1 � 0 _ 0 � 0 = 0; åñëè ~� 2 f ~� 1; ~� 2g,

1 � 1 _ 1 � 0 = 1; åñëè ~� 2 f ~� 7; ~� 8g,

148



è â ñèëó (1), (2) ðàâíî f (~� ).
3. Ïóñòü m = 3 . Òîãäà ~� 2 f ~� 3; ~� 4; ~� 5; ~� 6g è ñõåìà S âûäà¼ò íà íàáîðå ~�

çíà÷åíèå f 1(~� )f 2(~� )_ f 3(~� )f 4(~� ). Ïðîñìàòðèâàÿ 3-é, 4-é, 5-é è 6-é ñòîëáöû
òàáëèöû, ïîëó÷àåì, ÷òî ýòî çíà÷åíèå ðàâíî

(
0 � 0 _ 0 � 1 = 0; åñëè ~� 2 f ~� 3; ~� 4g,

0 � 1 _ 1 � 1 = 1; åñëè ~� 2 f ~� 5; ~� 6g,

è â ñèëó (1), (2) ðàâíî f (~� ).
4. Ïóñòü m = 4 . Òîãäà ~� 2 f ~� 3; ~� 4; ~� 7; ~� 8g è ñõåìà S âûäà¼ò íà íàáîðå ~�

çíà÷åíèå f 1(~� )f 2(~� )_ f 3(~� )f 4(~� ). Ïðîñìàòðèâàÿ 3-é, 4-é, 7-é è 8-é ñòîëáöû
òàáëèöû, ïîëó÷àåì, ÷òî ýòî çíà÷åíèå ðàâíî

(
0 � 0 _ 1 � 0 = 0; åñëè ~� 2 f ~� 3; ~� 4g,

1 � 0 _ 1 � 1 = 1; åñëè ~� 2 f ~� 7; ~� 8g,

è â ñèëó (1), (2) ðàâíî f (~� ).

Â êàæäîì èç ñëó÷àåâ 1�4 óñòàíîâëåíî, ÷òî íà íàáîðå ~� 2 Tm � T
ñõåìà S âûäà¼ò çíà÷åíèå f (~� ), îòëè÷íîå îò çíà÷åíèÿ f (~� ), âûäàâàåìîãî
ýòîé ñõåìîé ïðè îòñóòñòâèè â íåé íåèñïðàâíîñòåé. Òåì ñàìûì äîêàçàíî,
÷òî ñõåìà S íåèçáûòî÷íà, à ìíîæåñòâî T ÿâëÿåòñÿ äëÿ íå¼ ÅÏÒ.

Äàëåå, íà ëþáîì äâîè÷íîì íàáîðå ~� äëèíû n, íå ïðèíàäëåæàùåì
ìíîæåñòâó T, ïðè ðàññìàòðèâàåìîé íåèñïðàâíîñòè ïîäñõåìà Sm âûäà¼ò
íåêîòîðîå çíà÷åíèå a~� 2 f 0; 1g, à ïîäñõåìà Sm0 � ¾ïðàâèëüíîå¿ çíà÷å-
íèå f m0(~� ), ðàâíîå f (~� ) â ñèëó (7), äëÿ ëþáîãî m0 2 f 1; 2; 3; 4g n fmg.
Òîãäà ñõåìà S âûäà¼ò íà äàííîì íàáîðå çíà÷åíèå

a~� f (~� ) _ f (~� )f (~� ) = f (~� ):

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå ëþáîé ôóíêöèè íåèñïðàâíîñòè ñõåìû S íà ëþ-
áîì äâîè÷íîì íàáîðå äëèíû n, íå ïðèíàäëåæàùåì ìíîæåñòâó T, ñîâïà-
äàåò ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè f íà ýòîì íàáîðå. Ïîýòîìó ëþáûå äâå ðàç-
ëè÷íûå ôóíêöèè íåèñïðàâíîñòè äàííîé ñõåìû ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ òîëüêî
íà íàáîðàõ èç ìíîæåñòâà T è îáÿçàíû ðàçëè÷àòüñÿ õîòÿ áû íà îäíîì íà-
áîðå èç ýòîãî ìíîæåñòâà, îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî T � ÅÄÒ äëÿ ñõåìû S.

Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèþ f (~xn ) ìîæíî ðåàëèçîâàòü íåèçáûòî÷-
íîé êîíòàêòíîé ñõåìîé S, äîïóñêàþùåé ÅÄÒ T äëèíû 8. Ñëåäîâàòåëüíî,

DÅÄ (f ) 6 DÅÄ (S) 6 DÅÄ (T) = 8 :

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 3. Äëÿ ïî÷òè âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé f îò n ïåðåìåííûõ ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî DÅÄ (f ) 6 8.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n > 4. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ
äâîè÷íûõ íàáîðîâ äëèíû n ìîæíî ðàçáèòü íà 2n� 3 ïîïàðíî íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ óïîðÿäî÷åííûõ âîñüì¼ðîê íàáîðîâ

U� 1 ;:::;� n � 3 = (( � 1; : : : ; � n� 3; 1; 1; 1); (� 1; : : : ; � n� 3; 0; 0; 0);

(� 1; : : : ; � n� 3; 0; 0; 1); (� 1; : : : ; � n� 3; 1; 1; 0);

(� 1; : : : ; � n� 3; 0; 1; 1); (� 1; : : : ; � n� 3; 1; 0; 0);

(� 1; : : : ; � n� 3; 1; 0; 1); (� 1; : : : ; � n� 3; 0; 1; 0));

ãäå� 1; : : : ; � n� 3 � áóëåâû êîíñòàíòû, îáðàçóþùèå âñå âîçìîæíûå êîìáè-
íàöèè (äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì äàííûå âîñåìü íàáîðîâ ÷åðåç ~� ~�

1 ; ~� ~�
2 ; : : : ;

~� ~�
8 ñîîòâåòñòâåííî, ãäå ~� = ( � 1; : : : ; � n� 3)). Ïóñòü Fn � ìíîæåñòâî áóëå-

âûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ, íå ïðèíèìàþùèõ íè íà îäíîé èç ýòèõ
âîñüì¼ðîê íàáîðîâ íè îäíó èç âîñüì¼ðîê çíà÷åíèé (1; 1; 1; 1; 0; 0; 0; 0),
(0; 0; 0; 0; 1; 1; 1; 1). Ëþáàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ f (~xn ), íå ïðèíàäëåæàùàÿ ìíî-
æåñòâóFn , óäîâëåòâîðÿåò ëèáî ñîîòíîøåíèÿì

f (~� ~�
1 ) = f (~� ~�

2 ) = f (~� ~�
3 ) = f (~� ~�

4 ) = 1 ;

f (~� ~�
5 ) = f (~� ~�

6 ) = f (~� ~�
7 ) = f (~� ~�

8 ) = 0 ;

ëèáî ñîîòíîøåíèÿì

f (~� ~�
1 ) = f (~� ~�

2 ) = f (~� ~�
3 ) = f (~� ~�

4 ) = 0 ;

f (~� ~�
5 ) = f (~� ~�

6 ) = f (~� ~�
7 ) = f (~� ~�

8 ) = 1

äëÿ íåêîòîðûõ � 1; : : : ; � n� 3 2 f 0; 1g. Òîãäà ôóíêöèÿ f (~xn ) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì òåîðåìû 2 ïðè j = n � 3, s = n � 2, � n� 1 = � n = 1 è íåêîòîðîì
� n� 2 2 f 0; 1g, ïîýòîìó DÅÄ (f ) 6 8.

Íàéä¼ì ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Fn . Íà êàæäîé èç 2n� 3 âîñüì¼ðîê íàáî-
ðîâ U� 1 ;:::;� n � 3 ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç ýòîãî ìíîæåñòâà ìîæåò ïðèíèìàòü ëþ-
áóþ èç 28 � 2 = 254 âîñüì¼ðîê çíà÷åíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, jFn j = 2542n � 3

.
Òîãäà

jFn j
22n =

2542n � 3

2562n � 3 =
�

127
128

� 2n � 3

! 0 (n ! 1 ):

Òàêèì îáðàçîì, îòíîøåíèå ÷èñëà áóëåâûõ ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà Fn ê
îáùåìó ÷èñëó áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè
n ! 1 . Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé áóëåâîé ôóíêöèè f (~xn ),
íå ïðèíàäëåæàùåé ìíîæåñòâó Fn , âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî DÅÄ (f ) 6 8,
îòêóäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 3.
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Ê ñâåäåíèþ àâòîðîâ ïóáëèêàöèé â æóðíàëå
¾Èíòåëëåêòóàëüíûå ñèñòåìû. Òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ¿

Â ñîîòâåòñòâèèñ òðåáîâàíèÿìè ÂÀÊ ÐÔ ê èçäàíèÿì, âõîäÿùèì â ïåðå-
÷åíü âåäóùèõ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, â êîòîðûõ ìîãóò
áûòü îïóáëèêîâàíû îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòûäèññåðòàöèéíà ñîèñêàíèå
ó÷åíîé ñòåïåíè äîêòîðà è êàíäèäàòà íàóê, ñòàòüèâ æóðíàë ¾Èíòåëëåêòóàëü-
íûå ñèñòåìû. Òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ¿ ïðåäîñòàâëÿþòñÿ àâòîðàìè â ñëåäóþùåé
ôîðìå:
1. Ñòàòüè, íàáðàííûå â ïàêåòå LATEX, ïðåäîñòàâëÿþòñÿ ê çàãðóçêå ÷åðåç WEB-
ôîðìó http://intsysjournal.org/generator_form .
2. Ê ñòàòüåïðèëàãàþòñÿ ôàéëû, ñîäåðæàùèå íàçâàíèå ñòàòüèíà ðóññêîì è
àíãëèéñêîì ÿçûêàõ, àííîòàöèþ íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ (íå áîëåå 50
ñëîâ), ñïèñîê êëþ÷åâûõ ñëîâ íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ (íå áîëåå 20
ñëîâ), èíôîðìàöèÿ îá àâòîðàõ: Ô.È.Î. ïîëíîñòüþ, ìåñòî ðàáîòû, äîëæíîñòü,
ó÷åíàÿ ñòåïåíü è çâàíèå (åñëè èìååòñÿ), êîíòàêòíûå òåëåôîíû (ñ êîäîì ãî-
ðîäà è ñòðàíû), e-mail, ïî÷òîâûé àäðåññ èíäåêñîì ãîðîäà (äîìàøíèé èëè
ñëóæåáíûé), äëÿ ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ íàäî óêàçûâàòü Ô.È.Î. íàó÷íîãî
ðóêîâîäèòåëÿ ïîëíîñòüþ.
3. Äëÿ îôîðìëåíèÿ ñïèñêà ëèòåðàòóðû èñïîëüçóåòñÿ ïàêåò amsbib.sty (ñì.
ñòàòüþ ñ ïðèìåðàìè èñïîëüçîâàíèÿ: http://intsysjournal.org/templates/
amsbib.pdf).
4. Çà ïóáëèêàöèþ ñòàòåéâ æóðíàëå ¾Èíòåëëåêòóàëüíûå ñèñòåìû. Òåîðèÿ è
ïðèëîæåíèÿ¿ ñ àâòîðîâ (â òîì ÷èñëåàñïèðàíòîâ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé)
ñòàòåé,ðåêîìåíäîâàííûõ ê ïóáëèêàöèè, ïëàòà íå âçèìàåòñÿ. Îòòèñêè ñòàòåé
àâòîðàì íå ïðåäîñòàâëÿþòñÿ. Æóðíàë ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî ïîäïèñêå, ýêçåì-
ïëÿðû æóðíàëà ðàññûëàþòñÿ ïîäïèñ÷èêàì íàëîæåííûì ïëàòåæîì. Óñëîâèÿ
ïîäïèñêè ïóáëèêóþòñÿ â êàòàëîãåÍÒÈ ¾Ðîñïå÷àòü¿,èíäåêñ æóðíàëà 64559.
5. Äîñòóï ê ýëåêòðîííîé âåðñèèïîñëåäíåãî âûøåäøåãî íîìåðà îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ ÷åðåç ÍÝÁ ¾Ðîññèéñêèéèíäåêñ íàó÷íîãî öèòèðîâàíèÿ¿. Íîìåðà, âû-
øåäøèå ðàíåå, ðàçìåùàþòñÿ íà ñàéòåhttp://intsysjournal.org, è äîñòóï ê íèì
áåñïëàòíûé. Òàì æåáóäóòðàçìåùåíû àííîòàöèè âñåõïóáëèêóåìûõ ñòàòåé.
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òåõíîëîãèé è ìàññîâûõ êîììóíèêàöèé(Ðîñêîìíàäçîð).
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