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  В работе рассматривается соответствие между правильными се- 
мействами булевых функций и реберными ориентациями с един- 
ственным стоком на булевых кубах. Данное соответствие позволя-
ет перенести часть результатов, полученных для указанных ори- 
ентаций, на язык правильных семейств: получить оценки на число 
правильных семейств порядка n ≥ 5 и показать, что задача распо-
знавания правильности семейства является coNP-полной.
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1. Введение

Настоящая работа посвящена изучению соответствия между правильны- 
ми семействами булевых функций и реберными ориентациями с един- 
ственным стоком на булевых кубах. Правильные семейства функций 
применяются при построении больших латинских квадратов, которые 
используются в различных областях математики и кибернетики: теории 
кодирования, планировании эксперимента, защите информации [1, 2]. В 
работах [3, 4] был предложен функциональный метод задания латинско- 
го квадрата при помощи семейства булевых функций.

Реберные ориентации с единственным стоком изучались в работах
[5, 6] в связи с задачами линейного и квадратичного программирования. 
По правильному семейству можно задать ориентацию ребер на булевом 
кубе таким образом, что полученный объект будет реберной ориентацией
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с единственным стоком, и наоборот, каждой такой ориентации можно
сопоставить некоторое правильное семейство.

2. Предварительные сведения

Наделим булев куб En
2 размерности n структурой графа, соединив

(неориентированными) ребрами пары точек, находящихся на расстоя-
нии Хэмминга 1. Вершинам сопоставим метки (α1, . . . , αn), αi ∈ {0, 1}.
Будем называть такой граф графом булева куба.

Подкубом размерности n−m будем называть подграф графа булева
куба En

2 , индуцированный вершинами, имеющими фиксированные зна-
чения некоторых координат i1, . . . , im ∈ {1, . . . , n}.

Реберной ориентацией с единственным стоком на графе булева куба
En

2 называется такая ориентация всех его ребер, что в каждом подку-
бе размерности d = 1, 2, . . . , n существует ровно 1 сток. Для краткости
будем в дальнейшем называть такие ориентации одностоковыми.

Следуя работам [3, 4, 7], введем понятие правильности семейства бу-
левых функций.

Семейство булевых функций

F = (f1(x1, . . . , xn), . . . , fn(x1, . . . , xn))

называется правильным, если для любых двух двоичных наборов α, β,
α 6= β, выполняется следующее условие:

∃i : αi 6= βi, fi(α) = fi(β)

О способах построения латинских квадратов по правильным семей-
ствам можно прочитать в работе [3].

Семейству функций F = (f1, . . . , fn) от n переменных с тем свой-
ством, что fi не зависит от xi, i = 1, . . . , n, сопоставим реберную ори-
ентацию на графе n-мерного булева куба следующих образом. Пусть
(v, w) — смежные вершины в En

2 , vi 6= wi. По свойству семейства F имеем
fi(v) = fi(w). Если fi(v) = vi, то ребро ориентируется от w к v, в про-
тивном случае (fi(v) = wi) ребро ориентируется от v к w. Построенный
таким образом по семейству F граф обозначим за GF .

Вершина v является стоком в данной ориентации тогда и только то-
гда, когда v — неподвижная точка отображения f : En

2 → En
2 , задавае-

мого семейством F.



3. Связь между одностоковыми ориентациями и
правильными семействами

Для правильных семейств верны следующие два утверждения, которые
представляют самостоятельный интерес и играют ключевую роль в до-
казательстве основного результата (теорема 3).

Теорема 1. Пусть F = (f1, . . . , fn) — правильное семейство булевых
функций. Рассмотрим ограничение семейства F на подкуб En

2 вида
xi1 = a1, . . . , xim = am. Исключим из семейства F функции с номера-
ми i1, . . . , im и подставим в оставшиеся функции константы a1, . . . , am
вместо соответствующих переменных xi1 , . . . , xim . Тогда полученное
семейство функций также будет правильным.

Теорема 2. У отображения En
2 → En

2 , задаваемого правильным семей-
ством, всегда существует единственная неподвижная точка.

Данные утверждения позволяют доказать основное утверждение про
взаимосвязь правильных семейств и одностоковых ориентаций.

Теорема 3. Граф GF семейства F = (f1, . . . , fn), является одностоко-
вой ориентацией на графе булева куба En

2 тогда и только тогда, когда
F — правильное семейство.

Данное соответствие позволяет перенести часть результатов из тео-
рии, развитой в работах [6, 8, 9], на правильные семейства. В частности,
верны следующие утверждения:

Следствие 1 ([8], [10]). Пусть семейство булевых функций задано в ви-
де конъюнктивной нормальной формы. Тогда задача распознавания пра-
вильности семейства является coNP -полной.

Обозначим за T (n) количество правильных семейств порядка n.

Следствие 2 ([6]). T (n) ≥ 4(T (n− 1))2

Следствие 3 ([9]). Существуют константы B ≥ A > 0, такие что
для n ≥ 2 выполняются неравенства:

nA·2n ≤ T (n) ≤ nB·2n

Автор выражает признательность своему научному руководителю
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On the relationship between proper families and edge orientations
of Boolean cubes

Tsaregorodtsev K.D.

This paper is devoted to the study of relationship between proper
families of Boolean functions and unique sink orientations of cubes. A
one-to-one correspondence between these two objects is established, a
number of properties are carried over from unique sink orientations to
proper families. These results include an upper bound for the number
of proper families of given size and coNP-completeness of the problem
of recognizing properness.

Keywords: proper families of Boolean functions, unique sink
orientations.
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