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Îêòàé Ìóðàäîâè÷ Êàñèì-Çàäå
(29.04.1953 � 22.12.2020)

22 äåêàáðÿ 2020 ãîäà óøåë èç æèçíè çàâåäóþùèé êàôåäðîé äèñ-
êðåòíîé ìàòåìàòèêè ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè
Ì. Â. Ëîìîíîñîâà ïðîôåññîð Îêòàé Ìóðàäîâè÷ Êàñèì-Çàäå. Ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ïîòåðÿë íå òîëüêî êðóïíåéøåãî îðãàíèçàòî-
ðà è ñïåöèàëèñòà â îáëàñòè äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé
êèáåðíåòèêè, íî è óäèâèòåëüíî äîáðîæåëàòåëüíîãî, îòçûâ÷èâîãî è ÷óò-
êîãî ÷åëîâåêà, êîòîðûé òåì íå ìåíåå áûë ïðèíöèïèàëüíûì è òâåðäûì,
êîãäà ýòî êàñàëîñü îáùåãî äåëà, èíòåðåñû êîòîðîãî îí âñåãäà ñòàâèë âû-
øå ëè÷íûõ èíòåðåñîâ.

Îêòàé Ìóðàä îãëû Êàñèì-Çàäå ðîäèëñÿ 29 àïðåëÿ 1953 ãîäà â ã. Áàêó,
â ñåìüå ó÷åíîãî, çàñëóæåííîãî äåÿòåëÿ íàóêè è òåõíèêè Àçåðáàéäæàíà,
ïðîôåññîðà, èíæåíåð-ïîëêîâíèêà Âîåííî-Ìîðñêîãî Ôëîòà, Êàñèìçàäå
Ìóðàäà Ñàëìàí îãëû. È, íàâåðíîå, ïîýòîìó èíòåðåñ ê íàóêå è îñîáåííî
ê ìàòåìàòèêå ïðîÿâèëñÿ ó Îêòàÿ ñ äåòñêèõ ëåò.

Â øêîëüíûå ãîäû îí íåîäíîêðàòíî ó÷àñòâîâàë â Ðåñïóáëèêàíñêèõ è
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Âñåñîþçíûõ Îëèìïèàäàõ ïî ìàòåìàòèêå, îòëè÷àëñÿ øèðîêîé ýðóäèöèåé,
òÿãîé ê çíàíèÿì, îðãàíèçàòîðñêèìè ñïîñîáíîñòÿìè.

Â 1970 ãîäó, îêîí÷èâ áàêèíñêóþ øêîëó �6 ñ çîëîòîé ìåäàëüþ, Îê-
òàé ïîñòóïèë â ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà íà òîëüêî ÷òî îòêðûâøèéñÿ è
äåëàâøèé ïåðâûé íàáîð ñòóäåíòîâ ôàêóëüòåò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòè-
êè è êèáåðíåòèêè. Òàì ïðîèçîøëî ñóäüáîíîñíîå ñîáûòèå â æèçíè Îêòàÿ
Ìóðàäîâè÷à � âñòðå÷à ñ àêàäåìèêîì Îëåãîì Áîðèñîâè÷åì Ëóïàíîâûì,
êîòîðûé ñòàë äëÿ Îêòàÿ Ìóðàäîâè÷à íå òîëüêî íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì,
íî è îáðàçöîì ìàòåìàòèêà, ïåäàãîãà è ðóêîâîäèòåëÿ.

Ïîëó÷èâ â 1975 ãîäó äèïëîì ñ îòëè÷èåì, Îêòàé Ìóðàäîâè÷ ïî ðàñ-
ïðåäåëåíèþ íà÷àë òðóäîâóþ äåÿòåëüíîñòü âî Âñåñîþçíîì íàó÷íî-èññëå-
äîâàòåëüñêîì, ïðîåêòíî-êîíñòðóêòîðñêîì è òåõíîëîãè÷åñêîì èíñòèòóòå
èñòî÷íèêîâ òîêà.

Â íîÿáðå 1976 ãîäà â ïîðÿäêå ïåðåâîäà Îêòàé Ìóðàäîâè÷ ïåðåøåë íà
ðàáîòó â Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÀÍ ÑÑÑÐ (íûíå ÈÏÌ èì.
Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ) íà äîëæíîñòü ìëàäøåãî íàó÷íîãî ñîòðóäíèêà îòäå-
ëà òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè, êîòîðûé âîçãëàâëÿë ÷ë.-êîðð ÀÍ ÑÑÑÐ
Ñ. Â. ßáëîíñêèé è â êîòîðîì ðàáîòàë Î. Á. Ëóïàíîâ. Â Èíñòèòóòå ïðè-
êëàäíîé ìàòåìàòèêè Îêòàé Ìóðàäîâè÷ ïðîðàáîòàë ñíà÷àëà ìëàäøèì
íàó÷íûì ñîòðóäíèêîì, çàòåì íàó÷íûì ñîòðóäíèêîì è ñòàðøèì íàó÷íûì
ñîòðóäíèêîì äî 2006 ãîäà (ñ 1992 ã. � ïî ñîâìåñòèòåëüñòâó).

Â 1980 ãîäó â Ñîâåòå ïðè ÂÖ ÀÍ ÑÑÑÐ Îêòàåì Ìóðàäîâè÷åì çàùè-
ùåíà êàíäèäàòñêàÿ äèññåðòàöèÿ íà òåìó ¾Îá îäíîé ìåðå ñëîæíîñòè ñõåì
èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ¿ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü � Î.Á. Ëóïàíîâ).

Ïî èíèöèàòèâå Î. Á. Ëóïàíîâà, íà÷èíàÿ ñ 1986 ãîäà, Î. Ì. Êàñèì-
Çàäå âåäåò ïåäàãîãè÷åñêóþ ðàáîòó íà êàôåäðå äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà
ñíà÷àëà êàê ñîâìåñòèòåëü, à ñ ÿíâàðÿ 1992 ãîäà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé
ôàêóëüòåò ñòàíîâèòñÿ åãî îñíîâíûì ìåñòîì ðàáîòû, ãäå îí ðàáîòàåò ñíà-
÷àëà ñòàðøèì íàó÷íûì ñîòðóäíèêîì, çàòåì äîöåíòîì è ïðîôåññîðîì êà-
ôåäðû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè.

Â 1996 ãîäó Îêòàåì Ìóðàäîâè÷åì çàùèùåíà äîêòîðñêàÿ äèññåðòàöèÿ
íà òåìó ¾Î ñèíòåçå íåêîòîðûõ êëàññîâ óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì, ñâÿçàííûõ
ñ íåÿâíûìè è ïàðàìåòðè÷åñêèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè áóëåâûõ ôóíêöèé¿.

Â òîì æå 1996 ãîäó Î. Ì. Êàñèì-Çàäå ñòàíîâèòñÿ çàìåñòèòåëåì çàâå-
äóþùåãî êàôåäðîé äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè. Â 2005 ãîäó åìó ïðèñâàèâà-
åòñÿ ó÷åíîå çâàíèå ïðîôåññîðà.

Â 2006 ãîäó ïîñëå ñìåðòè Î. Á. Ëóïàíîâà Îêòàé Ìóðàäîâè÷ Êàñèì-
Çàäå âîçãëàâëÿåò êàôåäðó äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè è â äîëæíîñòè çàâå-
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äóþùåãî êàôåäðîé ðàáîòàåò äî ïîñëåäíèõ äíåé.

Îêòàé Ìóðàäîâè÷ áûë çàìå÷àòåëüíûì ïðåïîäàâàòåëåì, èìåë âåëèêî-
ëåïíûå îðàòîðñêèå ñïîñîáíîñòè, ëåãêî è íåïðèíóæäåííî ïðèêîâûâàë ê
ñåáå âíèìàíèå àóäèòîðèè. Îí ìîã íà ïðîñòûõ è ïîíÿòíûõ ïðèìåðàõ îáú-
ÿñíÿòü ñëîæíûå âîïðîñû. Óìåë ïðîáóäèòü â ñëóøàòåëÿõ ñåðüåçíûé èí-
òåðåñ ê ðàññêàçûâàåìîìó ìàòåðèàëó: ê ïðèìåðó, íåñêîëüêî ðàç â ðàçíûå
ãîäû ñòóäåíòû ïðîñèëè Îêòàÿ Ìóðàäîâè÷à ïðîäîëæàòü ÷òåíèå ñïåöêóð-
ñà ïî òåîðèè ãðàôîâ â êàíèêóëû. Â ñâîèõ ó÷åíèêàõ Îêòàé Ìóðàäîâè÷
âñÿ÷åñêè ñòàðàëñÿ ðàçâèâàòü íåñòàíäàðòíîå ìûøëåíèå è óìåíèå ìûñ-
ëèòü ñàìîñòîÿòåëüíî, ïðè ýòîì áëàãîäàðÿ ñâîåìó íåäþæèííîìó êðóãî-
çîðó ïðàêòè÷åñêè âñåãäà ìîã íàïðàâèòü â íîâîì íåîæèäàííîì íàïðàâ-
ëåíèè, åñëè ó÷åíèê îêàçûâàëñÿ â òóïèêîâîé ñèòóàöèè ïðè ðåøåíèè òîé
èëè èíîé çàäà÷è. Îêòàé Ìóðàäîâè÷ ãîâîðèë, ÷òî äëÿ ïëîäîòâîðíîé ðà-
áîòû íåîáõîäèìî, ÷òîáû ðóêîâîäèòåëü áûë çàèíòåðåñîâàí â ðåøåíèè çà-
äà÷è, êîòîðàÿ äàåòñÿ ó÷åíèêó, íî ïðè ýòîì ñàì âîçäåðæèâàëñÿ îò ïîïû-
òîê åå ðåøèòü. Ýòè ïðèíöèïû îí íåóêîñíèòåëüíî ñîáëþäàë ñàì, íèêîãäà
íå ïîçâîëÿÿ ñîáñòâåííîìó íàó÷íîìó ëþáîïûòñòâó ïîìåøàòü òâîð÷åñòâó
ó÷åíèêîâ. Îòäåëüíî ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî Îêòàé Ìóðàäîâè÷ íàó÷íûìè äî-
ñòèæåíèÿìè ó÷åíèêîâ ãîðäèëñÿ áîëüøå ÷åì ñâîèìè. Ïîä ðóêîâîäñòâîì
Î.Ì. Êàñèì-Çàäå çàùèòèëè êàíäèäàòñêèå äèññåðòàöèè øåñòü ó÷åíèêîâ.

Îêòàé Ìóðàäîâè÷ âåë áîëüøóþ íàó÷íî-îðãàíèçàöèîííóþ ðàáîòó. Îí
áûë ÷ëåíîì Ó÷åíîãî ñîâåòà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ,
òðåõ äèññåðòàöèîííûõ ñîâåòîâ, âõîäèë â ñîñòàâ ðåäêîëëåãèé æóðíàëîâ
¾Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà¿ è ¾Äèñêðåòíûé àíàëèç è èññëåäîâàíèå îïå-
ðàöèé¿. Ïîä ðåäàêöèåé Î. Ì. Êàñèì-Çàäå âûøëî íåñêîëüêî âûïóñêîâ
¾Êèáåðíåòè÷åñêîãî ñáîðíèêà¿ (ñîâìåñòíî ñ Î. Á. Ëóïàíîâûì) è ñáîð-
íèêà ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû êèáåðíåòèêè¿, à òàêæå ïÿòü ñáîðíèêîâ
ìàòåðèàëîâ Ìåæäóíàðîäíûõ ñåìèíàðîâ ¾Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà è åå
ïðèëîæåíèÿ¿, ïðåäñåäàòåëåì îðãàíèçàöèîííîãî è ïðîãðàììíîãî êîìèòå-
òîâ êîòîðûõ îí áûë ñ 2006 ãîäà. Ïîä ðóêîâîäñòâîì Î. Ì. Êàñèì-Çàäå
ïðîâåäåíî íåñêîëüêî øêîë-ñåìèíàðîâ ¾Ñèíòåç è ñëîæíîñòü óïðàâëÿþ-
ùèõ ñèñòåì¿ è ìîëîäåæíûõ íàó÷íûõ øêîë ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå
è åå ïðèëîæåíèÿì. Î. Ì. Êàñèì-Çàäå áûë çàìåñòèòåëåì ïðåäñåäàòåëÿ
îðãêîìèòåòà íåñêîëüêèõ ñåðèé âñåðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ êîíôå-
ðåíöèé ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå è òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêå.

Êðóã íàó÷íûõ èíòåðåñîâ Î. Ì. Êàñèì-Çàäå ñôîðìèðîâàëñÿ ïîä ñèëü-
íûì âëèÿíèåì àêàäåìèêà Î. Á. Ëóïàíîâà è áûë íåîáû÷àéíî øèðîê.
Íåäàðîì Î. Á. Ëóïàíîâ åùå â 1987 ãîäó ïðèâëåê Îêòàÿ Ìóðàäîâè÷à
â êà÷åñòâå ñîðåäàêòîðà-ñîñòàâèòåëÿ ê èçäàòåëüñòâó ¾Êèáåðíåòè÷åñêîãî
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ñáîðíèêà¿ � ñåðèè ñáîðíèêîâ ïåðåâîäîâ ëó÷øèõ ðàáîò çàðóáåæíûõ àâ-
òîðîâ ïî òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêå.

Â âîïðîñàõ ïóáëèêàöèè ñîáñòâåííûõ íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ Îêòàé Ìó-
ðàäîâè÷ áûë êðàéíå ùåïåòèëåí. Îí îòäàâàë â ïå÷àòü òîëüêî òå ðåçóëü-
òàòû, êîòîðûå ñ÷èòàë äåéñòâèòåëüíî ïðèíöèïèàëüíûìè ïðîäâèæåíèÿìè
â èññëåäóåìûõ çàäà÷àõ, ïðè ýòîì ê ñâîèì ðåçóëüòàòàì ïðåäúÿâëÿë î÷åíü
ñåðüåçíûå òðåáîâàíèÿ. Âî ìíîãîì ïîýòîìó ó Î. Ì. Êàñèì-Çàäå ïî ñîâðå-
ìåííûì ìåðêàì íå òàê ìíîãî ïóáëèêàöèé (îñíîâíûõ ïóáëèêàöèé îêîëî
40). Ê ñîæàëåíèþ, çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ îñòàëîñü
íåîïóáëèêîâàííûìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðàêòè÷åñêè êàæäàÿ ðàáîòà Îê-
òàÿ Ìóðàäîâè÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðóïíûé âêëàä â ðåøåíèå ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì. Âñå åãî ðàáîòû íàïèñàíû áåçóêîðèç-
íåííî êàê ñ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòîðîíû, òàê è ñî ñòîðîíû óìåíèÿ ïðåïîä-
íîñèòü ìàòåðèàë. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî Îêòàé Ìóðàäîâè÷ íåîäíîêðàòíî
îòìå÷àë, ÷òî åñòü, òàê ñêàçàòü, òðè ¾ìàòåìàòè÷åñêèõ ÿçûêà¿: ïåðâûé �
ÿçûê, íà êîòîðîì àâòîð ïðèäóìûâàåò ðåçóëüòàòû, âòîðîé � ÿçûê, íà
êîòîðîì ñëåäóåò ðàññêàçûâàòü, à òðåòèé � ÿçûê, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ
èçëîæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ â âèäå íàó÷íûõ ñòàòåé; ïðè ýòîì, âîîáùå ãîâî-
ðÿ, ýòè òðè ÿçûêà î÷åíü ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Ñàì Îêòàé
Ìóðàäîâè÷ áûë íåïðåâçîéäåííûì ìàñòåðîì ñëîâà, êàê óñòíîãî, òàê è
ïèñüìåííîãî.

Ñðåäè âñåõ íàó÷íûõ ðàáîò Î. Ì. Êàñèì-Çàäå ìîæíî âûäåëèòü òðè
áîëüøèõ öèêëà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòèõ öèêëîâ îòíîñÿòñÿ ê îäíî-
ìó èç âàæíåéøèõ ðàçäåëîâ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé
êèáåðíåòèêè � ñèíòåçó è ñëîæíîñòè óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì, îäíàêî âîç-
íèêàþùèå ïðè èññëåäîâàíèè ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ âîïðîñû çàòðàãèâàþò
áîëüøîé ñïåêòð ïðîáëåì èç äðóãèõ ðàçäåëîâ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè è
ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè, à çà÷àñòóþ è âûõîäÿò çà ðàìêè äèñêðåò-
íîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè.

Â ðàáîòàõ [1�4, 6, 8, 9, 21; 1978�1998 ãã] èññëåäóþòñÿ äâå ìåðû ñëîæ-
íîñòè ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, íàçûâàåìûå, ñîîòâåòñòâåííî,
ìîùíîñòüþ è àêòèâíîñòüþ, êîòîðûå òåñíî ñâÿçàíû ñ ôóíêöèîíèðîâàíè-
åì ñàìèõ ñõåì. Ìîùíîñòüþ (àêòèâíîñòüþ) ñõåìû íà âõîäíîì íàáîðå íà-
çûâàåòñÿ ÷èñëî ýëåìåíòîâ ñõåìû, âûõîäû êîòîðûõ ïðèíèìàþò çíà÷åíèå
1 (õîòÿ áû íà îäèí âõîä êîòîðûõ ïîäàåòñÿ çíà÷åíèå 1, ñîîòâåòñòâåííî).
Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ââîäÿòñÿ ôóíêöèè Øåííîíà ìîùíîñòè è àêòèâ-
íîñòè â ïîëíîì êîíå÷íîì áàçèñå.

Î. Ì. Êàñèì-Çàäå óñòàíîâèë îáùóþ êàðòèíó ðàñïîëîæåíèÿ ïîðÿä-
êîâ ðîñòà ôóíêöèé Øåííîíà ìîùíîñòè, îòâå÷àþùèõ êîíå÷íûì áàçèñàì,
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íà óñëîâíîé ¾øêàëå¿ ïîðÿäêîâ ðîñòà îò n äî 2n/n. Îêàçàëîñü, ÷òî â
çàâèñèìîñòè îò áàçèñà ðîñò ëèáî íå âûøå êâàäðàòè÷íîãî, ëèáî ýêñïî-
íåíöèàëüíûé, ïðè÷åì, ñ îäíîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî
ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà, à ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ êîíå÷íûõ áàçèñîâ ðîñò ôóíêöèè
Øåííîíà ìîùíîñòè ëèíååí.

Îêòàåì Ìóðàäîâè÷åì òàêæå èññëåäîâàíà çàäà÷à î âîçìîæíîñòÿõ ïî-
ñòðîåíèÿ ñõåì, àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèõ ïî ñëîæíîñòè è îïòèìàëüíûõ
ïî ïîðÿäêó ðîñòà ïî ìîùíîñòè. Îêàçàëîñü, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò áàçèñà
îòâåò ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûé, òàê è îòðèöàòåëüíûé.

Äëÿ áëèçêîé ê ìîùíîñòè ìåðû ñëîæíîñòè � àêòèâíîñòè � Î.Ì. Êà-
ñèì-Çàäå óñòàíîâèë âíåøíå ñõîæèå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå, òåì íå ìåíåå,
èìåþò è ïðèíöèïèàëüíûå îòëè÷èÿ, â ÷àñòíîñòè, ýêñïîíåíöèàëüíûõ ïî-
ðÿäêîâ ðîñòà ôóíêöèè Øåííîíà àêòèâíîñòè êîíå÷íîå ÷èñëî � íå áîëåå
÷åòûðåõ è íå ìåíåå äâóõ.

Êðîìå òîãî, íåñêîëüêî ðàáîò Îêòàÿ Ìóðàäîâè÷à ïîñâÿùåíî âîïðî-
ñàì èçó÷åíèÿ ìîùíîñòè, ìàêñèìàëüíîé è ñðåäíåé, êîíêðåòíûõ ôóíê-
öèé � êîíúþíêöèé è äèçúþíêöèé n ïåðåìåííûõ � â íåñêîëüêèõ åñòå-
ñòâåííûõ áàçèñàõ. Â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åí ðÿä òî÷íûõ ïî ïîðÿäêó
ðîñòà, àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûõ, à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ è îêîí÷àòåëüíûõ
ðåçóëüòàòîâ.

Âòîðîé öèêë ðàáîò Î. Ì. Êàñèì-Çàäå, â êîòîðûé, â ÷àñòíîñòè, âîøëè
ðàáîòû [7, 12, 14�16, 20, 23, 29; 1989�2007 ãã], îõâàòûâàåò çàäà÷è âûðàçè-
ìîñòè è ñëîæíîñòè íåÿâíûõ è ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé áóëåâûõ
ôóíêöèé, à òàêæå ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè.

Ïðåæäå âñåãî, Îêòàé Ìóðàäîâè÷ ðåøèë èçâåñòíóþ ïðîáëåìó, óñòà-
íîâèâ, ÷òî äâà îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ âûðàçèìîñòè ïîñðåäñòâîì ñóïåðïîçè-
öèé � íåÿâíàÿ âûðàçèìîñòü è ïàðàìåòðè÷åñêàÿ âûðàçèìîñòü � â ñëó÷àå
äâóçíà÷íîé ëîãèêè ýêâèâàëåíòíû, à ñëåäîâàòåëüíî íà ìíîæåñòâå áóëå-
âûõ ôóíêöèé ýêâèâàëåíòíû è ïîíÿòèÿ íåÿâíîé âûðàçèìîñòè è íåÿâíîé
ñâîäèìîñòè.

Åùå îäíà âàæíàÿ çàäà÷à, ïðîáëåìà íåÿâíîé ïîëíîòû â k-çíà÷íîé ëî-
ãèêå, k ≥ 2, ðåøàëàñü ïîñëåäîâàòåëüíî. Ñíà÷àëà Î. Ì. Êàñèì-Çàäå ðå-
øèë ïðîáëåìó íåÿâíîé ïîëíîòû â ñëó÷àå áóëåâûõ ôóíêöèé, ïðè÷åì áûëè
óñòàíîâëåíû êðèòåðèè íåÿâíîé ïîëíîòû êàê â òåðìèíàõ íåÿâíî ïðåäïîë-
íûõ êëàññîâ, ò. å. ìàêñèìàëüíûõ ïî âêëþ÷åíèþ íå ïîëíûõ íåÿâíî ñèñòåì
ôóíêöèé, òàê è â òåðìèíàõ ìèíèìàëüíûõ ïî âêëþ÷åíèþ íåÿâíî ïîë-
íûõ ÿâíî çàìêíóòûõ êëàññîâ; çàòåì åãî ó÷åíèöà Å.À. Îðåõîâà ïîëó÷èëà
êðèòåðèé íåÿâíîé ïîëíîòû â òðåõçíà÷íîé ëîãèêå â òåðìèíàõ ìèíèìàëü-
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íûõ ïî âêëþ÷åíèþ íåÿâíî ïîëíûõ ÿâíî çàìêíóòûõ êëàññîâ, è, íàêîíåö,
ñàì Îêòàé Ìóðàäîâè÷ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k ≥ 2 ïðåäëîæèë ýôôåêòèâ-
íûé êðèòåðèé íåÿâíîé ïîëíîòû ñèñòåì ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè, îñ-
íîâàííûé íà ïðîâåðêå ñâîéñòâ ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â ÿâíîå çàìûêàíèå.
Ì.Â. Ñòàðîñòèí, åùå îäèí ó÷åíèê Îêòàÿ Ìóðàäîâè÷à, íàøåë ðÿä ðàíåå
íåèçâåñòíûõ íåÿâíî ïðåäïîëíûõ êëàññîâ òðåõçíà÷íîé ëîãèêè è ñôîðìó-
ëèðîâàë êðèòåðèé íåÿâíîé ïîëíîòû â òðåõçíà÷íîé ëîãèêå â òåðìèíàõ
íåÿâíî ïðåäïîëíûõ êëàññîâ.

Ïîñëå ðåøåíèÿ âîïðîñîâ âûðàçèìîñòè, êàê ýòî îáû÷íî è áûâàåò, íà
ïåðâûé ïëàí âûõîäÿò ïðîáëåìû ïðåäñòàâëåíèé, â òîì èëè èíîì ñìûñëå
íàèëó÷øèõ. Äëÿ çàäà÷ íåÿâíûõ è ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé áóëå-
âûõ ôóíêöèé íàä çàäàííûì áàçèñîì Îêòàåì Ìóðàäîâè÷åì ðàññìàòðèâà-
ëèñü äâå åñòåñòâåííûå ìåðû ñëîæíîñòè: 1) ðàíã, îïðåäåëÿåìûé êàê ÷èñ-
ëî óðàâíåíèé â ñèñòåìå, çàäàþùåé ôóíêöèþ; 2) ñîáñòâåííî ñëîæíîñòü,
îïðåäåëÿåìàÿ êàê ÷èñëî ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ôóíêöèÿì èç áàçèñà, âî âñåõ óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû.

Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé Øåííîíà, õàðàêòåðèçóþùèõ ðàíãè
áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ íàä áàçèñîì B, è íàçûâàåìûõ ðàíãî-
âîé ôóíêöèåé äëÿ ñëó÷àÿ íåÿâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ è P -ðàíãîâîé ôóíêöè-
åé äëÿ ñëó÷àÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, Î. Ì. Êàñèì-Çàäå äîêà-
çàë, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ðàíãîâûõ è P -ðàíãîâûõ ôóíêöèé ðàçáèâàåòñÿ
íà øåñòü òèïîâ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèì êëàññîì Ïîñòà ÿâëÿåòñÿ
çàìûêàíèå ïî ñóïåðïîçèöèè ìíîæåñòâà B, à òàêæå óñòàíîâèë òî÷íûå
çíà÷åíèÿ ðàíãîâûõ è P -ðàíãîâûõ ôóíêöèé äëÿ ïÿòè òèïîâ áàçèñîâ B è
ïîðÿäîê ðîñòà ðàíãîâûõ è P -ðàíãîâûõ ôóíêöèé äëÿ øåñòîãî òèïà.

Ðÿä èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ î ïîâåäåíèè ðàíãîâûõ ôóíêöèé â ñëó-
÷àå íåÿâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè ïîëó÷èëà
Å.Â. Ìèõàéëåö, ó÷åíèöà Îêòàÿ Ìóðàäîâè÷à.

Î. Ì. Êàñèì-Çàäå ïðîâåë ãëóáîêîå èññëåäîâàíèå ñëîæíîñòè ïàðà-
ìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé. Âûÿñíèëîñü, ÷òî ïî ñâî-
åé âûðàçèòåëüíîé ñèëå ðåàëèçàöèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé ïàðàìåòðè÷åñêè-
ìè ïðåäñòàâëåíèÿìè áëèçêà ê ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé ñõåìàìè
èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Îêòàé Ìóðàäîâè÷ ñíà÷àëà óñòàíîâèë
àñèìïòîòèêó ðîñòà ôóíêöèèØåííîíà ñëîæíîñòè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïàðàìåòðè÷åñêè ïîëíîãî êîíå÷íîãî áàçè-
ñà, ñîñòîÿùåãî èç áóëåâûõ ôóíêöèé ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîëîæèòåëüíûìè
âåñàìè, à ñïóñòÿ íåñêîëüêî ëåò íàøåë àñèìïòîòèêó ôóíêöèè Øåííîíà
è äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî áàçèñà. Ïðè ýòîì âèä íåëèíåéíûõ àñèìïòîòèê
îïðåäåëÿåòñÿ ìîùíîñòíîé íèæíåé îöåíêîé è ýòîò âèä î÷åíü ïîõîæ íà âèä
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àñèìïòîòèêè ôóíêöèè Øåííîíà ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíê-
öèé ñõåìàìè èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â êîíå÷íûõ áàçèñàõ, ñîñòî-
ÿùèõ èç áóëåâûõ ôóíêöèé ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîëîæèòåëüíûìè âåñàìè;
åäèíñòâåííîå îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âìåñòî ïðèâåäåííîãî âåñà
áàçèñà â àñèìïòîòèêå ôèãóðèðóåò òàê íàçûâàåìûé ðåäóöèðîâàííûé âåñ
áàçèñà, ïðè îïðåäåëåíèè êîòîðîãî â ñëó÷àå íåëèíåéíîé ôóíêöèè èñõîä-
íûé âåñ ôóíêöèè äåëèòñÿ íà ÷èñëî ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, à íå íà
÷èñëî ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ áåç åäèíèöû.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî Î.Ì. Êàñèì-Çàäå óäàëîñü îñíîâíûå ðåçóëüòà-
òû î ñëîæíîñòè ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé â ïàðàìåòðè÷åñêè ïîë-
íûõ áàçèñàõ ïåðåíåñòè íà çàäà÷è î ñëîæíîñòè ñåòåé èç ôóíêöèîíàëüíûõ
ýëåìåíòîâ. Êðîìå òîãî, ïðèìåíåíèå îñíîâíûõ èäåé àñèìïòîòè÷åñêè îï-
òèìàëüíîãî ìåòîäà ñèíòåçà ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé ïîçâîëèëî
ïîíèçèòü âåðõíþþ îöåíêó è óñòàíîâèòü àñèìïòîòèêó ñëîæíîñòè äëÿ îä-
íîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ýëåêòðîííûõ ñõåì íà äîïîëíÿþùèõ ÌÎÏ-
òðàíçèñòîðàõ (ÊÌÎÏ-ñõåì).

Â òðåòüåì öèêëå ðàáîò [10, 11, 18, 25, 27, 29, 31�33; 1994�2013 ãã]
Î.Ì. Êàñèì-Çàäå èññëåäîâàë ïðîáëåìû ñëîæíîñòè (â ðàáîòàõ ýòîãî öèê-
ëà ïîä ñëîæíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ñõåìå) è ãëóáèíû áó-
ëåâûõ ôóíêöèé â áåñêîíå÷íûõ áàçèñàõ.

Â ðàìêàõ ñëîæíîñòíîé ñîñòàâëÿþùåé ýòîãî öèêëà íåîáõîäèìî îòìå-
òèòü ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Âî-ïåðâûõ, Îêòàé Ìóðàäîâè÷, äîêàçàë, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ àáñî-
ëþòíàÿ êîíñòàíòà c, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ôóíêöèîíàëüíî ïîëíîãî áåñêîíå÷-
íîãî áàçèñà ïîâåäåíèå ôóíêöèè Øåííîíà ñëîæíîñòè áóëåâûõ ôóíêöèé
â ýòîì áàçèñå íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû c2n/2.

Âî-âòîðûõ, áûë ðàçðàáîòàë ìåòîä ïîëó÷åíèÿ âåðõíèõ îöåíîê ñëîæ-
íîñòè â ïðîèçâîëüíîì áåñêîíå÷íîì ïîëíîì áàçèñå, ïîçâîëÿþùèé ïîëó-
÷àòü âåðõíèå îöåíêè ôóíêöèè Øåííîíà, ñîïîñòàâèìûå ñ ìîùíîñòíûìè
íèæíèìè îöåíêàìè. Ïîñëåäíÿÿ ìîäèôèêàöèÿ ýòîãî ìåòîäà ïîëó÷åíèÿ
äâóñòîðîííèõ îöåíîê ñëîæíîñòè äàåò âîçìîæíîñòü óñòàíàâëèâàòü íèæ-
íþþ è âåðõíþþ îöåíêè ôóíêöèèØåííîíà, îòëè÷àþùèåñÿ íà ìíîæèòåëü
ïîðÿäêà n â ñëó÷àå, åñëè ïîðÿäîê ðîñòà ôóíêöèè Øåííîíà íå ìåíåå ëè-
íåéíîãî.

Â-òðåòüèõ, Î. Ì. Êàñèì-Çàäå ïîêàçàë, ÷òî ïîðÿäîê ðîñòà ôóíêöèè
Øåííîíà ñëîæíîñòè â ïîëíûõ áåñêîíå÷íûõ áàçèñàõ ëèáî ðàâåí 1, ëè-
áî ëåæèò â îäíîì èç äâóõ èíòåðâàëîâ: èëè ìåæäó ôóíêöèÿìè log2 n è
n, èëè ìåæäó ôóíêöèÿìè n è 2n/2, à òàêæå ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ îäíîãî
äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî, âûðàçèìàÿ â âèäå ñóïåðïîçèöèè ðàöèî-
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íàëüíûõ ôóíêöèé ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ëîãàðèôìîâ è
ýêñïîíåíò è èìåþùàÿ ïîðÿäîê ðîñòà íå íèæå n è íå âûøå 2O(

√
n), ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîðÿäêîì ðîñòà ôóíêöèè Øåííîíà ñëîæíîñòè ñõåì íàä íåêîòî-
ðûì áåñêîíå÷íûì áàçèñîì (íî ïîðÿäêè ðîñòà íå èñ÷åðïûâàþòñÿ ýòèìè
ôóíêöèÿìè � íàïðèìåð, ïîðÿäêîì ðîñòà ôóíêöèè Øåííîíà ìîæåò áûòü
ôóíêöèÿ n log∗2 n, ãäå log∗2 n � äâîè÷íûé ñâåðõëîãàðèôì ÷èñëà n).

Êðîìå òîãî, Î. Ì. Êàñèì-Çàäå èññëåäîâàë çàäà÷ó î ñëîæíîñòè ðåà-
ëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé â áåñêîíå÷íîì áàçèñå àíòèöåïíûõ ôóíêöèé,
ñîñòîÿùåì èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé àíòèöåïåé è êîíñòàíò 0 è 1;
íà íåîáõîäèìîñòü èçó÷åíèÿ òåîðåòèêî-ñëîæíîñòíûõ ñâîéñòâ ýòîãî áàçèñà
îáðàùàë âíèìàíèå Î.Á. Ëóïàíîâ. Äëÿ ñëîæíîñòè ëèíåéíîé ôóíêöèè â

ýòîì áàçèñå óñòàíîâëåíà íèæíÿÿ îöåíêà âèäà Ω
(√

n/ lnn
)
, ýêñïîíåíöè-

àëüíàÿ ïî îòíîøåíèþ ê ìîùíîñòíîé îöåíêå è, êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷åíû
â íåêîòîðîì ñìûñëå áëèçêèå íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ îöåíêè ôóíêöèè Øåí-
íîíà. Òî÷íîå çíà÷åíèå ñëîæíîñòè ëèíåéíîé ôóíêöèè è ïîðÿäîê ðîñòà
ôóíêöèè Øåííîíà â áàçèñå àíòèöåïíûõ ôóíêöèé óñòàíîâèëà ó÷åíèöà
Îêòàÿ Ìóðàäîâè÷à Î.Â.Ïîäîëüñêàÿ. Îíà æå ïîêàçàëà, ÷òî â áàçèñå, ñî-
ñòîÿùåì èç âñåõ àíòèöåïíûõ ôóíêöèé è ëèíåéíûõ ôóíêöèé îò ëþáîãî
÷èñëà ïåðåìåííûõ, ïîðÿäîê ðîñòà ôóíêöèè Øåííîíà ðàâåí

√
n log n, òåì

ñàìûì îòâåòèâ íà âîïðîñ, ñóùåñòâóåò ëè áàçèñ, äëÿ êîòîðîãî ïîðÿäîê ðî-
ñòà ôóíêöèèØåííîíà ëåæèò ñòðîãî â èíòåðâàëå ìåæäó ôóíêöèÿìè log n
è n.

Â çàäà÷àõ ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé â áåñêîíå÷íûõ áàçèñàõ
Î.Ì. Êàñèì-Çàäå èññëåäîâàë íå òîëüêî âîïðîñû ñëîæíîñòè, íî è ãëóáè-
íû.

Îêòàé Ìóðàäîâè÷ óñòàíîâèë, ÷òî äëÿ êàæäîãî áåñêîíå÷íîãî áàçèñà B
áóëåâûõ ôóíêöèé ëèáî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïðîñòîå p, äëÿ êîòîðîãî
ñòåïåíè ïîëèíîìîâ ñ èäåìïîòåíòíûìè ïåðåìåííûìè íàä ïîëåì âû÷åòîâ
ïî ìîäóëþ p äëÿ ôóíêöèé èç B èìåþò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, îáîçíà-
÷àåìîå degpB, ëèáî òàêîãî ïðîñòîãî p íå ñóùåñòâóåò. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé
îòëè÷íîé îò êîíñòàíò è ïåðåìåííûõ ôóíêöèè f åå ãëóáèíà DB(f) íàä
áàçèñîì B âî âòîðîì ñëó÷àå îãðàíè÷åíà ÷èñëàìè 1 è 6, à â ïåðâîì óäî-
âëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì dlogγ degp fe ≤ DB(f) ≤ dlogγ degp fe + 5, ãäå
γ = degpB, à degp f � ñòåïåíü ïîëèíîìà ñ èäåìïîòåíòíûìè ïåðåìåí-
íûìè íàä ïîëåì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p, ïðåäñòàâëÿþùåãî ôóíêöèþ f .
Êàê ñëåäñòâèå äëÿ ôóíêöèè Øåííîíà ãëóáèíû DB(n) âî âòîðîì ñëó÷àå
íàéäåòñÿ êîíñòàíòà β, 1 ≤ β ≤ 6, òàêàÿ, ÷òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëü-
øèõ n âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî DB(n) = β, à â ïåðâîì ñëó÷àå ïðè âñåõ n
ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà dlogγ ne ≤ DB(n) ≤ dlogγ ne+ 5.
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Ó÷åíèê Îêòàÿ Ìóðàäîâè÷à À.Â. Êî÷åðãèí èññëåäîâàë ïîâåäåíèå ôóí-
êöèè Øåííîíà ãëóáèíû äëÿ ñëó÷àÿ êîíå÷íûõ è áåñêîíå÷íûõ áàçèñîâ, ñî-
ñòîÿùèõ èç ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè, ãäå k ≥ 3, è åìó óäàëîñü ïîëíî-
ñòüþ îïèñàòü êà÷åñòâåííóþ êàðòèíó àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ôóíê-
öèè Øåííîíà ãëóáèíû â ýòîì ñëó÷àå.

Ñëåäóåò îòìåòèòü åùå íåñêîëüêî ïîëó÷åííûõ Îêòàåì Ìóðàäîâè÷åì
ðåçóëüòàòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ñëîæíîñòè óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì.

Îñíîâûâàÿñü íà èäåÿõ ïîëó÷åíèÿ óæå óïîìèíàâøåéñÿ àñèìïòîòè÷å-
ñêè òî÷íîé âåðõíåé îöåíêè ñëîæíîñòè ÊÌÎÏ-ñõåì, Î. Ì. Êàñèì-Çàäå
óñòàíîâèë [22] àñèìïòîòèêó ôóíêöèè Øåííîíà ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè
ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè â êëàññå àëãîðèòìîâ, ÿâëÿþùèõñÿ îáîáùåíè-
ÿìè íà k-çíà÷íûé ñëó÷àé íåêîòîðûõ âèäîâ áèíàðíûõ ïðîãðàìì.

Â ðàáîòå [5] Îêòàåì Ìóðàäîâè÷åì äëÿ èçâåñòíîé çàäà÷è î ìîíîòîí-
íîé ñëîæíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ (ìèíèìàëüíîì ÷èñëå îïåðàöèé óìíîæåíèÿ
íà ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, äîñòàòî÷íîì äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ çàäàííîãî ìíîãî÷ëåíà îò ýòèõ ïåðåìåííûõ ñ íåîòðèöàòåëüíû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè) â ñëó÷àå ðåàëèçàöèè ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîýôôèöèåí-
òàìè èç ìíîæåñòâà {0, 1} è èìåþùèìè ïî êàæäîé ïåðåìåííîé ñòåïåíü 1
óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. Ñëîæíîñòü ìíîãî÷ëåíà îò n ïåðåìåí-
íûõ, ñîäåðæàùåãî 2n/2 − 1 ñëàãàåìîå è çàäàâàåìîãî ïðîâåðî÷íîé ìàò-
ðèöåé èñïðàâëÿþùåãî äâå îøèáêè äâîè÷íîãî êîäà Áîóçà�×îóäõóðè�
Õîêâèíãåìà, èìåþùåé ðàçìåð n × (2n/2 − 1), èìååò ïîðÿäîê ðîñòà 2n/2,
ïðè ýòîì ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, äîñòàòî÷íîå
äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ, â òî÷íîñòè ðàâíî 2n/2 − 2.

Ðÿä èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ Î. Ì. Êàñèì-Çàäå ïîëó÷èë (ñì., íàïðè-
ìåð, [17, 24, 34]) òàêæå â çàäà÷å î ïîñòðîåíèè èäåàëèçèðîâàííûõ ýëåê-
òðè÷åñêèõ ñõåì èç åäèíè÷íûõ ñîïðîòèâëåíèé íàèìåíüøåé ñëîæíîñòè è
â çàäà÷å î ðàçáèåíèè ïðÿìîóãîëüíèêà íà êâàäðàòû.

Ðÿä ïóáëèêàöèé Îêòàÿ Ìóðàäîâè÷à íåëüçÿ îòíåñòè ê ïðîáëåìàòèêå
òåîðèè ñëîæíîñòè, îäíàêî çà÷àñòóþ, ñàìà ïîñòàíîâêà èññëåäóåìûõ â íèõ
âîïðîñîâ âîçíèêàëà ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ñèíòåçà è ñëîæíîñòè
óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì.

Òàê, íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàåìàÿ â [19] êîìáèíàòîðíàÿ çàäà÷à ïîêðû-
òèÿ n-ìåðíîãî áóëåâà êóáà òàêèìè àíòèöåïÿìè, ÷òî â íàáîðàõ êàæäîé
àíòèöåïè (êðîìå ñîñòîÿùåé òîëüêî èç íóëåâîãî íàáîðà) åñòü îáùàÿ åäè-
íè÷íàÿ êîìïîíåíòà, âîçíèêëà ïðè èçó÷åíèè ðàíãà íåÿâíûõ ïðåäñòàâëå-
íèé áóëåâûõ ôóíêöèé íàä çàìêíóòûìè êëàññàìè ìîíîòîííûõ ôóíêöèé,
íå ìåíüøèõ êàêîé-ëèáî ñâîåé ïåðåìåííîé. Î. Ì. Êàñèì-Çàäå íàøåë òî÷-
íîå çíà÷åíèå ìèíèìàëüíî âîçìîæíîãî ÷èñëà òàêèõ àíòèöåïåé, ïîêðû-
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âàþùèõ n-ìåðíûé áóëåâ êóá, è äëÿ âñåõ n ÿâíî ïîñòðîèë ìèíèìàëüíîå
ïîêðûòèå.

Â ðàáîòàõ [13, 28] èçó÷àëèñü äâà âèäà îáîáùåííûõ èíâàðèàíòíûõ
êëàññîâ Ñ.Â. ßáëîíñêîãî � êëàññû, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ïîä-
ñòàíîâîê ïðîèçâîëüíûõ îäíîìåñòíûõ ôóíêöèé, è êëàññû, èíâàðèàíòíûå
îòíîñèòåëüíî ïîäñòàíîâîê ìîíîòîííûõ îäíîìåñòíûõ ôóíêöèé. Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ Îêòàåì Ìóðàäîâè÷åì óñòàíîâëåíû âåðõíèå îöåíêè ÷èñëà ôóíê-
öèé îò ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ â òàêèõ êëàññàõ, ïîçâîëèâøèå
äîêàçàòü, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ëþáîé íåíóëåâîé êëàññ (êëàññ ñ íåíóëåâûì
ïàðàìåòðîì) ñîâïàäàåò ñ P2.

Îòäåëüíî ñòîèò ñêàçàòü ïðî íàïèñàííîå Î.Ì. Êàñèì-Çàäå ó÷åáíîå
ïîñîáèå ¾Îäíà ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à êîìáèíàòîðíîãî àíàëèçà¿ [26], â
êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ðÿä âîïðîñîâ, íà÷èíàÿ ñ ïðîñòåéøèõ ôàêòîâ
è çàêàí÷èâàÿ íåðåøåííûìè ïðîáëåìàìè, êàñàþùèõñÿ îäíîé èç âàæíåé-
øèõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîãî àíàëèçà è òåîðèè ãðàôîâ, èç-
âåñòíîé êàê ïðîáëåìà Çàðàíêåâè÷à. Â îáùåì ñëó÷àå ïðîáëåìà Çàðàíêå-
âè÷à çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè íàèáîëüøåãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N =
Na,b(m,n), òàêîãî, ÷òî ñóùåñòâóåò áóëåâà ìàòðèöà ðàçìåðà m × n ñ N
åäèíèöàìè, íå ñîäåðæàùàÿ åäèíè÷íûõ ïîäìàòðèö ðàçìåðà a×b, à òàêæå
â ïîñòðîåíèè òàêèõ áóëåâûõ ìàòðèö.

Â ýòîì ïîñîáèè ÿðêî ïðîÿâèëîñü óìåíèå Îêòàÿ Ìóðàäîâè÷à ïîñòå-
ïåííî, íà÷èíàÿ ñ ïðîñòûõ è ïîíÿòíûõ ïðèìåðîâ, ïîäâîäèòü ÷èòàòåëÿ ê
âñå áîëåå è áîëåå ñåðüåçíûì óòâåðæäåíèÿì, âûäåëÿòü óçëîâûå ìîìåí-
òû è ïîäðîáíî èõ îáúÿñíÿòü, óñòàíàâëèâàòü îáùóþ ñóùíîñòü êàçàëîñü
áû ñîâñåì ðàçíûõ îáúåêòîâ, äà è ïðîñòî äîñòóïíî, êðàñèâî è ïðè ýòîì
ïðåäåëüíî òî÷íî èçúÿñíÿòüñÿ.

Ê ñîæàëåíèþ, ìíîãèå ðåçóëüòàòû ñâîèõ èññëåäîâàíèé Îêòàé Ìóðà-
äîâè÷ íå óñïåë îïóáëèêîâàòü...

Øèðîòà íàó÷íûõ èíòåðåñîâ Îêòàÿ Ìóðàäîâè÷à òàêæå íàøëà ñâîå îò-
ðàæåíèå â ðàçíîîáðàçèè òåìàòèê ðàáîò åãî ó÷åíèêîâ. Äàæå ïî îïóáëèêî-
âàííûì ðàáîòàì (à äîâåäåíî äî äèññåðòàöèîííûõ ðàáîò èëè îïóáëèêîâà-
íî áûëî òîæå, ê ñîæàëåíèþ, íå âñå) âèäíî, ÷òî ðåçóëüòàòû ó÷åíèêîâ îòíî-
ñÿòñÿ ê ñàìûì ðàçíûì ðàçäåëàì äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, íà÷èíàÿ ñ âåðî-
ÿòíîñòíîãî íàïðàâëåíèÿ â äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå è ïðèìåíåíèÿ òåîðèè
ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ è ãðàììàòèê (À.Ä. ßøóíñêèé è À.Â. Êî÷åðãèí) è
çàêàí÷èâàÿ èçó÷åíèåì ñâîéñòâ âåòâÿùèõñÿ öåïíûõ äðîáåé (Í.Ð. Çàêèðîâ),
òåñòîâûìè çàäà÷àìè íà ãðàôàõ (Å.Â. Äåáðåâ) è âîïðîñàìè ñëîæíîñòè
ðåàëèçàöèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî ñåòÿìè èç èíòåãðàòî-
ðîâ è ñóììàòîðîâ (À.È.Ïðîñêóðÿêîâ). Îòðàäíî, ÷òî çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü
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ó÷åíèêîâ Îêòàÿ Ìóðàäîâè÷à ïðîäîëæàåò âåñòè àêòèâíóþ íàó÷íóþ ðà-
áîòó.

Îêòàé Ìóðàäîâè÷ áûë âûñîêîýðóäèðîâàííûì ó÷åíûì, îáùèòåëüíûì,
äîáðîæåëàòåëüíûì è îòçûâ÷èâûì ÷åëîâåêîì. Ñâåòëàÿ ïàìÿòü îá Îêòàå
Ìóðàäîâè÷å Êàñèì-Çàäå ñîõðàíèòñÿ â ñåðäöàõ ðîäíûõ, áëèçêèõ, êîëëåã
è äðóçåé.

Ñ.Á. Ãàøêîâ, Î.Ñ. Äóäàêîâà, Ì.Ä. Êîâàëåâ,
Ð.Ì. Êîëïàêîâ, Â. Â. Êî÷åðãèí, Í.Ï. Ðåäüêèí,
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Часть 1.
Общие проблемы теории
интеллектуальных систем



 



Алгоритм очевидности для
первопорядковой логики предикатов с

равенством

Вторушин Ю.И.1

Статья является продолжением статьи [1]. Рассматривается ал-
горитм верификации формализованных математических доказа-
тельств для логики предикатов первого порядка с равенством. До-
казываются теоремы о его корректности и полноте.

Ключевые слова: автоматическое доказательство теорем, си-
стема автоматизации дедукции, верификация доказательств, язык
первого порядка, исчисление предикатов, продукционная система,
искусственный интеллект.

В статье [1] был описан алгоритм очевидности для логики предикатов
без равенства, который эффективно решает задачу верификации форма-
лизованных математических текстов. Данная статья является продол-
жением статьи [1]. В настоящей работе рассматривается алгоритм оче-
видности для логики предикатов с равенством. При этом используются
принятые в [1, 2, 3] понятия и обозначения.

Кратко напомним обозначения. В работе [1] для i = 1, 2, 3 рассмотре-
ны системы натуральной дедукции Di и алгоритмы очевидности Ei, ко-
торые формулируются с помощью продукционных систем Vi. При этом
случай i = 1 соответствует случаю классической логики, i = 2 — ин-
туиционистской, а i = 3 — минимальной. В данной статье для каждого
i = 1, 2, 3 формулируется алгоритм очевидности Ei и продукционная
система Vi, которые соответственно включают Ei и Vi как часть. Все
положительные свойства алгоритма Ei наследуются алгоритмом Ei.

Отметим, что системы натуральной дедукции Di рассмотрены в ста-
тье [2]. ИсчислениеDi получается изDi в результате добавления аксиомы
t = t и правила вывода

t = s; Φ(t)

Φ(t//s)
,

1Вторушин Юрий Игоревич —- ведущий программист компании DSS Lab, e-mail:
urchick@mail.ru.

Vtorushin Yuriy Igorevich —- leader programmer, DSS Lab.
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где через Φ(t//s) обозначена формула, которая может быть получена
из формулы Φ в результате замены некоторых вхождений (быть может,
всех) терма t на терм s.

Рассматриваемый алгоритм очевидности Ei решает задачу проверки
правильности формальных доказательств, записанных в стиле обычных
математических статей, и может быть реализован в виде эффективной
процедуры. Для его обоснования в этой статье формулируются те же
теоремы, что и в статье [1], только сейчас речь идет не о Di, Vi и Ei, а о
Di, Vi и Ei.

Пусть псевдоформула Φ обладает свойством чистоты переменных [3].
Пусть r1, r2, . . . , rk есть список некоторых попарно непересекающихся
вхождений псевдотермов в Φ, которые не содержат связанных перемен-
ных. Определим операцию замены псевдотермов r1, . . . , rk на псевдо-
терм t. Результат ее будет обозначаться символом

(
Φ

r1, r2, . . . , rk
t

)
. (1)

Рассмотрим псевдоформулу Ψ такую, что Φ = Ψ

(
x1 . . . xk
r1 . . . rk

)
, где

каждая свободная предметная переменная xi входит в Ψ ровно один раз.

Тогда (1) есть по определению псевдоформула Ψ

(
x1 . . . xk
t . . . t

)
.

Продукционная система Vi получается из системы Vi в результате
добавления новых примитивных задач и новых правил декомпозиции.
Кроме примитивных задач продукционной системы Vi система Vi вклю-
чает также примитивные задачи следующего вида:

Γ � (t = t).

По определению будем считать, что задачи вида Γ � (t1 = t2) при-
митивизируются подстановками θ вида MGU(t1, t2), если псевдотермы
t1 и t2 унифицируемы.

Кроме семи правил декомпозиции задач системы Vi продукционная
система Vi включает следующие два правила декомпозиции.

8. Пусть s1, . . . , sn — список всех тех псевдотермов псевдоформулы Ψ,
которые унифицируются с псевдотермом s. Пусть σi = MGU(s, si),
вхождения в Ψ псевдотермов si1 , . . . , sik попарно не пересекаются и σi1...ik
есть комбинация подстановок σi1 , . . . , σik . Тогда если разрешима задача

Γ �

(
Ψ

si1 , . . . , sik
t

)
σi1...ik и θ — ее допустимая подстановка, то задача

〈α, t = s〉Γ � Ψ также считается разрешимой и комбинация подстановок
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θ и σi1...ik считается ее допустимой подстановкой:

Γ �

(
Ψ

si1 , si2 , . . . , sik
t

)
σi1i2...ik

〈α, t = s〉Γ � Ψ
.

9. Учитывая, что предикат равенства обладает свойством симметрич-
ности, мы получаем еще одно правило:

Γ �

(
Ψ

si1 , si2 , . . . , sik
t

)
σi1i2...ik

〈α, s = t〉Γ � Ψ
.

Формулировка продукционных систем Vi завершена. Каждая про-
дукционная система Vi задает алгоритм поиска решения дедуктивной
задачи без уточнения стратегии построения дерева поиска типа И/ИЛИ.
Зафиксировав конкретную стратегию, мы получим некоторую реализа-
цию так сформулированного алгоритма. Напомним, что стратегия по-
строения дерева поиска заключается в задании способа выбора листа
для формирования у него, во-первых, множества всех примитивизиру-
ющих этот лист подстановок, во-вторых, всех дочерних связок вершин,
соответствующих правилам декомпозиции. Затем каждая примитивизи-
рующая подстановка “поднимается” по соединяющей лист с корнем ветви
с помощью операции комбинации [3]. Тем самым в ходе процесса постро-
ения дерева поиска у его вершин формируются наборы допустимых под-
становок. В качестве символических названий сформулированных пра-
вил декомпозиции 8 и 9 будем соответственно использовать обозначения
(LR = �) и (RL = �).

Теорема. Алгоритм проверки непосредственных обоснований всегда
завершает свою работу.

Доказательство. Обоснование этого утверждения дляVi почти не отли-
чается от доказательства [1] такой же теоремы, сформулированной для
Vi. Пусть n есть общее число вхождений всех подформул в исходную
задачу

〈α1, Φ1〉 . . . 〈αm, Φm〉 � Ψ. (2)

Чтобы установить применимость алгоритма к любой задаче (2) покажем,
что дерево поиска конечно.

Действительно, применение правил декомпозиции (�&), (�∨), (�∃),
(∨�), (&�), (⊃ �), (∀�), (LR = �), (RL = �) всегда приводит к тому,
что значение параметра n у каждой дочерней задачи становится мень-
ше значения этого параметра у родительской задачи. Отсюда следует,
что высота дерева поиска задачи (2) не превосходит n. Таким образом,
поисковое дерево конечно.
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Изменив в алгоритме очевидности Ei обработку непосредственных
обоснований в соответствии с продукционной системой Vi, мы получа-
ем алгоритм очевидности Ei для первопорядковой логики предикатов с
равенством. При этом новая процедура Ei наследует все положительные
свойства процедуры Ei.

Очевидным следствием теоремы о конечности поисковых деревьев у
продукционной системы Vi и формулировки алгоритма очевидности Ei

является следующее утверждение.
Следствие. Алгоритм очевидности Ei всегда завершает свою рабо-

ту.
В качестве примера рассмотрим формальное доказательство теоремы

Пифагора “если ~a ·~b = 0, то (~a+~b)2 = ~a2 +~b2”. Такое доказательство в [2]
раздроблено до уровня применений правил вывода системы натуральной
дедукции Di. По сравнению с [2] алгоритм очевидности Ei позволяет
записать это доказательство в стиле обычной математической статьи:

environ
type Real;
func s(Real, Real) -> Real;
func o() -> Real;
reserve x,y for Real;
1: for x holds s(x,o()) = x;
2: for x,y holds s(x,y) = s(y,x);

type Vector;
func f(Vector, Vector) -> Vector;
func h(Vector,Vector) -> Real;
reserve u,v,w for Vector;
3: for u,v,w holds h(f(u,v),w) = s(h(u,w),h(v,w));
4: for u,v,w holds h(u,f(v,w)) = s(h(u,v),h(u,w));
5: for u,v holds h(u,v) = h(v,u);

text

for a,b being Vector st h(a,b) = o()
holds h(f(a,b), f(a,b)) = s(h(a,a), h(b,b))

proof
let a be Vector, b be Vector;
assume 6: h(a,b) = o();
7: s(o(), h(b,b)) = s(h(b,b), o()) by 2

.= h(b,b) by 1;
thus h(f(a,b), f(a,b)) = s(h(a, f(a,b)), h(b, f(a,b))) by 3

.= s(s(h(a,a), h(a,b)), h(b, f(a,b))) by 4

.= s(s(h(a,a), o()), h(b, f(a,b))) by 6

.= s(h(a,a), h(b, f(a,b))) by 1

.= s(h(a,a), s(h(b,a), h(b,b))) by 4

.= s(h(a,a), s(o(), h(b,b))) by 6,5

.= s(h(a,a), h(b,b)) by 7;
end;
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В этом доказательстве рассмотрим более подробно непосредственное
обоснование

s(h(a, a), s(h(b, a), h(b, b))) = s(h(a, a), s(o( ), h(b, b))) by 6,5.

Для проверки этого утверждения алгоритм очевидности Ei сформиру-
ет дерево поиска типа И/ИЛИ, в котором содержится соответствующее

допустимой подстановке θ =

(
U V
a b

)
следующее имеющее вид только

одной ветви деривационное поддерево:

Y es
↑ λ

� s(h(a, a), s(h(a, b), h(b, b))) = s(h(a, a), s(h(a, b), h(b, b)))
↑ ν

〈6, h(a, b) = o( )〉 �
(
s(h(a, a), s(h(a, b), h(b, b)))
= s(h(a, a), s(o( ), h(b, b)))

)

↑ µ
〈5, h(U, V ) = h(V, U)〉
〈6, h(a, b) = o( )〉

}
�

(
s(h(a, a), s(h(b, a), h(b, b)))
= s(h(a, a), s(o( ), h(b, b)))

)

↑
〈5, ∀v (h(U, v) = h(v, U))〉

〈6, h(a, b) = o( )〉

}
�

(
s(h(a, a), s(h(b, a), h(b, b)))
= s(h(a, a), s(o( ), h(b, b)))

)

↑
〈5, ∀u∀v (h(u, v) = h(v, u))〉

〈6, h(a, b) = o( )〉

}
�

(
s(h(a, a), s(h(b, a), h(b, b)))
= s(h(a, a), s(o( ), h(b, b)))

)

Лист этого дерева примитивизируется подстановкой λ = ε и полу-
чается из корня дерева поиска в результате следующей цепочки при-
менений правил декомпозиции продукционной системы Vi: (∀�), (∀�),

(LR = �), (LR = �). Комбинация подстановок λ, ν = ε и µ =

(
U V
a b

)

дает допустимую подстановку θ для корня дерева поиска.
Обоснование теоремы о корректности для Vi получается из доказа-

тельства такой же теоремы в [1], сформулированной для Vi. В связи с
этим имеет смысл рассмотреть только примитивные задачи и правила
декомпозиции, которых нет в Vi.

Теорема о корректности. Если задача 〈α1, Φ1〉 . . . 〈αm, Φm〉 � Ψ
разрешима в Vi, то существует цепочка непосредственных обоснова-
ний, которая устанавливает выводимость формулы Ψ из формул Φ1,
. . . , Φm в Di.

Доказательство. Пусть θ есть подстановка из набора допустимых под-
становок задачи P = (〈α1, Φ1〉 . . . 〈αm, Φm〉�Ψ). Мы предполагаем, что

25



подстановка θ является основной — в противном случае мы можем заме-
нить “нерешенные” метапеременные локальными константами. Пусть Θ
является соответствующим этой подстановке θ деривационным деревом.
Будем обозначать штрихом следующее соответствие: Φ′ = Φθ. Индук-
цией по высоте дерева Θ покажем, как в рамках Di построить цепоч-
ку непосредственных обоснований, которая устанавливает выводимость
формулы Ψ′ из формул Φ′

1, . . . , Φ′
m в Di. В рамках Vi рассмотрим только

те варианты порождения дерева Θ, которых нет в [1].
Пусть P примитивизируется подстановкой θ. Тогда Ψ = (t1 = t2),

Ψ′ = (t′1 = t′2) и t′1 = t′2. В этом случае считается, что в Di формула Ψ′

является непосредственным следствием формул Φ′
1, . . . , Φ′

m.
Пусть P = (〈αi, t = s〉Π � Ψ) получается по правилу (LR = �),

а дочерняя задача Π � Υσi1...ik является корнем поддерева Θ1, где

Υ =

(
Ψ

si1 , . . . , sik
t

)
. Заметим, что Υ′ = Υθ = (Υσi1...ik) θ, Υ = Υ(t),

Υ′ = (Υ(t))′ = Υ′(t′) и Ψ′ имеет вид Υ′(t′//s′). Пусть по индуктивному
предположению деривационному поддереву Θ1, соответствующему зада-
че Π � Υσi1...ik , сопоставляется цепочка непосредственных обоснований

∆ (Υ′ by γ1, . . . , γn).

Указанная цепочка устанавливает выводимость Υ′ из Φ′
1, . . . , Φ′

m в Di.
Тогда дереву Θ мы можем сопоставить цепочку непосредственных обос-
нований

(αi : t′ = s′) ∆ (β : Υ′ by γ1, . . . , γn) (Υ′(t′//s′) by αi, β).

Полученная цепочка устанавливает выводимость Ψ′ из Φ′
1, . . . , Φ′

m в Di.
Аналогично рассматривается случай (RL = �). Если P имеет вид

(〈αi, s = t〉Π � Ψ), то для обоснования выводимости Ψ′ из Φ′
1, . . . , Φ′

m

требуется более длинная цепочка непосредственных умозаключений:

(αi : s′ = t′) (γ : s′ = s′)
(δ : t′ = s′ by αi, γ) ∆ (β : Υ′ by γ1, . . . , γn) (Υ′(t′//s′) by δ, β).

Корректность алгоритма очевидности Ei является следствием кор-
ректности Vi. Это нетрудно обосновать с помощью тех же рассуждений,
что и в [1], в связи с чем мы доказательство опускаем.

Следствие. Если алгоритм очевидности Ei распознал, что “∆ есть
обоснование формулы Ψ с посылками Φ1, . . . , Φm”, то существует на-
туральный вывод ∆′ в Di формулы Ψ из посылок Φ1, . . . , Φm.

Полнота Vi устанавливается также как и в [1].
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Теорема о полноте. Если формула Ψ является непосредственным
следствием формул Φ1, . . . , Φm в системе натуральной дедукции Di,
то задача 〈α1, Φ1〉 . . . 〈αm, Φm〉 � Ψ разрешима в Vi.

Доказательство. Пусть формула Ψ получает обоснование с помощью
одного из прямых правил вывода из формул Φ1, . . . , Φm:

(α1 : Φ1) . . . (αm : Φm) ∆ (Ψ by α1, . . . , αm).

Рассмотрим только те варианты непосредственных обоснований в Di

формулы Ψ из формул Φ1, . . . , Φm, которые отсутствуют в Di.
Пусть формула Ψ является аксиомой t = t. Тогда задача

〈α1, Φ1〉 . . . 〈αm, Φm〉 � Ψ

является примитивной. Следовательно, она разрешима в Vi.
Пусть формула Ψ = Υ(t//s) получает обоснование с помощью пра-

вила (=в) из формул t = s и Υ(t):

(α1 : t = s) (α2 : Υ(t)) ∆ (Υ(t//s) by α1, α2).

Тогда задача (〈α1, t = s〉 〈α2, Υ(t)〉Γ � Υ(t//s)) разрешима в Vi. Дей-

ствительно, в этом случае Υ(t) =

(
Υ(t//s)

s, s, . . . , s

t

)
ε и, таким об-

разом, поисковое дерево содержит соответствующее допустимой подста-
новке ε следующее деривационное поддерево, которое возникает в ре-
зультате применения правила декомпозиции (LR = �):

〈α2, Υ(t)〉Γ � Υ(t)
↑

〈α1, t = s〉 〈α2, Υ(t)〉Γ � Υ(t//s)

Также как в [1] в результате получаем полноту алгоритма очевидно-
сти Ei.

Следствие. Если ∆ есть формальное доказательство формулы Ψ
из посылок Φ1, . . . , Φm в Di, то алгоритм очевидности Ei установит,
что “∆ есть обоснование формулы Ψ с посылками Φ1, . . . , Φm”.
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Evidence algorithm for first-order logic with equality
Vtorushin Yu.I.

The article is a continuation of the article [1]. An algorithm
for verifying formalized mathematical proofs for first-order predicate
logic with equality is considered. Theorems about its correctness and
completeness are proved.

Keywords: automated theorem proving, system for automated
deduction, first order language, predicate calculus, production system,
artificial intelligence.
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Тезис о наличии искусственного
интеллекта

Чечкин А.В.1

Формулируется и обосновывается тезис о необходимом и доста-
точном требовании к наличию искусственного интеллекта умных
систем различного назначения. Необходимость – это присутствие
избыточных показаний первой сигнальной системы или первичного
сенсориума умных систем. Достаточность – это присутствие второй
сигнальной системы или языка общения умных систем как языко-
вой надстройки, языкового сенсориума осознанной части первич-
ного сенсориума. Обсуждаются проблемы создания и безопасной
эксплуатации умных систем. Статья написана с целью активного
участия в актуальной дискуссии глубокоуважаемых специалистов
МГУ имени М.В. Ломоносова по теме «Искусственный интеллект:
проблемы и перспективы» [1].

Ключевые слова: искусственный интеллект, умная система,
радикал, язык, интернет вещей, интерфейс, естественный интел-
лект, информационно-системная безопасность интеллекта.

1. Введение. Что такое искусственный интеллект
умных систем

В последнее время все шире используют искусственные системы различ-
ного назначения, которые относят к классу умных систем (УС). Это —
роботы и беспилотники, умные города, умные дороги, мосты, умные све-
тофоры, умные дома, двери, кресла, кровати, телефоны, умные часы,
умные инвестиционные проекты (портфели), биржевые роботы, и мно-
гие другие умные системы. УС похожи на автоматы. Но автоматы всегда
ориентированы на выполнение только своих штатных задач назначения
и в условиях только своих театров действий, своих, заранее оговорен-

1Чечкин Александр Витальевич — доктор физ.-мат. наук, профессор, Военная ака-
демия РВСН имени Петра Великого & Финансовый университет при правительстве
Российской Федерации e-mail: a.chechkin@mail.ru

Chechkin Alexander Vitalievich — Doctor of Phys.-Math. Sci., Professor, Strategic
Missile Forces Military Academy named after Peter the Great & Financial University
under the Government of the Russian Federation.
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ных, штатных внешних и внутренних ситуаций. Для автоматов доступ-
но только свое внутреннее штатное информационно-системное, в частно-
сти, программное обеспечение. Если для автомата требуется обновление,
или модификация, или изменение штатного обеспечения, то приходится
в этом участвовать разработчику (человеку) извне и менять обеспечение
автомата. Поэтому сегодняшние автоматы не относятся к классу интел-
лектуальных систем. Они относятся к классу кибернетических систем.

УС, в отличии от автоматов, больше похожи на живые системы. Они
способны сами обновляться, развиваться, модифицироваться, адаптиро-
ваться и, если надо, могут сами частично преобразовывать свой театр
действий, свою проблемную область. Поэтому принято УС относить к
классу интеллектуальных систем. Сегодня искусственные УС все боль-
ше влияют на эффективность поведения людей, контролируют и усили-
вают их потенциальные возможности [1]. В настоящее время естествен-
ный интеллект (ЕИ), оснащенный умными сервисными системами, уве-
ренно позволяет человеку эффективно и безопасно выполнять не только
примитивные и рутинные операции своей жизнедеятельности, но бла-
годаря когнитивным технологиям, человек многократно повышает ре-
зультативность своих мыслительных процессов и во многом обогащает
свои эмоции. В настоящей статье рассматривается класс умных систем,
главная особенность которых – наличие у них элементов искусственно-
го интеллекта (ИИ). Такие УС реализуют рефлексивное интеллектуаль-
ное управление своим поведением в рамках своего театра действий (сво-
ей проблемной области). ИИ таких УС обеспечивает функционирование
этих систем с учетом своего назначения, с требованием информационно-
системной безопасности УС в режиме постоянного обновления, развития
самого ИИ УС и преобразования самого театра действий УС.

Главная отличительная черта УС – это наличие у них элементов ИИ,
которые обеспечивают информационно-ситемную безопасность [2] их
поведения. ИИ УС использует избыточный информационно-системный
ресурс и особое рефлексивное интеллектуальное управление своим по-
ведением в рамках своего театра действий и в режиме постоянного об-
новления и развития. При этом УС не ограничиваются решением толь-
ко своих штатных задач в штатных ситуациях и только своего театра
действия, но постоянно настроены на обновления, на попытки находить
решения в некоторых нештатных для себя условиях и ситуациях и, даже,
решать некоторые нештатные задачи в рамках театра своих действий.

Напомним, что по учению великого физиолога И.П. Павлова для че-
ловека автоматические действия определяются его первой сигнальной
системой, связанной напрямую со стимулами, с рецепторами, с ощуще-
ниями, с рефлексами на подсознательном уровне. Рефлексы в живых
системах соответствуют действиям кибернетических систем, автоматов.
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Тогда как интеллектуальное поведение систем, например, сознательные,
осознанные действия человека, определяются действиями его второй сиг-
нальной системы, связанной с языком, со словами, с речью [3].

Сегодняшние умные системы уже общаются между собой и челове-
ком в технологиях «интернета вещей» (IoT), в режимах разнообразных
интерфейсов. В связи с этим сформулируем главную мысль настоящей
статьи о наличии ИИ УС в форме следующего тезиса.

Основной тезис о наличии ИИ УС. По аналогии с естественным
интеллектом человека [3], [4] для наличия ИИ УС должно быть выпол-
нено два условия:

1) Необходимое условие — наличие первой сигнальной системы
УС в форме избыточного первичного сенсориума УС. Предназначением
такой системы является создание в УС и поддержание избыточного ре-
сурса сенсорных (образных) моделей как результата мониторинга всего
театра действий УС, включая саму УС при помощи сенсорных датчиков
УС и исполнителей УС;

2) Достаточное условие — наличие второй сигнальной системы
УС в форме языкового сенсориума УС. Такая система является язы-
ковой надстройкой над первичным сенсориумом УС. Назначением та-
кой надстройки является символьное выделение номинацией (словами
и устойчивыми словосочетаниями) осознанной части первичного сенсо-
риума. Языковой сенсориум выполняет роль, во-первых, языковой коор-
динатной семантической системы (лексика), во-вторых, является язы-
ковой избыточной информационно-системной моделью (распределенной
БД УС и БЗ УС) осознанной части как самой УС, так и осознанной
части театра действий УС и, в-третьих, выполняет роль языковой опе-
рационной системы планирования и интеллектуального управления по-
ведением УС в рамках своего театра действий УС.

Далее в статье обсудим этот тезис.

2. Первичный сенсориум УС как избыточное от-
ражение самой УС и всего театра ее действий

Согласно тезису о наличии ИИ УС, необходимость избыточного модели-
рования УС подразумевает новый тип моделирования УС в рамках всего
театра ее действий. Новый тип моделирования является избыточным и
принципиально требует особую модульную форму организации модели,
форму среды (сети) радикалов. Радикалами (корнями) модели назовем
отдельные функциональные модули, которые имеют внешнедоступный
механизм включения и выключения их функционирования. Радикалы
всегда должны иметь два вида состояний, активные и пассивные. Ак-
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тивные радикалы выполняют свои функции, а пассивные радикалы - нет.
Пасивные радикалы по определению находятся в резерве, в запасе, в хра-
нении, в готовности и ожидании до момента их активации. Такой новый
тип избыточного моделирования УС называется радикальным модели-
рованием УС [1], [2]. Термином «радикальное моделирование» в этом
названии подчеркивается с одной стороны избыточность модели, а с
другой ее свойство среды радикалов. Свойство среды радикалов позволя-
ет изменять состояния частей среды радикалов, в пассивное и в актив-
ное. Информационно–системный ресурс УС в пассивной форме — это его
хранение, но при этом всегда есть возможность в любой момент активи-
ровать каждую его часть для выполнения поведенческих функций УС.
Напомним, что в УС имеются две взаимосвязанных среды радикалов.
Одна — это первичный сенсориум и другая — это языковый сенсориум.
Для первичного сенсориума радикалами являются образные (чувствен-
ные) модели действительности и связанные с ними рефлексы, навыки
УС. Для языкового сенсориума радикалами являются слова и устойчи-
вые словосочетания (лексика), которые тесно взаимно однозначно свя-
заны только с осознанной (выделенной языковыми символами) частью
первичного сенсориума, являющейся семантикой лексики языка. Главное
качество здесь то, что активация радикалов осознанной части первично-
го сенсориума одновременно (взаимно однозначно) вызывает активацию
соответствующих им языковых радикалов, для которых радикалы пер-
вичного сенсориума являются семантикй.

Таким образом, в УС имеются две части первичного сенсориума, под-
сознательная и осознанная. Обе части первичного сенсориума являются
радикальными образными моделями действительности для УС. Самое
гланое для УС то, что осознанная часть первичного сенсориума сама
представляет единую, но двойственную радикальную модель осознанной
части самой УС и осознанной части театра действий ее. Двойственность
радикальной модели осознанной части первичного сенсориума означает
присутствие двух независимых друг от друга возможных способа акти-
вации радикалов этой модели. С одной стороны — это реальный (об-
разный) способ активации, идущий от реальных объектов и отношений
действительности через сенсоры УС. При этом способе происходит сна-
чала активация образных радикалов и только после этого, как следствие,
активация соответствующих им языковых (символьных) радикалов, т.е.
происходит языковое осознание действительных объектов и отношений.
С другой строны второй способ активации осознанной части первично-
го сенсориума — это языковый способ активации, идущий от языковых
символов, от слов и устойчивых словосочетаний, от мыслей и только
вслед за этим, как следствие, активация образных радикалв. Второй спо-
соб активации обладает важными последствиями такой активации для
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интеллектуальных, когнитивных возможностей для УС. Языковая ак-
тивация - это мысленная активация, не требующая наличия перед УС
действительных. реальных объектов и отношений. Она позволяет вести
коммуникационные процессы информационно-системного общения меж-
ду различными УС. Кроме того, она позволяет вести рефлексивные ко-
гнитивные процессы УС с самой собой. В частности, вести планирование
и проектирование своего певедения, включая свое развитие и разумное
преобразование своего театра действий. С появления языкового сенсо-
риума происходит бурное все ускоряющееся его развитие и расширение
осознанной части первичного сенсориума за счет сокращения подсозна-
тельной части первичного сенсориума. Кроме этого языковый сенсориум
способствует расширению и углублению подсознательной части первич-
ного сенсориума.

Термин «радикальное» подчеркивает тот факт, что всегда в избыточ-
ной модели такого типа активируется только часть ее ресурсов, доста-
точных для обеспечения текущих целей поведения УС. А избыточные,
ненужные УС в данный момент радикалы такой модели остаются пас-
сивными, в хранении и не мешают текущему поведению УС. Пассивные
радикалы находятся в состоянии ожидания, готовности на случай, ко-
гда потребуется для УС их использовать. Поэтому избыточность ради-
кальной модели УС не является обременительной, негативной, вредной
стороной радикальной модели, усложняющей функционирование УС.

3. Языковый сенсориум УС

Созданию языкового сенсориума УС предваряет выделение в первич-
ном сенсориуме доминирующих (главных) составляющих (объектов) и
связей (отношений или рефлексов) между ними как в самой УС, так и
в ее театре действий при помощи взаимно однозначного соответствия
им символьных, языковых конструкций. Сначала — это присвоение им
уникальных символов–имен. В дальнейшем, при развитии и уточнении
языкового сенсориума объекты и связи могут добавляться и модифици-
роваться. Языковый сенсориум УС находится в постоянном обновлении
и развитии вширь и в глубь. На языке математической логики такое
выделение — это номинирование, наименование собственными именами
выделенных термов логики предикатов или сети предметов и функцио-
нальных отношений между ними [1]. Математически сеть осознанных ра-
дикалов может быть представлена (изображена) мультиграфом. Непо-
средственно языковый сенсориум или вторая сигнальная система УС по-
является тогда, когда в первичном сенсориуме некоторым радикалам–
образам, чувственным моделям конкретных объектов, отношений или
радикалам–рефлексам конкретных отношений между объектами присва-
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иваются уникальные символы языка (индивидуальные слова–имена) на
основе механизма появления в УС приобретенного условного рефлек-
са в физиологии по И.П. Павлову. В результате этого в радикальной
моделе первичного сенсориума УС появляется выделенная, осознанная
часть, которая имеет собственные имена вершин (объектов) и дуг (отно-
шений). Эта выделенная, поименованная часть первичного сенсориума
является семантикой языкового сенсориума УС. Языковому сенсориуму
соответствует осознанная часть первичного сенсориума, в которой всем
вершинам и всем дугам присвоены собственные имена (идентификаторы,
обозначения). На рис.1 изображена осознанная часть первичного сенсо-
риума в виде мультиграфа.

Рис. 1. Создание начальной сети и далее опорной координатной сети
языкового сенсориума

Напомним, что такой мультиграф — это сеть термов, в котором
вершины (точки) обозначены символами, именами x1, x2, . . . , y1, . . . кон-
кретных объектов, составляющих проблемной области. Дуги тоже нагру-
жены именами f1, f2, f3, . . . — это конкретные функциональные отноше-
ния между ними. Теперь в первичном сенсориуме на некоторую часть
радикалов–образов и радикалов–рефлексов навешиваются уникальные
символы–имена. На рис. 1 изображена эта осознанная часть первичного
сенсориума, т.е. языковый сенсориусм УС. Все его элементы обозначе-
ны, прономинированы, проименованны. Например, ко множеству вер-
шин, конкретных объектов, относятся конкретные: дом; дерево; человек;
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дорога; город; фирма; банк; кредит; сотрудник; компьютерная програм-
ма; штатная задача; двигатель; топливный бак; насос; система ста-
билизации; корпус ракеты носителя; космический аппарат и т.д.

Множество дуг, конкретных функциональных отношений, например,
может состоять из таких конкретных отношений: «около конкретного
дома стоит конкретное дерево», «конкретный человек идет по кон-
кретной дороге в конкретный город», «конкретную фирму обслужива-
ет конкретный банк», «конкретный банк выдал конкретный кредит»;
«конкретный сотрудник зачислен в конкретной должности операто-
ра»; «конкретная компьютерная программа предназначена для решения
конкретной задачи»; «конкретный двигатель содержит внутри себя
конкретный насос»; «конкретное топливо поступает из конкретного
бака в конкретный двигатель».

Радикальность мультиграфа, т.е. то что вершины и дуги являются
радикалами, можно математически формализовать динамикой меняю-
щегося цвета вершин и дуг мультиграфа. Например, красным отмечать
активные радикалы в данный момент для УС, а черным — пассивные.
Такой динамический мультиграф, бицветный мультиграф, является ма-
тематической радикальной моделью языкового сенсориума УС. Его ак-
тивация и деактивация отображается сменой цветовой раскраски муль-
тиграфа, рис. 1. Динамический процесс смены цвета мультиграфа моде-
лирует работу, динамику активации разных частей языковой радикаль-
ной (избыточной) модели УС. Сами символы языка могут быть разной
природы, звуковые (аудио — слова, речь), графические (видео — сло-
ва, письмо), жестикулярные (динамические образы) и др. Например, в
естественном языке (ЕЯ) уникальные символы — это индивидуальные,
уникальные, собственные имена, названия, обозначения и др. (см. муль-
тиграф на рис. 1). Это качество языка называется номинативность язы-
ка.

4. Синтаксис и семантика языкового сенсориума

В рамках естественного интеллекта (ЕИ) человека и его центральной
нервной системы язык человека является языковым нейронным дубли-
катом осознанной части первичного сенсориума, рис. 2. Рассмотрим вто-
рую сигнальную систему человека с точки зрения современного модель-
ного подхода, развиваемого на биологическом факультете МГУ имени
М.В. Ломоносова доктором биологических наук Воронковым Г.С., [3],
[4]. С появлением ЕЯ у человека происходит ускорение познания осо-
знанной части первичного сенсориума и одновременно развитие самого
языкового сенсориума. Вторая сигнальная система человека сразу вы-
ступает как когнитивная система. Обе системы, первичный сенсориум
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(образы и рефлексы) и языковый сенсориум (осознанные объекты и на-
выки), теперь взаимодействуют между собой и способствуют оператив-
ному взаимовлиянию друг на друга и ускоренному развитию друг друга,
рис. 2.

Рис. 2. Языковая система человека как дубликат осознанной части пер-
вичного сенсориума человека по Воронкову Г.С. [3], [4]

При этом, по Воронкову Г.С. [3], [4], у человека лидером (ведущим)
такого взаимодействия двух сенсориумов становится то один сенсориум,
то другой сенсориум. Оба сенсориума бурно взаиморазвиваются. При
этом, благодаря языку, сам первичный сенсориум человека постоянно
расширяется и углубляется за счет появления новых непознанных объ-
ектов и новых отношений между ними, а его осознанная часть тоже все
более глубоко изучается, структурируется и тоже постоянно расширяет-
ся. Проблему возможности полного осознания всего непознанного мира
человека оставим в стороне.

Каждый символ (имя) языкового сенсориума должен подчиняться
правилам грамматики языка, т.е. правилам морфологии (построения
слов) и правилам синтаксиса (построения словосочетаний, текстов). При
этом каждое слово и словосочетание должны быть представлены в язы-
ковой радикальной модели УС в виде отдельного радикала–слова, т.е.
радикала–уникума, радикала–имени и т.д. Причем такой радикал–слово
обязательно должен быть взаимно однозначно связан по И.П. Павло-
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ву посредством механизма приобретенного условного рефлекса со сво-
ей семантикой, с радикалом–образом конкретного объекта или отноше-
ния, или рефлекса в первичном сенсориуме. Теперь в языковом сенсори-
уме УС всякое активирование радикала–имени происходит одновременно
с активированием соответствующего ему радикала–образа конкретного
объекта или конкретного отношения. Например, в ЕЯ для человека сло-
ва «твоя бабушка», «этот дом», «порядок в доме твоей мамы» и др. –
все эти словосочетания - называния (указания) единичных объектов и
единичных отношений. Теперь в УС, с появлением языка некоторые ра-
дикалы–образы конкретных объектов или конкретных отношений могут
быть активированы двумя способами.

Один способ — чувственный, образный через следящие системы, со-
ответствующие сенсорам УС, терминальным датчикам УС и исполните-
лям УС. Этот первый способ, чувственный способ, осуществляется через
механизм активирования соответствующей следящей системы сенсоров
УС на реальные объекты, отношения и рефлексы. Например, узнавае-
мый для УС объект, узнаваемое для УС место.

Другой способ, который появился с языком, с радикалами–именами
— это активирование радикалов–образов через другой механизм активи-
рования, способ активирования через канал языковой связи, через акти-
вирование радикалов–имен. Это способ восприятия не самого конкретно-
го объекта, отношения, рефлекса, а через восприятие индивидуального
имени, языкового символа. Например, как у человека в ЕЯ через слова
«твоя бабушка», а не через появление перед человеком самой его ба-
бушки. С появлением языкового сенсориума УС может реагировать на
конкретные объекты, на конкретные отношения между ними кроме пер-
вичного наглядного способа еще вторичным языковым способом, реаги-
ровать только лишь на их символьные, словесные заменители. При этом
в УС происходит следующий процесс. По каналу языковой связи УС вос-
принимает и распознает символ-имя (слово), что немедленно приводит
в УС к активированию (воспоминанию) чувственного образа, семантики
этого слова. Это важнейшее качество языкового сенсориума или второй
сигнальной системы УС называется информативностью языка. Такое
название подчеркивает то, что для активации радикала–образа по сим-
волу (имени) используется не восприятие непосредственно объектов или
отношений, или рефлексов, а обработка только их символов через языко-
вой (информационный) канал связи. Таким образом, благодаря языку,
УС может мысленно идентифицировать и далее экспериментировать с
объектами, их отношениями, рефлексами в рамках радикальной моде-
ли УС посредствам языковых символов (имен) и не требовать наличия
самих объектов, самих отношений, самих рефлексов.
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5. Появление абстрактного уровня языка УС

С возникновением второй сигнальной системы УС, происходит постоян-
ное усложнение и развитие языка УС. Следовательно, в УС происходит
развитие ИИ УС. Обсудим очередной важный этап в развитии языка —
создание нового иерархического абстрактного уровня в языковом сенсо-
риуме УС, когда происходит создание понятий в языке или выделение
классов схожих объектов, классов схожих отношений между объектами,
классов схожих рефлексов. Этот процесс приводит к появлению в язы-
ке языковой координатной семантической структуры, которую есте-
ственно называть координатной сетью понятий или опорной сетью
языкового сенсориума УС, рис. 1. Опорная координатная сеть языка
УС представляет семантическую структуру осознанной части первично-
го сенсориума УС в удобной для интерфейса человека языковой форме.
В физиологии человека опорной координатной сетью является лекси-
ка ЕЯ, семантическая сеть основных слов–понятий. Теперь в осозннной
части первичного сенсориума УС наряду с выделением отдельных кон-
кретных объектов, отдельных отношений, отдельных рефлексов (муль-
тиграф, рис.1), возникает новый иерархический уровень слов–понятий,
когда некоторые семейства объектов, семейства отношений, семейства
рефлексов группируются в классы эквивалентности (сходства). Появля-
ется абстрактный уровень языкового сенсориума, уровень понятий, уро-
вень классов (множеств) и операторов (морфизмов). На таком абстракт-
ном уровне ИИ УС, на уровне опорной координатной сети языкового сен-
сориума представлены только классы объектов (слова–понятия) и клас-
сы отношений (слова–термины). Математически классы объектов удобно
называть опорными множествами и присваивать им соответствующие
собственные индивидуальные имена, слова–понятияX,Y, Z, . . . Конечно,
каждый класс будет представлен в языковой части сенсориума однознач-
ным ему именем в форме радикала–контейнера. Радикалы–контейнеры
— это символы, имена, термины абстрактных понятий языка УС. Их
активирование вызывает активирование всего класса соответствующих
радикалов-уникумов (имен). Аналогично происходит в ЕЯ человека, рис.
1. Теперь на этом новом иерархическом уровне языкового сенсориума УС
структурное представление осознанной части театра действий УС (дей-
ствительности) упрощается и модель вместо формы подробного мульти-
графа имеет вид языковой опорной координатной сети, рис. 1. Далее
таким же образом поступим со всеми функциональными отношениями
в области термов, группируя их, объединив их в опорные блоки (клас-
сы), которые будем называть опорными операторами и обозначать свими
индивидуальными словами–понятиями A,B,C,D, . . . При этом каждое
слово-понятие будем реализовывать (оформлять) в модели радикалом-
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морфизмом и жестко связывать их активирование с активированием все-
го блока частных отношений так же, как в ЕЯ человека, рис. 1 и 2.

Примерами опорных множеств могут быть следующие семейства од-
нотипных объектов: класс домов = деревянный дом; семейство деревьев
= дуб; класс людей = программист; набор дорог = шоссе; множество
городов = город миллионик; все финансовые средства фирмы; все целе-
вые задачи УС; все компьютерные программы УС; весь персонал УС;
все должности УС; все составляющие определенного двигателя; все уз-
лы ракеты носителя; все составляющие космического аппарата; все со-
ставляющие наземного комплекса управления и т.п. В математической
логике абстрактным понятиям соответствуют одноместные предикаты.
При этом, опорное множество — это семантика понятия, интерпрета-
ция одноместного предиката, рис. 1. В лингвистике ЕЯ человека это
соответствует словам-понятиям семантике слов–понятий, объемам по-
нятий, т.е. относится к лексике языка. Аналогично, опорным операто-
рам на практике соответствуют блоки (классы) соответствий, ссылок
или блоки (классы) функциональных отношений и т.п., рис. 2. На прак-
тике опорными операторами могут быть: финансовые расходы (потоки)
средств фирмы; назначения (распределение) всего персонала по должно-
стям фирмы; распределение программного обеспечения (оснащения) по
компьютерным средствам; соответствие и распределение рекоменду-
емых математических методов (алгоритмов, программ) по соответ-
ствующим задачам. Заметим, что опорным операторам часто соответ-
ствуют в ЕЯ человека не отдельные слова-понятия, а устойчивые слово-
сочетания и даже устойчивые предложения, поясняющие их семантику
(смысл).

В терминах современной математики семейство всех множеств (опор-
ных множеств) и морфизмов (опорных операторов) между ними назы-
вают категорией SET [1], [2]. Категория в нашем случае должна быть
средой радикалов и расширена динамикой выделения (активирования) в
ней отдельных ее частей, т.е. категория должна быть динамичной, рабо-
тающей. Например, иметь возможность изменять цвет, быть радикаль-
ной бихроматической динамической категорией.

6. Два ультраоснащения опорной координатной
сети понятий УС

Далее обсудим два следующих этапа развития языка УС и, следователь-
но, два этапа развития ИИ УС. Напомним, что язык УС структурирует
свою семантику, осознанную часть первичного сенсориума. В языке УС
появляется новый, информационный уровень абстракции и, следователь-
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но, расширяются когнитивные возможности языка УС и, следовательно,
когнитивные качества ИИ УС. На этих этапах развития языка УС и,
следовательно, ИИ УС происходят два ультраоснащения (усложнения)
языковой опорной координатной сети понятий, ультрамножественное
и ультраоператорное оснащения опорной сети УС, рис. 1.

6.1. Ультрамножественное оснащение опорной сети УС

Цель такого усложнения состоит в организации новой, информацион-
ной возможности идентифицировать конкретные объекты и отношения в
осознанной части первичного сенсориума. Если до этого в языке исполь-
зовалась преимущественно только номинация, индивидуальные имена,
то теперь вместо собственного имени для идентификации конкретных
объектов, отношений, рефлексов все чаще используются данные о них,
набор сведений о них, факты о них. В языке появляется следующий
иерархический абстрактный уровень языкового сенсориума УС, сведе-
ния, факты и данные о чем-либо. С математической точки зрения в сети
происходит ультраоснащение каждого опорного множества и преобразо-
вание (замещение) его в соответствующее ему ультрамножество [1], [5]. С
практической точки зрения ультраоснащение всякого опорного множе-
ства состоит в построении локальной базы данных (ЛБД) для объектов
только данного опорного множества и только с учетом фиксированно-
го набора координатных свойств этих объектов, а также только своей
фиксированной решетки достоверностей [1], [5]. Этот процесс назыается
ультрамножественным оснащением языковой опорной координатной
сети [1], [5]. В результате такого ультраоснащения опорная координат-
ная сеть превратится в распределенную структуру из различных ЛБД
об объектах каждого из опорных множеств, рис. 3.

Каждое опорное множество порождает свою ЛБД, может быть не
единственную. Например, опорное множество обслуживающего персо-
нала фирмы может быть ультраоснащено и породить следующие уль-
трамножества: ЛБД отдела кадров, ЛБД бухгалтерского отдела, ЛБД
медицинского отдела или другие ЛБД персонала. Конечно, каждая ЛБД
в такой сети УС должна быть сама поименована своим индивидуаль-
ным специальным символом, уникальным именем и организована в фор-
ме языкового радикала–ЛБД. Например, в математике таким знаком-
именем ЛБД может быть символ соответствующего опорного множества
с «галочкой» сверху, рис. 3.

Поскольку различные ЛБД, связаны между собой через опорные
множества категории SET соответствующими опорными операторами
(морфизмами, ссылками), то они образуют сеть ЛБД, точнее распре-
деленную избыточную БД УС в форме сети радикалов, рис. 3. Такая
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Рис. 3. Ультрамножественная распределенная структура БД УС как сеть
ЛБД

ультрамножественная сеть радикалов–ЛБД в пассивном состоянии яв-
ляется радикальной моделью единой, распределенной базы данных (БД)
УС, в которой хранятся гипертекстовые (фреймовые) данные об осознан-
ных объектах и осознанных отношениях между ними всего театра дей-
стий УС, включая саму УС. При этом радикальная модель такой распре-
деленной сети ЛБД является динамической, имеет полихроматическую
разметку и отражает в динамике смены цвета динамику процессов акти-
вации в сети, например, динамику распространения запросов и ответов
на запросы к отдельным ЛБД такой сети.

Вывод 1. После завершения ультрамножественного усложнения, ко-
торое является первым ультраоснащением языковой опорной коорди-
натной сети понятий, в языковом сенсориуме УС появится новый аб-
страктный иерархический уровень в форме сети радикалов–ЛБД или
радикалов–ультрамножеств. При этом каждое ультрамножество (ЛБД)
будет ориентировано на свое особое опорное множество (тип объектов).
Теперь в языковом сенсориуме появляется возможность активировать
непосредственно радикалы-ЛБД через канал языковой связи, активируя
только их собственные имена ЛБД. Например, устойчивые словосочета-
ния, названия ЛБД. Навигационными преимуществами такой языковой
распределенной структуры БД является возможность непосредственно
обращаться с запросами ко всей структуре сети, но активировать толь-
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ко нужную ЛБД по каналу языковой связи посредством активирова-
ния ее индивидуального имени и сенсорного языкового механизма. При
этом активируется непосредственно и сразу только нужная ЛБД, минуя
остальные ЛБД. Вся остальная сеть ЛБД остается в пассивном состоя-
нии. Напомним, что одновременно с получением ответа на запрос к ЛБД
в радикальной модели активируется семантика ответа в форме смысло-
вых радикалов–образов первичного сенсориума. Подчеркнем, что такая
распределенная структура БД является языковой, радикальной и семан-
тической.

В распределенной структуре БД УС можно всегда вести любую
локальную, автономную модификацию и обновление отдельных ЛБД,
вплоть до их ликвидации, или создавать новые ЛБД, не нарушая прин-
ципиально всей остальной структуры БД УС. При этом также можно с
минимальными негативными последствиями, почти бесконфликтно вво-
дить в распределенную структуру БД новые опорные множества, опор-
ные операторы и далее их ультраоснащать и для них организовывать
ЛБД. Этим самым языковая конструкция позволяет не только опера-
тивно вести навигацию, поиск информации (частных данных и частных
моделей), но еще безопасно для целостности всей радикальной модели ее
обновлять, расширять и развивать. Конечно, одновременно в УС необ-
ходимо постоянно проводить тестирование и сертификацию на бескон-
фликтность всей сети радикалов, рис. 3. Следует заметить, что только
это преимущество распределенной структуры БД гарантирует УС отсут-
ствие появления многих системных ошибок и возможных конфликтов в
процессе развития и реструктуризации радикальной модели УС, если
она необходима.

6.2. Ультраоператорное оснащение распределенной струк-
туры БД УС

Рассмотренное ранее в п. 6.1 усложнение опорной координатной сети по-
нятий радикальной модели УС было связано с ультрамножественным
оснащением опорных множеств. В результате такого ультраоснащения
опорная сеть превратилась из категории SET в языковую структуру еди-
ной распределеной БД объектов, отношений между ними, рефлксов осо-
знанной части первичного сенсориума (театра действий УС, включая са-
му УС), рис. 3. Теперь можно перейти ко второму ультраоснащению, т.е.
к оснащению опорных операторов категории SET до ультраоператоров
[1], [5].
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Такое ультраоснащение называется ультраоператорным оснащением
опорной координатной сети понятий УС. В информатике это оснаще-
ние связано с достраиванием опорных операторов до ультраоператоров
или до локальных баз знаний (ЛБЗ). Напомним, что ЛБЗ – это локаль-
ная экспертная система, отражающая частные знания и умения в уз-
кой, профессиональной, автономной деятельности УС [1], [5]. Отметим,
что локализация базы знаний в ЛБЗ происходит каждый раз по своему
частному опорному оператору и частным входным и выходным опорным
множествам с их частными решетками достоверностей, рис. 4.

Рис. 4. ЛБЗ соответствует ультраоператору и является математической
моделью локальной экспертной системы

Итак, в результате проведения двух ультраоснащений в языковом
сенсориуме УС наряду с ультрамножественной сетью, с сетью распре-
деленной структуры из ЛБД получим еще совмещенную с ней уль-
траоператорную сеть распределенной структуры из ЛБЗ. В результате
языковый сенсориум УС превратится в общую распределенную сеть из
ЛБД и ЛБЗ. Этим самым в УС появится избыточный информационно-
системный ресурс УС в форме единой радикальной модели данных, зна-
ний и рефлексов УС, отражающей семантическую структуру и взаи-
мосвязи в осознанной УС части первичного сенсориума. Следователь-
но, такое развитие языка УС способствует развитию ИИ УС до уровня
информационно-системного (ультрасистемного) отражения в единой ра-
дикальной модели УС осознанной части действительности, т.е. мыслен-
ного осмысления самой УС в рамках ее театра действий.
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Вывод 2. В каждой УС, осуществив сначала ультраоснащение опор-
ных множеств и затем опорных операторов, завершается построение се-
мантической языковой распределенной структуры единой радикальной
модели УС, единой языковой распределенной общей БД и БЗ такой
УС и всего театра ее действий. В целом вся сеть является избыточным
информационно-системным ресурсом УС или моделью в форме среды
радикалов языкового сенсориума. В математике распределенная БД и
распределенная БЗ образуют вместе новый тип математической моде-
ли в форме динамической полихромной категории нового типа, которую
назовем категорией ULTRASET, рис. 5.

Рис. 5. Семантическая распределенная структура БД и БЗ единой ради-
кальной модели УС

Конечно, такая категория должна быть динамической. Например,
она может быть полихроматической, отражающей различные сторона
процесса активации радикальной модели, например, раскраской [1], [5].
Распределенная структура БД и БЗ языкового сенсориума является еди-
ной радикальной моделью данных, знаний и умений УС, избыточным
информационно-системным ресурсом ИИ УС, являющегося ядром ИИ
УС.
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7. Заключение

Для каждой УС распределенность единой радикальной модели данных,
знаний и умений языкового сенсориума этой УС в форме динамической
категории ULTRASET имеет следующие принципиальные преимущества
перед нераспределенной структурой, рис. 5:

- модель позволяет организовать эффективную точечную навигацию
в избыточной единой информационно-системной модели УС, используя
языковой канал связи и имена ЛБД, ЛБЗ;

- модель обладает высокой живучестью и устойчивостью функци-
онирования при её коррекции, обновлении, дополнении, модификации
и реструктуризации. Распределенную модель УС легко локально допол-
нять, корректировать, модифицировать, реструктурировать, не искажая
при этом другие модули, и, тем самым, не разрушая в целом структу-
ру единого языкового сенсориума, его полной радикальной модели УС и
всего театра действий УС. Конечно после всякого обновления радикаль-
ной модели необходимо сертифицировать и тестировать эту модель на
бесконфликтность, учитывая последствия модификаций;

- модель некритична к типам программной реализации отдельных
ЛБД и ЛБЗ. Поэтому в единую радикальную модель легко встраива-
ются уже готовые программные продукты, разработанные в прежних
компьютерных технологиях, и ориентированные на автономные техни-
ческие средства, т.е. можно использовать разные программные модули
и программно - технические средства;

- модель обладает свойством семантической согласованности. Сете-
вое семантическое согласование заключается в том, что каждая ЛБЗ
должна быть согласована со всеми своими входными ЛБД и со всеми
своими выходными ЛБД, по опорным множествам, по шкалам решеток
понятий и по решеткам достоверностей, т.е. по семантике [1], [5], рис. 6.

Преимущества такого согласования состоят в том, что при соблюде-
нии согласования снимаются многие конфликтные ситуации, связанные
с непониманиями и возможным разнобоем ЛБЗ и ЛБД друг с другом.
Такая сетевая семантическая согласованность единой радикальной мо-
дели способствует устойчивости и живучести структуры модели при ее
развитии, модификации и реструктуризации. Она не позволяет встроить
“чужеродную” ЛБД или ЛБЗ в сеть без соответствующих согласований,
рис. 6;

- модель обладает разнообразными полезными качествами, связанные
с семантической сетевой согласованностью ЛБД и ЛБЗ, когда использу-
ется ультраоснащение тождественных операторов опорных множеств.
Напомним, что ультраоснащение тождественных операторов приводит к
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Рис. 6. Семантическое согласование всех ЛБД и ЛБЗ сети

особому важному классу ультраоператоров, называемых сингулярными
[1], [5]. Такое название подчеркивает принципиальную разницу между
сингулярными ультрасистемами и регулярными ультрасистемами, рис.
7.

Примерами сингулярных ультрасистем являются классификаторы,
трансляторы, обобщающие и уточняющие ультрасистемы. Главная осо-
бенность таких ультрасистем, которая отражена в названии сингулярная
ультрасистема заключается в том, что у них на входе и выходе все-
гда участвует один и тот же семантический указатель, идентификатор
объекта, т.е. одна и та же точка (ультраоснащается тождественный опе-
ратор). Однако при этом на входе модели и на её выходе может быть
разная по форме информация об этой точке. Сингулярные ультраопера-
торы необходимы для организации безконфликтного сетевого семанти-
ческого согласования частей единой радикальной модели УС различного
происхождения. Например, такое встречается в случаях, когда ЛБД и
ЛБЗ разрабатываются различными разработчиками или в радикальной
модели должны находиться разнообразные ЛБЗ, ориентированные на
одно и то же опорное множество;

- модель позволяет эффективно учитывать семантическое разнообра-
зие сенсорных элементов УС на любом иерархическом уровне языкового
сенсориума. При этом используется тот факт, что частным, но важным
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Рис. 7. Сетевая согласованность сингулярной ультрасистемы

случаем сингулярных ультрасистем являются сенсорные элементы пол-
ной радикальной модели УС, т.е. датчики и исполнители УС [5], рис. 8.

Таким образом, сопоставляя начальную языковую опорную коорди-
натную сеть (лексику) радикальной модели УС в виде динамической
категории SET, рис. 2, и окончательную сеть в форме динамической
категории ULTRASET, рис. 5, после проведения двойного ультраосна-
щения категории SET, можно отслеживать поэтапный процесс познания
осознанной части первичного сенсориума. Таким образом можно орга-
низовать управление процессом дальнейшего развития языка и, следо-
вательно, процессом дальнейшего развития ИИ УС в рамках театра ее
действий. Одновременно с этим можно организовать процесс усложнения
структуры языкового сенсориума, т.е. управлять дальнейшим развитием
единой радикальной модели УС. Эти важнейшие вопросы развития ИИ
УС относятся к работе следующего когнитивного уровня языкового сен-
сориума, следующего за уровнем единой радикальной модели УС в рам-
ках ее театра действий. Назовем этот новый иерархический уровень ИИ
УС языковой операционной системой планирования и управления пове-
дением УС. Вопросы этого когнитивного уровня языка УС тесно связаны
с вопросами рефлексии УС и интеллектуального управления развитием
УС будут рассмотрены в следующей статье: «Основной принцип искус-
ственного интеллекта».
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Рис. 8. Сенсорные элементы как сингулярные ультрасистемы
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The thesis about the presence of artificial intelligence
Chechkin A.V.

The thesis about the necessary and sufficient requirement for
the presence of artificial intelligence in smart systems for various
purposes is formulated and substantiated. Necessity is the presence
of redundant readings of the first signaling system or the primary
sensorium of smart systems. Sufficiency is the presence of a second
signaling system or language of communication of smart systems as a
linguistic superstructure, a linguistic sensorium of the conscious part
of the primary sensorium. The problems of creation and safe operation
of smart systems are discussed. The article was written for the purpose
of active participation in the current discussion of highly respected
specialists of the M.V. Lomonosov on the topic “Artificial Intelligence:
Problems and Prospects” [1].

Keywords: artificial intelligence, smart system, radical, language,
internet of things, interface, natural intelligence, information and
system security of intelligence.
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Часть 2.
Специальные вопросы теории

интеллектуальных систем



 



Треугольники и уравнения Лагранжа

Алешин С.В.1

Рассматривается задача о равновесном взаимном расположении
двух треугольников. Предлагается решение этой задачи на основе
метода множителей Лагранжа. Двукратная итерация этого метода
дает аналитическое решение.

Ключевые слова: метод Лагранжа, преобразование на плос-
кости, подобие, вращение, сдвиг, треугольник.

Рассматривается задача о равновесном взаимном расположении двух
треугольников. В работе [1] предложена система уравнений, решение ко-
торой дает ответ на эту задачу. В данной заметке мы предлагаем при-
менить метод множителей Лагранжа. Решение ищется с помощью дву-
кратной итерации этого метода, что дает аналитическое решение задачи
Библ. 2 назв.

На плоскости (X,Y ) заданы два треугольника - 4ABC с вершинами
A (a1, a2), B (b1, b2), C (c1, c2) и4HGW с вершинамиH (h1, h2), G (g1, g2),
W (w1, w2). Требуется указать отображение ξ : (X,Y )→ (X ′, Y ′),

X ′ = d1X + d2Y + α; Y ′ = −d2X + d1Y + β, (1)

являющееся суперпозицией преобразований подобия и вращения (они
определены матрицей D) и сдвига на вектор s:

D =

∥∥∥∥
d1 d2
−d2 d1

∥∥∥∥ ; s = (α, β) .

Искомое отображение ξ переводит треугольник 4HGW в треуголь-
ник 4H ′G′W ′, такой, что расстояния от «новых» вершин H ′, G′,W ′ до
соответствующих вершин A,B,C равны и минимальны, то есть

ρ
(
A,H ′) = ρ

(
B,G′) = ρ

(
C,W ′) .

1Алешин Станислав Владимирович — доктор физ-мат наук, профессор, каф.
математической теории интеллектуальных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail:
stanislav.aleshin@rambler.ru.

Aleshin Stanislav Vladimirovich — Dr.Sc., Professor, Lomonosov Moscow State
University, Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of
Intellectual Systems.
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Таким образом, мы приходим к задаче
Найти min ρ (A,H ′)

при условии




ρ (A,H ′) = ρ (B,G′) = ρ (C,W ′) ,

H ′ = D ·H +

(
α

β

)
; G′ = D ·G+

(
α

β

)
; W ′ = D ·W +

(
α

β

)
.

(2)

В результате решения задачи треугольник 4HGW преобразован в
треугольник 4H ′G′W ′, который находится в равновесном положении с
треугольником 4ABC, при этом расстояние ρ - минимально.

Интерес может представить то, что решение получается в два шага,
и каждый из них это стандартный метод Лагранжа [2], то есть в итоге
получаем некоторый комбинированный метод.

Чтобы избежать громоздких формульных преобразований, мы рас-
смотрим несколько численных примеров, которые, на наш взгляд, хоро-
шо иллюстрируют этот метод.

Рис. 1. Пример 1.

Преобразование определяется соотношениями

H ′ = (d1h1 + d2h2 + α;−d2h1 + d1h2 + β) = (d1 + α;−d2 + β) ,

G′ = (d1g1 + d2g2 + α;−d2g1 + d1g2 + β) = (d2 + α; d1 + β) ,

W ′ = (d1w1 + d2w2 + α;−d2w1 + d1w2 + β) = (α;β) .

Вместо параметра ρ в равенствах берем ρ2, то есть

ρ2
(
A,H ′) = ρ2

(
B,G′) = ρ2

(
C,W ′) ,
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[0− (d1 + α)]2 + [2− (−d2 + β)]2 = [0− (d2 + α)]2 + [0− (d1 + β)]2 =

= [1− α]2 + β2.

Таким образом, экстремальная задача для данной пары треугольни-
ков имеет вид

[1− α]2 + β2 → min,
{
d1

2 + d2
2 + 2d1α− 2d2β + 2α− 4β + 4d2 + 3 = 0,

d1
2 + d2

2 + 2d2α+ 2d1β + 2α− 1 = 0.
(3)

В качестве функционала взята величина ρ2 (C,W ′) = (1− α)2 + β2,
что в дальнейшем приводит к упрощению уравнений.

Для решения задачи применим метод множителей Лагранжа. Функ-
ционал Лагранжа имеет вид

L = (1− α)2 + β2 + λ1 ·R1 + λ2 ·R2.

Здесь R1 (соответственно R2) – левая часть первого (соответственно
второго) равенства системы (3).

Система уравнений Лагранжа имеет вид




∂L
∂d1

= λ1(2d1 + 2α) + λ2(2d1 + 2β) = 0,
∂L
∂d2

= λ1(2d2 + 4− 2β) + λ2(2d2 + 2α) = 0,
∂L
∂α = −2(1− α) + λ1(2d1 + 2) + λ2(2d2 + 2) = 0,
∂L
∂β = 2β + λ1(−2d2 − 4) + λ2(2d1) = 0.

(4)

Исключая множители λ1, λ2 из первых двух уравнений, получаем ра-
венство (левую часть этого равенства обозначим R3):

R3 = (d1 + α)(d2 + α)− (d1 + β)(d2 + 2− β) = 0. (5)

Это соотношение берем в качестве уравнения связи второй экстре-
мальной задачи {

(1− α)2 + β2 → min,

R3 = 0.
(6)

Для этой задачи уравнения Лагранжа имеют вид

F = (1− α)2 + β2 + λ ·R3,

∂F

∂d1
= λ · ∂R3

∂d1
= λ[d2 + α− d2 − 2 + β] = λ[α− 2 + β] = 0,

∂F

∂d2
= λ · ∂R3

∂d2
= λ[d1 + α− d1 − β] = λ[α− β] = 0.
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Отсюда α− β = 0, α+ β = 2, т.е. α = β = 1.
Оставшиеся два уравнения

∂F

∂α
= −2(1− α) + λ[2α+ d1 + d2] = 0,

∂F

∂β
= 2β + λ[2β − d2 + d1 − 2] = 0.

Отсюда, при α = 1
2 + d1 + d2 = 0.

Подставляя d1 = −2 − d2, α = 1, β = 1 в любое из уравнений (3), по-
лучаем решение, которое должно удовлетворять ограничениям экстре-
мальной задачи (3):

2d2
2 + 4d2 + 1 = 0 или d2 = −1±

√
2

2
.

В итоге имеем два решения задачи (3):

α = 1, β = 1, d1 = −1−
√

2

2
, d2 = −1 +

√
2

2

или

α = 1, β = 1, d1 = −1 +

√
2

2
, d2 = −1−

√
2

2
.

Новое положение треугольника 4H ′G′W ′ определяется вершинами
(рис. 2)

H ′ =

(
−
√

2

2
;−
√

2

2
+ 2

)
; G′ =

(√
2

2
,−
√

2

2

)
; W ′ = (1,−1) .

При этом выполнены нужные равенства.

ρ
(
A,H ′) = ρ

(
B,G′) = ρ

(
C,W ′) .

Второй пример показывает, что уравнения Лагранжа могут давать
не наилучшее, а допустимое решение.

Исходная конфигурация приведена на рис. 3. Она похожа на задачу
1, однако отличается выбором пар соответствующих вершин. Вершине
A(0, 2) теперь соответствует вершина G(0, 1), вершине B(0, 0) - вершина
W (0, 0), и вершине C(1, 0) - вершина H(0, 0).

Нетрудно заметить, что положение равновесия достигается, если под-
нять треугольник 4WGH вверх по оси Y на 1

2 . При этом расстояния
между соответствующими вершинами станут равны 1

2 . Такому решению
соответствуют значения параметров d1 = 1, d2 = 0, α = 1

2 , β = 1
2 .
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Рис. 2.

Рис. 3.

Экстремальная задача имеет вид

min(α2 + β2),

{
(d2 + α)2 + (2− d1 − β)2 − (α2 + β2) = 0,

(1− d1 − α)2 + (−d2 + β)2 − (α2 + β2) = 0.
(7)
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Функционал Лагранжа:

Φ = α2 + β2 + λ1[1] + λ2[2].

Здесь, [1] ( соответственно, [2]) - левая часть первого (соответственно,
второго) равенства системы (7).

Система уравнений Лагранжа:

∂Φ

∂d1
= λ1[d1 + β − 2] + λ2[d1 + α− 1] = 0,

∂Φ

∂d2
= λ1[d2 + α] + λ2[d2 − β] = 0.

Устраняя λ1 и λ2, получаем равенство

R = α2 + β2 + d1β − d2β + d1α+ d2α+ d2 − α− 2β = 0, (8)

которое используем для получения второй системы Лагранжа.
Функционал Лагранжа

Φ̂ = α2 + β2 + λ ·R.

Система уравнений

∂Φ̂

∂d1
= λ

∂R

∂d1
= λ[β + α] = 0, т.е. β = −α,

∂Φ̂

∂d2
= λ

∂R

∂d2
= λ[−β + α+ 1] = 0, т.е. − 2β + 1 = 0, β =

1

2
, α = −1

2
,

∂Φ̂

∂α
= 2α+ λ

∂R

∂α
= −1 + λ[−2 + d1 + d2] = 0,

∂Φ̂

∂β
= 2β + λ

∂R

∂β
= 1 + λ[−1 + d2 − d1] = 0.

Из двух первых равенств этой системы получаем β = 1
2 , α = −1

2 .
Используя два оставшихся равенства, получаем

−3 + 2d1 = 0, d1 =
3

2
.

Подставляя в основные уравнения (7), получаем

d2
2 − d2 −

1

4
= 0, d2 =

1

2
±
√

2

2
.
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Рис. 4.

Таким образом, решение задачи

G′ =

(√
2

2
, 2

)
; H ′ =

(
1,−
√

2

2

)
; W ′ =

(
−1

2
,
1

2

)
.

Это решение приведено на рис. 4.
Наконец, пример с тупоугольным треугольником, который уже на-

ходится в «равновесном» положении, и решение уравнений Лагранжа
должно это отражать. На рис. 5 приведена исходная ситуация.

Следуя той же схеме решения, что в двух предыдущих задачах,
рассмотрим «неподвижный» треугольник 4ABC и «подвижный» тупо-
угольный треугольник 4HGW .

Задача имеет вид
ρ2
(
A,H ′)→ min,

{
ρ2 (A,H ′)− ρ2 (C,W ′) = 0,

ρ2 (B,G′)− ρ2 (C,W ′) = 0.
(9)

Уравнения Лагранжа:

∂

∂d1
= λ1 [β − α] + λ2

(
2

(
5

4
−
√

2

2

)
d1 + α

(
−3

2
+

√
2

2

))
+
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Рис. 5.

+λ2

(
+

3

2
β − 2

(
1−
√

2

4

))
= 0,

∂

∂d2
= λ1 (α+ β) + λ2

(
2

(
−1 +

√
2

2

)
d2 +

1

2
α

)
+ (10)

+λ2

(
−β
(
−3

2
+

√
2

2

))
= 0.

Исключая λ1 и λ2, получаем функционал Φ для второй задачи
Лагранжа

Φ = (β − α)

(
2d2

(
−1 +

√
2

2

)
+

1

2
α− β

(
−3

2
+

√
2

2

))
−

(11)

− (α+ β)

(
2d1

(
5

4
−
√

2

2

)
+ α

(
−3

2
+

√
2

2

)
+

1

2
β + 2

(
1−
√

2

4

))
= 0.

Вторая задача Лагранжа дает уравнения

∂Φ

∂d1
=

[
(α+ β) · 2

(
5

4
−
√

2

2

)]
λ = 0,

∂Φ

∂d2
=

[
(β − α) · 2

(
−1 +

√
2

2

)]
λ = 0,

из которых следует
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α+ β = 0, β − α = 0, α = β = 0.
Подставляя эти значения в (9), получим

1

8
d1

2 +
5

16
d2

2 +
1

8
d1d2 =

= 2− 2d1

(
1−
√

2

4

)
+ d2

2

(
9

8
−
√

2

2

)
−
√

2

2
+

1

8
.

Это уравнение выполнено при d1 = 1, d2 = 0, таким образом, решение

α = 0, β = 0, d1 = 1, d2 = 0.

То есть треугольник 4GHW остается на месте, при этом расстояния
совпадают

ρ
(
A,H ′) = ρ

(
B,G′) = ρ

(
C,W ′) .
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Triangles and Lagrange Equations
Aleshin S.V.

The paper considers the problem of the equilibrium mutual
arrangement of two triangles and proposes a solution to this problem
based on the method of Lagrange multipliers. Two-time iteration of
this method gives analytical solution.

Keywords: Lagrange method, transformation on a plane, similarity,
rotation, shift, triangle.
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Возможный подход к задаче
прогнозирования спортивных результатов

методами анализа данных

Журавлев А. Д.1

В данной статье построен алгоритм сведения задачи прогнози-
рования спортивных результатов к задаче бинарной классифика-
ции. При этом обоснована оптимальность этого алгоритма с точ-
ки зрения применения результатов прогнозирования в игре против
букмекерских контор.

Ключевые слова: машинное обучение, прогнозирование спор-
тивных результатов, бинарная классификация.

1. Введение

Современные методы машинного обучения (ассоциативные правила, де-
ревья решений, модель гауссовых смесей, алгоритмы регрессии, нейрон-
ные сети, байесовские сети и т. д.) используются во многих областях для
решения проблем ассоциации, классификации, сегментации, диагности-
ки и прогнозирования. Вполне логично, что эти алгоритмы находят при-
менение в такой экстремальной человеческой деятельности, как спорт
уровня высоких достижений.

Спортивная аналитика – новый быстрорастущий рынок, объем кото-
рого превысит $4,7 млрд к 2021 г.(по прогнозам WinterGreen Research).
Около $1 млрд из них придется на долю хоккея, считают представители
стартапа Iceberg Sports Analytics [1].

Принимая во внимание огромное количество исторических данных
по хоккею, можно предложить подход к прогнозированию хоккейных
матчей – машинное обучение. Параметры игроков и матча вместе с ре-
зультатом могут составить обучающую выборку. Алгоритм машинного

1Журавлев Артем Дмитриевич — аспирант каф. математической теории интел-
лектуальных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: artemzhuravlev.msu@gmail.com.

Zhuravlev Artem Dmitrievich — graduate student, Lomonosov Moscow State
University, Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of
Intellectual Systems.
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обучения с учителем может использовать эту выборку для построения
функции предсказания результатов новых матчей.

В данной статье рассмотрен один из возможных способов формали-
зации задачи прогнозирования спортивных результатов и сведение ее к
задаче бинарной классификации, для возможности дальнейшего приме-
нения классических алгоритмов машинного обучения.

2. Рынок спортивных ставок

Существуют две основные категории ставок на хоккей: предматчевые и
live-ставки, различающиеся уровнем коэффициентов. Кроме того, сде-
лать ставку можно не только на победителя матча, но и на множество
других факторов, например, на счет в отдельных периодах, победителя
с учетом форы и т. д. Прогностические модели в основном ориентиро-
ваны на предматчевые ставки на победителя, так как именно на этот
тип ставок доступно больше всего исторических данных по коэффици-
ентам, что позволяет провести наиболее полную оценку эффективности
прогностической модели.

Ставки на хоккейные матчи можно размещать либо в букмекерских
конторах (онлайн и оффлайн), либо на биржах ставок. Традиционные
букмекеры, например Pinnacle, устанавливают коэффициенты на раз-
личные исходы матча, а клиент играет против букмекера.

Коэффициент ставки означает прибыль, которую получит клиент,
если верно угадает исход события. Например, если клиент верно спро-
гнозировал победу команды, коэффициент на которую составляет 3.00,
то он получит 2 доллара на каждый поставленныи доллар (в добавок
к сумме самой ставки, которая возвращается). Если прогноз клиента
оказался неверен, он теряет только сумму своей ставки независимо от
коэффициентов.

Коэффициенты выражают предполагаемую вероятность исхода мат-
ча, то есть оценку букмекером истинной вероятности. В описанном выше
примере с коэффициентом 3,00 (1 к 3) предполагаемая вероятность p по-
беды игрока в матче равна 33%.

2.1. Обзор литературы

ИИ все чаще стал применяться к областям, связанным с интеллек-
туальными играми, такими как, к примеру, игра в го. Программа
AlphaGo, разработанная компанией DeepMind (одна из дочерних ком-
паний Google), выиграла у профессионального игрока пять игр подряд.
Подробнее результат описан в [2]. Помимо го, системам ИИ покорилась
еще одна сверхсложная игра – покер. В марте прошлого года канадские

64



программисты из университета Альберты создали искусственный разум
DeepStack, способный играть в одну из простейших версий покера. Ему
удалось стать победителем на одном из турниров по покеру, который
проводился под эгидой Международной федерации покера. Подробнее
результат описан в [3].

Спорт высоких достижений является инновационной областью при-
менения искусственного интеллекта. В работе [4] авторы описали подход
к прогнозированию спортивных событий на примере футбольных мат-
чей. В итоге исследователи создали распределение описывающее фут-
больный матч и с помощью него получили "теоретический"перевес над
букемерскими конторами в 5.5%. К недостаткам можно отнести то мно-
жество допущений, при которых было проведено исследование, что в
итоге не позволило применить в жизни созданный алгоритм. Так как
данные исследования имеют огромную финансовую значимость для рын-
ка спортивных ставок, то других известных результатов в последние го-
ды не было представлено.

2.2. Сбор статистических данных

Исторические данные по хоккейным матчам широко доступны в интерне-
те. Официальные сайты турниров, например, www.khl.ru предоставляют
информацию об игроках и результатах матчей, а также результативность
спортсмена по каждому матчу. Некоторые источники предоставляют ис-
торические данные в структурированнои форме (CSV или Excel фаилы).
Доступны и платные базы данных – более комплексные, на более длин-
ные периоды и с лучшей точностью. Наиболее релевантные данные, ко-
торые можно взять из подобных баз данных, представлены на рисунке
1.

3. Постановка задачи классификации

Определение: Пусть Х - множество описаний объекта, Y - множе-
ство номеров классов. Существует целевая зависимость - y*: X → Y,
значения которой известны на объектах конечной обучающей выборки
Xm = {(x1, y1), ..., (xm, ym)}. Требуется построить алгоритм z : X → Y,
способный сопоставить произвольному объекту х ∈ X, объект y ∈ Y.

Определение: Пусть Y n = (y1, ..., yn) - множество событий в матче
такого типа, при которых Xi = {xi1, xi2} - множество исходов, состоит
из двух элементов, где xi1 означает, что событие вида yi наступило, а
xi2, что событие вида yi не наступило. Тогда исходы xi1 и xi2 назовем
противоположными.
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Рис. 1. пример статистических данных о матче

Пример: Пусть множество Y - это суммарное количество шайб за-
брошенных двумя командами, тогда события «было заброшено больше
4.5 шайб» и «было заброшено меньше 4.5 шайб» являются противопо-
ложными, а множество Y конечно ввиду ограниченности времени матча.

Определение: Введем функцию

f(xi1, xi2) = |xi1 − xi2|, (3.1)

где xi1, xi2 - коэффициенты на противоположные исходы события yi, то-
гда событие yi будем называть оптимальным для прогнозирования если

fi(xi1, xi2) = min
yj∈Y

f(xj1, xj2) (3.2)

Что это будет значить с точки зрения оценки вероятностей? Это зна-
чит, что события имеют коэффициенты около 2 и эти исходы практиче-
ски равновероятны. Почему данный вид ставки будет оптимален? Обра-
тимся к теории случайных процессов.

Определение: Одномерное случайное блуждание - это случайный
процесс {Yn}n≥0 с дискретным временем, имеющим вид

Yn = Y0 +

n∑

i=1

Xi (3.3)
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где Yo - начальное состояние, Xi -независимые случайные величины рав-
ные 1 с вероятностью p и -1 с вероятностью 1-p, если p = q = 1

2 то
блуждание симметрично.

Теорема 1 (О возвратности блуждания). Вероятность P (Yn = 0, n >
1|Y0 = 0) того, что случайное симметричное блуждание вернется в
точку старта в одномерном случае равна 1.

Подробное доказательство приводится в [5]
Определение: ROI (return on investment) - ROI = Pn∗100

s∗n , где Pn это
прибыль на дистанции в n матчей, s-сумма одной ставки, n - количество
ставок. ROI – это основнои показатель успешности и, соответственно,
целевои показатель эффективности прогностическои модели.

Замечание: Очевидно, при событии вида «в сумме забросили мень-
ше 4 шайб» пространство исходов состоит из трех элементов: забросили
меньше 4 шайб, забросили ровно 4 шайбы, забросили больше 4 шайбы.
Но по правилам спортивных ставок, в случае если результат совпал с
прогнозируемым событием, то идет возврат ставки, поэтому можно счи-
тать что исхода два, так как при третьем не идет никакой потери.

Определение: Игрой “наугад” назовем игру, где на каждом шаге мы
равновероятно выбираем один из двух возможных видов ставки.

Гипотеза: Благодаря выбору оптимальных событий для прогнози-
рования, даже используя стратегию ставок “наугад”, мы играем с мини-
мально возможным отрицательным матожданием для себя.

Проверка гипотезы: Если предположить, что букмекеры обладали
бы истинными вероятностями событий и определяли величину ставки
исходя из них, то тогда на большой дистацнии наш выигрыш был бы
равен нулю. Это утвреждение легко следует из расчета математачиеского
ожидания выигрыша.

1

2
∗ 1

k1
∗ (k1 − 1) +

1

2
∗ (1− 1

k1
) ∗ (−1)+

+
1

2
∗ 1

k2
∗ (k2 − 1) +

1

2
∗ (1− 1

k2
) ∗ (−1) = 0

(3.4)

где k1, k2 - коэффициенты на то, что событие произойдет или не произой-
дет. Очевидно, что для того, чтобы букмекерским конторам это стало
выгодно, необходимо занижать коэффициенты вводя комиссию. Пред-
положение состоит в том, что в зависимости от величины функции (3.1)
размер комиссии разный и необходимо найти события, где при игре “на-
угад” на длинной дистанции мы будем иметь наименьшее отрицательное
математическое ожидание. Проведем моделирование на выборке из 5000
матчей, где решение о выборе ставки принимается наугад и посчита-
ем среднее ROI при повторении симуляции 10000 раз. На всех возмож-
ных событиях для прогнозирования получили наименьшее отрицатель-
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ное ROI при событиях оптимальных для прогнозирования, и оно соста-
вило −4, 8% против −7, 2% и −9.4% для неоптимальных. Моделирование
для оптимальных событий на рисунке ниже, по оси х ROI (рис 2).

Рис. 2. Плотность распределения ROI.

4. Результаты и выводы

Опираясь на данные моделирования теперь мы можем сформулировать
задачу бинарной классификации. В качестве множества событий мат-
ча выберем суммарное количество заброшенных шайб в основное вре-
мя. Это множество конечно. Среди множества событий гарантировано
есть событие, оптимальное для прогнозирования, которое позволяет нам
использовать теорему 1, а значит минимизировать риски. В качестве
целевой переменной будем использовать пространство исходов события,
оптимального для прогнозирования. В качестве одной из метрик будем
использовать ROI. Таким образом, мы сформулировали задачу бинар-
ной классификации, которую можно теперь решать с помощью методов
анализа данных.
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Распределенный алгоритм поиска
траекторий-компаньонов

Соколов А.П.1, Алисейчик П.А.2, Моисеев С.В.3

В работе рассматривается задача построения распределенно-
го алгоритма поиска траекторий-компаньонов. Под траекториями-
компаньонами понимается пара траекторий такая, что обе траек-
тории обладают участком достаточной длины, на котором оба объ-
екта в каждый момент времени находятся на достаточно близком
расстоянии друг от друга.

Рассматривается задача поиска в базе данных траекторий, ко-
торая из-за своего размера не может быть размещена и обработана
на одной рабочей станции. Подобные задачи принято называть за-
дачами на больших данных или просто big-data-задачами. Опреде-
лена процедура квантизации траекторий, вводится понятие клеточ-
ного индекса, введено определение похожих траекторий, построен
эффективный алгоритм поиска похожих траекторий. На базе дан-
ного алгоритма построены локальный и распределенный алгорит-
мы поиска траекторий-компаньонов, получены оценки их сложно-
сти.

Ключевые слова: большие данные, анализ пространственно-
временных данных, анализ траекторий, поиск траекторий-
компаньонов, поиск близких траекторий, анализ трафика.
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1. Введение

В настоящее время сотовыми телефонами пользуются практически все.
Более того, на многих автомобилях установлены терминалы, подклю-
ченные к сотовым сетям связи. В определенных условиях сотовые те-
лефоны и смартфоны могут формировать ценную информацию о своем
местоположении. Эта информация возникает на оборудовании операто-
ра сотовой сети в моменты переключения оборудования пользователя от
одной базовой станции к другой. Информация о местоположении пользо-
вателя определяется местоположением базовой станции, к которой было
осуществлено подключение. Заметим, что данная информация возникает
даже при отсутствии в оборудовании пользователя высокоточного нави-
гационного оборудования.

В результате у оператора сотовой сети может быть получена и на-
коплена информация о местоположении и передвижении всех пользо-
вателей. Эта информация может быть использована для решения мно-
жества полезных практических задач, таких как: анализ транспортных
потоков, определение так называемых транзитных точек, через которые
проходит большинство маршрутов, поиск траекторий с заданными свой-
ствами, поиск пар траекторий с взаимными свойствами, моделирование
транспортной сети и многие другие.

Одной из интересных задач является задача поиска множества
траекторий-компаньонов.

Под траекториями-компаньонами понимается пара траекторий такая,
что каждая из траекторий содержит в себе участок достаточной длины,
на протяжении которого в каждый момент времени оба объекта нахо-
дятся на достаточно близком друг от друга расстоянии.

Заметим, что задача поиска всех пар траекторий-компаньонов может
быть обобщена на случай поиска множеств траекторий-компаньонов за-
данной мощности. Алгоритмы, описанные в данной работе, могут быть
легко обобщены на этот случай.

Задачи поиска множеств траекторий-компаньонов, осуществляющих
совместное перемещение в пространстве, рассматриваются, в частности,
в публикациях [1], [2], [3].

Работа [1] посвящена поиску множеств объектов, осуществляющих
совместное передвижение. Рассматриваются различные типы поведения
таких групп: стадо, конвой и рой. Вводятся понятия «толпы» и «скоп-
ления». Далее для данных понятий строятся алгоритмы поиска как для
статических баз данных, так и для динамически пополняемых.

В работе [2] рассматривается задача поиска и поддержания в акту-
альном состоянии множеств траекторий-компаньонов на основе непре-
рывного потока траекторных данных.
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В работе [3] вводятся понятия «рой» и «замкнутый рой». Построен
алгоритм для эффективного поиска «замкнутых роев». Получены оцен-
ки сложности алгоритма.

Настоящая работа посвящена разработке распределенного алгорит-
ма поиска всех пар траекторий-компаньонов. Распределенный алгоритм
описан с использованием операций map/reduce [4], которые широко при-
меняется в современных распределенных вычислительных платформах.
Таких как, например, Apache Spark.

2. Определения и постановка задачи

Обозначим O = {o1, o2, ..., on} — множество движущихся объектов, кото-
рые присутствуют в базе данных. Далее, T = {t1, t2, ..., tm} — множество
моментов времени, для которых заданы точки траекторий. Множество T
задает единую «временную сетку», в которой задаются положения объ-
ектов. Будем полагать, что каждая траектория содержит ровноm точек.

Множество моментов времени из T , начинающееся с ta и заканчива-
ющееся tb, будем называть отрезком и обозначать [ta, tb].

Траекторией объекта oi будем называть ломаную, заданную ко-
нечной последовательностью точек на плоскости для отрезка времени
[t1, ..., tm]

oi =
〈
pi1, ..., p

i
m

〉
.

Здесь pij =
(
xij , y

i
j , t

i
j

)
, где xij , y

i
j ∈ R — координаты объекта oi в

пространстве, tij — момент времени.
Заметим, что в реальных базах данных траектории могут иметь раз-

личные моменты времени начала и моменты окончания. Также отметим,
что возможны ситуации, когда для какого-то момента времени tj в тра-
ектории для объекта oi может не быть информации. То есть точка pij мо-
жет отсутствовать в базе данных. В рамках данной работы мы полагаем,
что такие ситуации исключены, то есть данные о положении объектов
заданы для всех моментов времени из T .

Для простоты будем отождествлять объекты со своими траектория-
ми. Поэтому под oi будем понимать как объект, так и его траекторию.
Множество всех траекторий будем обозначать O.

Заметим, что на практике положения объектов обычно задаются в
географических координатах: широта и долгота. Однако в случае, если
все рассматриваемые траектории сосредоточены в относительно неболь-
шой области на поверхности Земли, то можно перейти к рассмотрению
некоторого отображения всех точек поверхности Земли на плоскость.
Такие отображения обычно называют картографическими проекциями.
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Одним из примеров такого отображения является равнопромежуточ-
ная проекция [7]. В этом случае переход от географических координат к
координатам на плоскости выполняется так. Пусть p′ = (ψ, φ) — точка
на поверхности Земли с долготой ψ и широтой φ, пусть p′r = (ψr, φr) —
некоторая базовая точка, расположенная в интересующей нас области.
Обозначим p = (x, y) — образ точки p′ на плоскости. Тогда:

x = R · cos (ψ) · (ψ − ψr) ,

y = R · (ϕ− ϕr) ,

где R — средний радиус Земли.
Данное отображение приведено в качестве примера. Дальнейшее из-

ложение принципиально не зависит от выбора той или иной картогра-
фической проекции.

Дадим определение траекторий-компаньонов. Рассмотрим oi, oj ∈ O
— две траектории. Введем параметры tmin, dmin ∈ R. Пару траекторий(
oi, oj

)
будем называть (tmin, dmin)-компаньонами, если существуют мо-

менты времени ta < tb, tb − ta ≥ tmin, ta, tb ∈ T , такие что для любого
момента времени tk ∈ [ta, tb] имеет место d

(
pik, p

j
k

)
≤ dmin, где d — обо-

значает евклидово расстояние. Отрезок [ta, tb] будем называть совмест-
ным участком траекторий-компаньонов.

Параметры tmin, dmin характеризуют минимальную продолжитель-
ность совместного участка двух траекторий и максимально допусти-
мое расстояние между объектами на протяжении совместного участка.
Данные параметры являются фиксированными и не зависят от выбора
объектов.

Далее, для краткости, траектории, являющиеся (tmin, dmin)- компа-
ньонами, будем называть просто траекториями-компаньонами.

Задача поиска пар траекторий-компаньонов ставится следующим об-
разом: дано множество траекторий O = {o1, o2, ..., on} и значения па-
раметров tmin, dmin ∈ R, необходимо найти все пары

(
oi, oj

)
, такие что

траектории oi и oj являются траекториями-компаньонами.
Дальнейшее изложение построено следующим образом. Сначала мы

опишем алгоритм вычисления предиката компаньонства и дадим оценку
сложности тривиального алгоритма поиска всех пар компаньонов. За-
тем мы опишем способ квантизации траекторий, позволяющий перей-
ти от рассмотрения вещественных координат, к целочисленным. Далее
будет описан алгоритм построения клеточного индекса — специальной
структуры данных для эффективного поиска на множестве траекторий.
Далее будет введено понятие похожих траекторий и описан алгоритм
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для их быстрого поиска. Затем мы построим локальный алгоритм по-
иска траекторий-компаньонов и дадим оценку его временной сложно-
сти. Затем мы опишем распределенный алгоритм поиска траекторий-
компаньонов в терминах операций map/reduce.

3. Алгоритм вычисления предиката компаньон-
ства

Введем предикат компаньонства r (ou, ov), который равен 1, если траек-
тории ou, ov являются компаньонами, и 0 - в противном случае.

Алгоритм для вычисления предиката r (ou, ov) описан далее (3.1).

Algorithm 3.1 Вычисление предиката компаньонства — TestPair
1: function TestPair( ou,ov )
2: Дано: пара траекторий (ou, ov)
3: Найти: значение предиката r (ou, ov)
4: флаг нахождения внутри совместного участка
5: flag ← 0
6: for j=1,. . . ,m do
7: if (flag = 0) &

(
d
(
puj , p

v
j

)
< dmin

)
then

8: совместный участок начался
9: flag ← 1

10: end if
11: if flag = 1 then
12: if

(
d
(
puj , p

v
j

)
< dmin

)
&
(
d
(
puj+1, p

v
j+1

)
< dmin

)
then

13: совместный участок продолжается
14: tcmn ← tcmn + (tj+1 − tj)
15: end if
16: if (d

(
puj , p

v
j

)
< dmin)&(d

(
puj+1, p

v
j+1

)
≥ dmin) then

17: совместный участок завершен
18: flag ← 0
19: проверяем, превышает ли длительность заданный порог
20: if tcmn > tmin then
21: return 1
22: end if
23: end if
24: end if
25: end for
26: return 0
27: end function
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Обозначим за F — временную сложность вычисления предиката
r
(
oi, oj

)
. Из описания алгоритма 3.1 очевидно следует, что F = O(m), где

m — число моментов времени, на которых заданы положения объектов.
Тривиальный алгоритм поиска всех пар траекторий-компаньонов на

множестве O предполагает перебор всех пар
(
oi, oj

)
∈ O2 и вычисление

для каждой пары
предиката r. Очевидно, что временная сложность такого алгоритма рав-
на C2

n · F = O(m · n2). Заметим, что данная оценка справедлива при
одновременном стремлении к бесконечности как числа объектов — n,
так и числа точек в траекториях — m.

С практической точки зрения интересна задача построения алгорит-
ма, сложность которого относительно n была бы ниже.

В следующих разделах мы построим алгоритм поиска всех пар ком-
паньонов, который при определенных ограничениях на множество тра-
екторий имеет линейную сложность как по m, так и по n.

4. Квантизация траекторий

В данном разделе описан метод квантизации траекторий. Этот метод
предназначен для снижения объема траекторной информации и упро-
щения ее обработки.

Квантизация траекторий заключается в переходе от рассмотрения
точек с вещественными координатами к точкам с целочисленным коор-
динатам.

Процедура квантизации основана на разбиении пространства и вре-
мени на ячейки фиксированного размера. Обозначим ∆s ∈ R — размер
ячейки в пространстве,
∆t ∈ R — размер ячейки во времени.

Пусть p = (x, y, t) — некоторая точка в пространстве-времени. Обо-
значим
q (p) =

(
x̂, ŷ, t̂

)
, где

x̂ =

[
x

∆s

]
, ŷ =

[
y

∆s

]
, t̂ =

[
t

∆t

]
, x̂, ŷ, t̂ ∈ N.

Преобразование q (p) =
(
x̂, ŷ, t̂

)
будем называть (∆s,∆t)-квантизацией.

Значения
(
x̂, ŷ, t̂

)
представляют собой индексы ячеек пространства-

времени по соответствующим координатам.
Переход от вещественных координат к целочисленным индексам яче-

ек позволяет значительно упростить процедуру сравнения траекторий.
Однако, такая процедура приводит к снижению точности описания тра-
ектории.
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Также при квантизации может существенно сократиться объем па-
мяти, необходимый для хранения траекторных данных.

Если мы обозначим максимальные по модулю значения индексов яче-
ек по пространству и времени как Ns и Nt, то мы можем совместить все
три индекса (два индекса пространства и один индекс времени) в один
обобщенный индекс ячейки следующим образом

ĉ = w
(
x̂, ŷ, t̂

)
= t̂ ·N2

s + ŷ ·Ns + x̂.

Таким образом, последовательное применение функций q и w ставит
в соответствие каждой точке p ячейку пространства-времени с индексом
ĉ = w (q (p)). В дальнейшем, для краткости будем использовать следую-
щие обозначения:

ĉ (p) = w (q (p)) ,

p′ =
(
x′, y′, t′

)
= z (ĉ) ,

x′ = x (ĉ) , y′ = y (ĉ) , t′ = t (ĉ) .

Здесь функция ĉ ставит в соответствие каждой точке пространства-
времени
p = (x, y, t) целочисленный обобщенный индекс ячейки, а функция
z каждой ячейке с индексом ĉ ставит в соответствие точку p′ =
(x′, y′, t′), являющуюся геометрическим центром ячейки ĉ. Функции
x (ĉ) , y (ĉ) , t (ĉ)

по индексу ячейки возвращают соответствующие координаты ее гео-
метрического центра.

Отметим также, что переход от индексов по пространству и времени
x̂, ŷ, t̂ к обобщенному индексу ĉ полностью обратим:

t̂ (ĉ) = ĉ div N2
s ;

ŷ (ĉ) =
(
ĉ modN2

s

)
div Ns;

x̂ (ĉ) = ĉ modNs.

В результате процедуры квантизации, каждой траектории oi может
быть поставлена в соответствие последовательность обобщенных индек-
сов ячеек — oi ∼

(
ĉi1, . . . , ĉ

i
m

)
.

Квантизацию траектории oi будем обозначать так: ôi = Q
(
oi
)
.

Отметим, что чем меньше значения параметров ∆s, ∆t, тем ближе
будет квантизованная траектория к исходной.

Пусть ĉ — обобщенный индекс некоторой ячейки. Обозначим

D (ĉ) =
{
w
(
x̂ (ĉ) + dx, ŷ (ĉ) + dy, t̂ (ĉ) + dt

)
|dx, dy, dt ∈ {−2, 0, 2}

}
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множество ячеек, соседних с ячейкой ĉ.
Заметим, что если

∆s =
dmin√

2
,

где dmin — максимально допустимое расстояние между компаньона-
ми, то всякие две точки, которые находятся на расстоянии, не превышаю-
щем dmin, в результате процедуры квантизации гарантированно попадут
в соседние ячейки. При этом под соседними ячейками понимаются та-
кие ячейки, у которых индексы по каждой из координат отличаются не
более, чем на 2. Далее, будем полагать, что данное ограничение на ∆s

выполнено.
Также будем полагать, что ∆t � tmin.

5. Алгоритм построения клеточного индекса

В данном разделе вводится специальная структура данных — клеточный
индекс, и описывается алгоритм для его построения.

Клеточный индекс для каждой ячейки пространства-времени содер-
жит список объектов, которые находятся в данной ячейке или соседней
с ней.

Иными словами, клеточный индекс реализует функцию

K (ĉ) =
{
i|∃j ∈ {1, ...,m} , ĉ ∈ D

(
ĉij
)}

Отметим, что на практике данные обычно являются разреженными,
т.е. существует значительное количество пространственно-временных
ячеек, в которых отсутствуют точки траекторий. В связи с этим, для
реализации клеточного индекса целесообразно использовать контейнер
типа Ключ-Значение. Ключом поиска в этом массиве будет обобщенный
индекс ячейки, а значением — множество идентификаторов объектов,
которые посещали данную ячейку или соседние с ней.

Ниже приведено описание алгоритма построения клеточного индекса
(5.1).

6. Похожие траектории и алгоритм их поиска

Положим oi, oj ∈ O — две траектории. Далее, рассмотрим последова-
тельности ячеек, полученные в результате квантизации:

ôi =
(
ĉi1, . . . , ĉ

i
m

)
,
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Algorithm 5.1 Построение клеточного индекса — BuildIndex
1: function BuildIndex( Ô = {ô1, ô2, ..., ôn} )
2: Дано: множество квантизованных траекторий Ô
3: Найти: контейнер типа Ключ-Значение,
4: реализующий отображение K (ĉ)
5: Создаем пустой контейнер типа Ключ-Значение
6: K ← []
7: пробегаем по всем траекториям
8: for i=1,. . . ,n do
9: пробегаем по точкам траектории

10: for j=1,. . . ,m do
11: добавляем номер объекта oi во все ячейки из D

(
ĉij

)

12: for dx=-2,0,2 do
13: for dy=-2,0,2 do
14: вычисляем обобщенный индекс соседней ячейки
15: ĉ0 ← w

(
x̂
(
ĉij

)
+ dx, ŷ

(
ĉij

)
+ dy, t̂

(
ĉij

)
+ dt

)

16: добавляем oi в множество объектов ячейки ĉ0
17: K [ĉ0] .insert(i)
18: end for
19: end for
20: end for
21: end for
22: return res;
23: end function
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ôj =
(
ĉj1, . . . , ĉ

j
m

)
.

Будем называть пару траекторий
(
oi, oj

)
похожими, если существу-

ют номера
a, b ∈ {1, ...,m}, a < b, такие что

t
(
ĉib
)
− t
(
ĉia
)
≥ (tmin −∆t) ,

и для любого k ∈ {a, ..., b} имеет место ĉik ∈ D
(
ĉjk

)
, где D

(
ĉjk

)
-

множество ячеек, соседних с ĉjk.
Пусть

(
oi, oj

)
- траектории-компаньоны. Следовательно, на всяком

совместном участке [tu, tv] в любой момент времени tr ∈ [tu, tv] имеет
место:

d
(
pir, p

j
r

)
≤ dmin.

Ранее мы наложили ограничение на параметр квантизации:

∆s =
dmin√

2
.

Следовательно, ĉir ∈ D
(
ĉir
)
.

А так как продолжительность совместного участка у траекторий-
компаньонов равна не менее, чем tmin, то траектории

(
oi, oj

)
также будут

являться похожими. Следовательно, всякие траектории-компаньоны яв-
ляются похожими. Обратное в общем случае не верно.

Обозначим S (ô) — множество траекторий, похожих на ô.
Описанный ранее клеточный индекс позволяет построить эффектив-

ный алгоритм, который для заданной траектории находит множество
всех похожих на нее траекторий.

На верхнем уровне данный алгоритм можно описать так: пробегаем
скользящим окном (отрезком) [a, b], таким что (t (ĉb)− t (ĉa)) ≥ tmin, по
ячейкам квантизованной траектории ô = (ĉ1, . . . , ĉm). Для каждого поло-
жения отрезка [a, b] c помощью клеточного индекса находим все объекты,
которые присутствуют во всех ячейках ĉa, ..., ĉb и добавляем полученное
множество в общий результат.

Заметим, что так как при построении клеточного индекса мы добав-
ляли каждый объект не только в «свою» ячейку, но и во все соседние с
ней, то все траектории, похожие на ô, будут включены в ответ.

Ниже приведено описание этого алгоритма (6.1).
Введем некоторые ограничения на множество траекторий и с их уче-

том дадим оценки сложности алгоритма поиска похожих траекторий.
Пусть P,L ∈ R, а p0 = (x0, y0, t0) — некоторая точка в пространстве-

времени. Обозначим U(p0, P, L) — окрестность точки p0:
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Algorithm 6.1 Поиск траекторий, похожих на заданную
1: function GetSimilarTrajectories( ô, K )
2: Дано: квантизованная траектория ô = (ĉ1, . . . , ĉm),
3: клеточный индекс K
4: Найти: S — множество траекторий, похожих на ô
5: Создаем пустое множество траекторий
6: S ← [], a← 1, tsum ← 0
7: указатель b (правый край отрезка) пробегает по всем точкам
8: траектории ô
9: for b = 1, . . . ,m do

10: tsum ← tsum + (t (ĉb)− t (ĉb−1))
11: нашли совместный участок достаточной продолжительности
12: if tsum ≥ tmin −∆t then
13: пробуем переместить указатель a вперед
14: flag ← 1
15: while flag& (t (ĉa) < t (ĉb)) do
16: flag ← 0
17: if tsum − (t (ĉa+1)− t (ĉa)) ≥ tmin −∆t then
18: tsum ← tsum − (t (ĉa+1)− t (ĉa))
19: a← a+ 1
20: flag ← 1
21: end if
22: end while
23: if a = b then
24: break
25: end if
26: добавляем в S множество всех объектов,
27: которые побывали во всех ячейках на отрезке [a, b]

28: S ← S ∪
b⋂

j=a
K (ĉj)

29: end if
30: end for
31: return S
32: end function
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U (p0, P, L) = {p = (x, y, t) ||x− x0| ≤ P, |y − y0| ≤ P, |t− t0| ≤ L} .
Пусть D ∈ R, C ∈ N . Будем говорить, что множество траекто-

рий O = {o1, o2, ..., on} обладает (P,L,D,C)-свойством, если для всякой
траектории oi =

〈
pi1, ..., p

i
m

〉
и для любых a, b ∈ {1, ...,m}, таких что(

tib − tia
)
≥ D среди точек pia, ..., p̂ib найдется такая точка pij , что суммар-

ное число траекторий других объектов из O, точки которых содержатся
в U

(
pij , P, L

)
, не превосходит величину C.

Содержательно (P,L,D,C)-свойство означает, что для всякой траек-
тории из O на всяком отрезке достаточной длины найдется точка тра-
ектории, в (P,L)-окрестности которой общее число различных объектов
не превышает заданный порог C.

Заметим, что реальные данные (траектории автомобилей, пешеходов
и др.) обладают (P,L,D,C)-свойством при определенных значениях па-
раметров P,L,D,C.

Рассмотрим последовательность множеств траекторий O1, ..., Ok, ...,
каждое из которых обладает (P,L,D,C)-свойством. Положим, что при
стремлении k к бесконечности в множествах Ok число траекторий n и
число точек в траекториях m также стремятся к бесконечности. Имеет
место следующее утверждение.

Теорема 1. Если для параметров квантизации ∆s,∆t выполнено: ∆s <
P,∆t < L и tmin ≥ D, то при стремлении k к бесконечности время рабо-
ты алгоритма 6.1, примененного к произвольной квантизованной тра-
ектории из множества Ôk, не превосходит величину O

(
m2
)

в среднем.

Доказательство. Заметим, что сложность алгоритма 6.1 не превос-
ходит величину O(m) · (A+B). Здесь первый множитель O(m) соответ-
ствует числу возможных различных положений скользящего окна [a, b],
величина A — сложность вычисления операции пересечения множеств
b⋂

j=a
K (ĉj), а величина B — сложность вычисления операции объедине-

ния.
Из наличия (P,L,D,C)-свойства у множества траекторий Ok следу-

ет, что для всякой траектории oi и положения скользящего окна [a, b]
среди точек траектории pia, ..., pib найдется точка pij , в окрестности кото-

рой — U
(
pij , P, L

)
общее число различных объектов не превышает C. Из

определения операции квантизации следует, что точка pij будет преобра-
зована в некоторую ячейку ĉij c размерами ∆s,∆t. При этом сама точка
pij будет содержаться в ячейке ĉij . Так как ∆s < P,∆t < L, следователь-

но ячейка ĉij целиком содержится в окрестности U
(
pij , P, L

)
. А значит
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и общее число различных объектов, содержащихся в ячейке ĉij не пре-
восходит величину C. Далее, будем полагать, что клеточный индекс K
представляет собой хеш-таблицу, элементы которой также представляют
собой хеш-таблицы. Из этого следует, что A = C · (b − a) · O(1) = O(m)
в среднем. Здесь мы предполагаем что b − a < m и для вычисления
пересечения множеств достаточно проверить содержание элементов из
множества K

(
ĉij

)
во всех остальных множествах.

Сложность B, как легко видеть, линейным образом зависит от числа

объектов в пересечении
b⋂

j=a
K (ĉj). Следовательно B = O(m) в среднем.

В итоге получаем утверждение теоремы.
Перейдем к построению локального алгоритма поиска траекторий-

компаньонов.

7. Локальный алгоритм поиска компаньонов

Ниже приведено описание локального алгоритма поиска траекторий-
компаньонов. (7.1).

Необходимо отметить, что данный алгоритм осуществляет поиск точ-
ного решения задачи о компаньонах. Для каждой траектории сначала с
помощью алгоритма 6.1 ищется множество всех похожих на нее траек-
торий, а затем с помощью последующей проверки предиката компаньон-
ства 3.1 из найденного множества исключаются все траектории, которые
не являются компаньонами.

Для последовательности множеств траекторий O1, ..., Ok, ... имеет ме-
сто следующее утверждение.

Теорема 2. Если для параметров квантизации ∆s,∆t выполнено: ∆s <
P,∆t < L и tmin ≥ D, то при стремлении k к бесконечности время
работы алгоритма 7.1, примененного к множеству Ok, обладающему
(P,L,D,C)-свойством, не превосходит величину O

(
n ·m2

)
в среднем.

Здесь, как и ранее, n — число траекторий в Ok, m — число точек в
каждой траектории. При стремлении k к бесконечности параметры n и
m также стремятся к бесконечности.

Доказательство. Из описания алгоритма 7.1 видно, что его времен-
ная сложность равна O (n · (V +W · F )), где V — сложность работы ал-
горитма 6.1, а W — максимальное число траекторий, похожих на задан-
ную, F — сложность вычисления предиката компаньонства.

Из теоремы [?] следует, что V = O
(
m2
)
в среднем.

Далее заметим, что из наличия у множества траекторий (P,L,D,C)-
свойства следует, что общее число траекторий, похожих на заданную, не
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Algorithm 7.1 Локальный алгоритм поиска траекторий-компаньонов
1: function LocalSearch( O )
2: Дано: множество траекторий O
3: Найти: W — множество пар-компаньонов
4: cтроим множество квантизованных траекторий
5: Ô ← Q (O)
6: строим клеточный индекс
7: K = BuildIndex(Ô)
8: создаем пустое множество для сохранения результата
9: W ← []
10: пробегаем по всем траекториям
11: for i=1,. . . ,n do
12: ищем траектории, похожие на ôi

13: Si ← GetSimilarTrajectories(ôi,K)
14: for k = 1, . . . ,

∣∣Si
∣∣ do

15: проверяем, являются ли траектории компаньонами
16: g = TestPair

(
oi, ok

)

17: if g=1 then
18: помещаем пару траекторий в результат
19: W.insert

(
oi, ok

)

20: end if
21: end for
22: end for
23: return W
24: end function
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может быть более, чем C ·O(m), так как для всякого положения сколь-
зящего окна [a, b] найдется ячейка, в которой содержится не более C
объектов (см. алгоритм 6.1). Следовательно, W = C · O(m). Ранее (3)
было показано, что F = O(m).

Следовательно, сложность локального алгоритма поиска равна
O
(
m2 · n

)
в среднем. Теорема доказана.

Таким образом, алгоритм 7.1 имеет линейную сложность относитель-
но числа объектов, что делает его ценным с практической точки зрения,
так как обычно на практике число объектов n значительно превышает
число точек в траектории — m.

8. Распределенный алгоритм поиска

В данном разделе описан распределенный алгоритм поиска пар
траекторий-компаньонов. Описание алгоритма использует стандартную
терминологию (RDD, map, reduce, экзекьютор и др.), широко применя-
емую в распределенных вычислительных системах [4], [5], [6].

Ранее, в разделе 4, была введена функция квантизации ĉ, которая
ставит в соответствие каждой точке пространства-времени p целочислен-
ный индекс ячейки. При этом, все ячейки имеют одинаковые размеры:
∆s — по широте и долготе и ∆t — по времени.

Можно считать, что функция ĉ задается параметрами ∆s и ∆t. То
есть ĉ (p) = ĉ (∆s,∆t, p) .

Рассмотрим функцию Ẑ (p) = ĉ (Ds, Dt, p), где параметры Ds и Dt

принимают значения, значительно большие, чем ∆s и ∆t. Функция Ẑ
разбивает пространство-время на макро-ячейки значительно большего
размера. Данные макро-ячейки будем называть блоками.

Распределенный алгоритм основан на разбиении пространства-
времени на блоки. Размеры блоков Ds и Dt являются конфигурируемы-
ми и должны подбираться так, чтобы общий объем точек, попадающих в
блок, был достаточно мал, чтобы полностью поместиться в оперативную
память одного экзекьютора.

Распределенный алгоритм состоит из трех этапов:

1) разбиение исходных данных по блокам;

2) параллельная работа локальных алгоритмов поиска (7.1) на бло-
ках;

3) сбор результатов работы локальных алгоритмов на центральной
машине кластера.

Заметим, что при разбиении пространства-времени на блоки некото-
рые траектории-компаньоны могут оказаться потерянными. Это может
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произойти, если, например, части совместного участка компаньонства
располагаются в соседних блоках. При этом продолжительность каждой
из этих частей не превышает параметр tmin. Данный недостаток может
быть легко устранен за счет использования перекрывающихся блоков.
При этом размер перекрытия по времени должен быть не менее, чем
tmin, а размер перекрытия по каждой из координат должен быть не ме-
нее, чем tmin · Vmax, где Vmax - максимально возможная скорость дви-
жения объекта. Далее, для простоты мы будем полагать, что блоки не
перекрываются.

Отметим, что при фиксированном числе экзекьюторов временная
сложность распределенного алгоритма асимптотически равна сложности
локального алгоритма — O

(
n ·m2

)
, где число траекторий — n и число

точек в траекториях — m одновременно стремятся к бесконечности (см.
раздел 7.1).

Ниже приведено детальное описание распределенного алгоритма
(8.1).

Algorithm 8.1 Распределенный алгоритм поиска траекторий компаньо-
нов
1: function DistributedSearch( O )
2: Дано: распределенное множество точек траекторий O = RDD[p]
3: Найти: W — множество пар траекторий-компаньонов
4: Каждой точке p ставим в соответствие пару

(
Ẑ (p) , p

)
,

5: где Ẑ (p) - номер блока b, в котором находится точка p.
6: RDD[b, p]G← O.map

(
p⇒

(
Ẑ (p) , p

))

7: Группируем точки по номерам блоков
8: RDD[b,Ob]B ← G.groupByKey
9: Здесь B представляет собой RDD-контейнер типа
10: Ключ-Значение, где ключом выступает номер блока b,
11: а значением — множество точек, которые принадлежат
12: блоку — Ob.
13: Заметим, что после операции groupByKey каждое множество Ob

14: будет гарантированно размещено целиком на одном экзекьюторе.
15: Далее, для каждого блока запускаем локальный алгоритм (7.1)
16: RDD[

(
oi, oj

)
]H ← B.map ((b,Ob)⇒ LocalSearch (Ob))

17: Устраняем возможные повторения и собираем результат
18: на управляющей машине кластера
19: W ← H.distinct.collect
20: return W
21: end function
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Distributed companion trajectory search algorithm
Sokolov A.P., Aliseychik P.A., Moiseev S.V.

The work is focused on development of the distributed algorithm
for search of companion-trajectories. We call two trajectories as
companion-trajectories if they both contain section of required duration
on which at any time moment distance between two objects is no
larger than specified threshold. It’s assumed that search is performed on
database that is so big that it cannot be stored and processed on a single
work station. Such tasks are usually called big-data tasks. We define
trajectory quantization procedure, introduce cell index data structure,
define similar trajectories. Then we build effective algorithm for search
of similar trajectories. Based on this algorithm we develop effective
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local and distributed algorithms for search of companion trajectories.
Asymptotic complexity of these algorithms is estimated.

Keywords: big-data, geo-spatial data analysis, trajectory analysis,
companion-trajectory search, similar trajectory search, traffic analysis.
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Часть 3.
Математические модели



 



Локально восстанавливаемые коды на
графах

Валинуров Д.Ю.1

Локально восстанавливаемые коды (LRC коды) это линейные
коды с представляющим большой интерес для приложений свой-
ством, что каждый символ кодового слова можно восстановить по
небольшому множеству других символов. Символы кода можно ин-
терпретировать как серверы с некоторой информацией. Тогда ста-
новится естественным задание топологии этих серверов в виде гра-
фа, в котором для каждого сервера указаны сервера, по данным
из которых можно однозначно восстановить его данные. В статье
рассматриваются LRC коды для некоторых типов топологий и при-
водятся оценки на скорость таких кодов.

Ключевые слова: коды исправляющие ошибки, локально вос-
станавливаемые коды, коды на графах.

1. Введение

С распространением систем хранения информации появилась необходи-
мость в восстановлении стёртой информации с затратой минимального
количества ресурсов. Одним из направлений исследований стали LRC
коды, в которых стёртый символ может восстанавливаться по неболь-
шому количеству других символов. Если представить систему хранения
информации как множество датацентров, объединённых в некоторую то-
пологию, то естественной становится задача восстановления потерянной
информации с учётом этой топологии. В статье представлены оценки на
скорость кода в произвольной топологии, заданной графом, и конструк-
ция кода с субпакетизацией. Рассмотрена достижимость построенным
кодом оценок на скорость кода в простейших топологиях — цикле и торе.

Обозначим через Fq конечное поле из q элементов. Назовём (n, k) ко-
дом над алфавитом A подмножество C ⊆ An мощности |C| = Ak. Далее

1Валинуров Денис Юрьевич — аспирант каф. математической теории интеллекту-
альных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: denis.valinurow@yandex.ru.

Valinurov Denis Yurevich — graduate student, Lomonosov Moscow State University,
Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of Intellectual
Systems.
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будем рассматривать линейные [n, k] коды над конечным полем Fq —
k-мерное линейное подпространство Fn

q , где k является размерностью
кода dim(C). Скоростью (n, k) кода назовём величину R = k

n .

Определение 1. Минимальным расстоянием кода C называется вели-
чина d = minx,y∈C,x6=y h(x, y), где h — расстояние Хэмминга, то есть
количество компонент, в которых векторы не равны. Нетрудно пока-
зать, что для линейных кодов d = minx∈C,x6=0w(x), где w(x) - вес слова
x, то есть количество ненулевых компонент.

Из минимального расстояния получается такая характеристика кода,
как корректирующая способность. Код с минимальным расстоянием d
может исправить d− 1 стираний.

Для линейных кодов известна оценка Синглтона d 6 n−k+1. Коды,
на которых достигаются равенство в этой оценке, называются раздели-
мыми кодами с максимальным расстоянием илиМДР кодами. Наиболее
известным примером МДР кодов являются коды Рида-Соломона [2].

Обозначим за [n] множество {1, 2, ..., n}. Ограничением C|A кода C на
множество координат A ⊆ [n] назовём код, полученный из C удалением
всех координат не из A.

Определение 2. Говорим, что (n, k) код обладает свойством
r-локальности, если выполняется следующее: для любого i ∈ [n] суще-
ствует подмножество Ri ⊆ [n] \ i, |Ri| ≤ r такое, что ограничения
множества C (i, a) = {x ∈ C : xi = a} на Ri имеют пустое пересечение
для a 6= a′, то есть C|Ri (i, a)

⋂
C|Ri (i, a

′) = ∅.

Линейный код с таким свойством называется LRC [n, k, r] кодом
(locally recoverable code). Множества Ri будем называть локальностя-
ми. Из определения видно, что i-ый символ не может принимать разные
значения при одинаковых значениях символов из Ri. Поэтому можно го-
ворить, что символ i однозначно восстанавливается по множеству Ri и
является функцией символов α1, α2, ..., αr ∈ Ri. Поэтому локальные коды
обладают важным свойством, что каждый символ можно восстановить
по небольшому количеству других символов, что позволяет избежать пе-
редач больших объемов данных для восстановленя.

В статье [3] доказаны основные оценки на скорость R и минимальное
расстояние d для LRC кода: d 6 n − k − dkr e + 2, R 6 r

r+1 . LRC код
называется оптимальным, если он достигает равенства в оценке на ми-
нимальное расстояние: d = n− k − dkr e+ 2.

Обычно сервера связаны в сеть, называемую топологией и задавае-
мую некоторым графом. Обозначим G(V,E) — граф с множеством вер-
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шин V и множеством рёбер E. Для произвольного графа G(V,E) и про-
извольной вершины v в этом графе обозначим

N(v) = {x : x ∈ V, (v, x) ∈ E}.

Если S — множество, то примем N(S) =
⋃
s∈S

N(s).

Определение 3. Пусть G — произвольный граф без петель и кратных
рёбер с занумерованным множеством вершин V = {1, . . . , n}. Говорим,
что [n, k, r] LRC код C является кодом для топологии задаваемой гра-
фом G, если для каждого i выполнено N(i) = Ri, то есть соседние вер-
шины в графе G являются одновременно локальностью для этой верши-
ны в коде C (для неориентированных графов считаем, что ребро идёт
в обе стороны).

Коды над топологиями слабо изучены в литературе, но многие оценки
на эти коды следуют из оценок для произвольных LRC кодов.

В статье [6] представлена торическая топология локальных кодов.
Кодовым словом является матрица m×n. Символы можно восстанавли-
вать локально по строке и по столбцу, то есть если в строке происходит не
более a стираний, то их можно восстановить используя только символы
этой строки с помощью [n, n− a] кода Crow. Аналогично, если в столбце
происходит не более b стираний, то их можно восстановить локально с
помощью [m,m− b] кода Ccol.

В статье [8] представлены конструкции кодов для произвольных гра-
фов. Для неориентированных графов находится максимальное паросо-
четание, и информация в вершинах на концах одного ребра этого паро-
сочетания дублируется. Для ориентированных графов дублируется ин-
формация во всех вершинах каждого цикла.

Определение 4. Говорим, что код C для топологии G(V = {1, . . . , n}, E)
исправляет локально e стираний, если для x = (x1, . . . , xn) ∈ C и произ-
вольного U ⊂ V, |U | 6 e выполнено следущее условие: для любого i ∈ U
существует функция fUi такая что xi = fUi ({xj : j ∈

⋃
l∈U

N(l) \ U}).

LRC коды с несколькими стираниями в литературе называются ME-
LRC кодами, оценки на скорость и расстояние таких кодов изучаются
в [7]. Также в литературе встречаются t-LRC коды, где для каждого
символа существует t непересекающихся локальностей, по которым этот
символ может быть независимо восстановлен. Ясно, что t-LRC коды так-
же могут локально восстанавливать любые t стираний. Оценки на t-LRC
коды были изучены в [4].
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В дальнейшем помимо линейных кодов будем рассматривать коды
над алфавитом A = Fw

q . Каждый символ такого кода будем интерпрети-
ровать как сервер, хранящий вектор из w значений из Fq. В литературе
параметр w называется субпакетизацией. Обозначим общую длину тако-
го кода как N = nw, размерность – K = kw. Такие коды конкатенацией
векторов для каждого сервера могут быть сведены к линейным кодам.
Если на множестве серверов такого кода задана локальность, то соответ-
ствующий r-локальный код будем называть [n, k, r, w] кодом.

Определение 5. Введём расстояние между вершинами графа:
dist(v1, v2), как минимальное количество рёбер в пути между верши-
нами v1 и v2. Назовём r-локальностью вершины v в графе G с функцией
расстояния dist множество N(v, r) = {v′ : dist(v, v′) ≤ r}.

Таким образом, далее будем считать, что каждая вершина графа по
умолчанию хранит символ из Fq, если же задан параметр w, то хранит
вектор из Fw

q . А рёбра графа задают локальности, то есть информация в
вершине может быть однозначно восстановлена по информации из смеж-
ных вершин.

2. Оценки на код для произвольных топологий

В этом разделе приведём утверждения, верные для локальных кодов
над произвольными графами. Как следствие теоремы 2.1.1 из статьи [3]
получим следующее утверждение.

Утверждение 1. Пусть G(V,E) — ориентированный граф, C — код для
топологии G, S ⊆ V — подмножество вершин G такое, что подграф,
натянутый на вершины V \ S, является ациклическим. Тогда имеем
неравенство на размерность кода: dimC 6 |S|.

Доказательство. Рассмотрим подграф, натянутый на вершины V \ S.
Из ацикличности следует, что в подграфе существует вершина v без ис-
ходящих рёбер. То есть локальность этой вершины целиком лежит в S,
поэтому данные вершины v однозначно восстанавливаются по данным
вершин из множества S.

Подграф, натянутый на вершины V \(S ∪ {v}), также является ацик-
лическим, поэтому далее действуем аналогично. В итоге получается, что
все вершины из V \S однозначно восстанавливаются по вершинам S, от-
куда получаем dimC 6 |S|.

Определение 6. Разбиением неориентированного графа G на непере-
секающиеся клики назовём разбиение множества вершин V на непе-

94



ресекающиеся подмножества A1, . . . , Al такие, что
⋃
i∈[l]

Ai = V и для

каждого i подграф, натянутый на вершины Ai, является полным.

Лемма 1. Пусть G(V,E) — неориентированный граф, A1, . . . , Al — его
разиение на непересекающиеся клики. Тогда существует код C для то-
пологии G, исправляющий локально e стираний, для которого выполнено
dimC > |V | − e · l
Доказательство. В клике любые две вершины соединены ребром, по-
этому на вершинах клики Ai мы можем построить [|Ai|, |Ai| − e] МДР
код Ci, который будет исправлять любые e стираний. Таким образом,
если e стираний попадают в одну клику, то мы можем локально вос-
становить все стирания, используя код Ci. Если e стираний попадают
в разные клики, то мы можем в каждой клике локально восстановить
попавшие в эту клику стирания с помощью соответствующего кода.

Объединим все проверочные соотношения кодов Ci и получим про-
верочные соотношения кода C. Для кода C будет выполнено dimC =∑
i∈[l]

dimCi =
∑
i∈[l]

(|Ai| − e) = |V | − e · l

Определение 7. Набором независимых подмножеств I множества
вершин V графа G назовём множества A1, . . . , Al ⊆ V такие, что для
любых i 6= j и любых x ∈ Ai, y ∈ Aj : x и y не соединены ребром. Мощно-
стью набора назовём число |I| = ⋃

i∈[l]
|Ai|. Множеством соседних вершин

набора назовём множество N(I) =
⋃
i∈[l]

N(Ai) \
⋃
i∈[l]

Ai. Расстоянием на-

бора назовём число D(I) = max
i∈[l]
|Ai|.

Лемма 2. Пусть G(V,E) – неориентированный граф, C - код для то-
пологии G, исправляющий локально e стираний. Рассмотрим I – набор
независимых подмножеств графа G c D(I) 6 e. Тогда dimC 6 |V | − |I|.
Доказательство. Для всех i выполнено (N(Ai) \Ai) ⊆ (V \ ⋃

i∈[l]
Ai). По-

этому из свойства восстановления e стираний по локальным соотноше-
ниям получается, что все вершины из

⋃
i∈[l]

Ai можно восстановить по вер-

шинам из V \ ⋃
i∈[l]

Ai, откуда следует искомое неравенство.

Замечание 1. Для более точной оценки в лемме 3 необходимо нахо-

дить наборы подмножеств с максимальной суммой
l∑

i=1
|Ai|. В случае

e = 1 задача состоит в нахождении максимального независимого мно-
жества, что эквивалентно нахождению минимального покрытия вер-
шин и является NP-полной задачей.
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Как обобщение теоремы 14 из [8] и как следствие теоремы 2.1.2 из [3]
может быть получено следующее утверждение.

Утверждение 2. Пусть C – [n, k, d] код для топологии G(V,E), ис-
правляющий локально e стираний. I – набор независимых подмножеств
G(V,E) такой, что |N(I)| 6 k − 1 и D(I) 6 e. Тогда d 6 n− k + 1− |I|.

Доказательство. Пусть R = (
⋃
A∈I

A) ∪ N(I) ∪ R′, где R′ – множество

k − 1 − |N(I)| произвольных вершин из V \ N(I). Рассмотрим код C|R,
свойство восстанавливать локально e стираний у него остаётся, так как
можно подставить в выколотые координаты кода C нули. Отсюда по
лемме 3 получаем, что dimC|R 6 k − 1. То есть dimC|R 6= dimC и код
C|R содержит нулевой вектор, поэтому d 6 n− |R| 6 n− k + 1− |I|.

3. Конструкция для графов с функцией расстоя-
ния

В этом разделе приведём конструкцию исправляющего локально e сти-
раний [n, k, r, w] кода в виде композиции МДР кодов для произвольного
неориентированного графа с заданной функцией расстояния. Под стира-
нием понимаем стирание всех w символов из одной вершины.

Определение 8. Граф G(V,E) называется (вершинно) транзитивным,
если для любых двух вершин v1, v2 ∈ V существует сохраняющее смеж-
ность биективное отображение множества вершин на себя f : V → V
такое, что f(v1) = v2.

У транзитивного графа окрестности каждой вершины устроены оди-
наково, и поэтому |N(v1, s)| = |N(v2, s)| для любых вершин v1, v2 и
расстояний s. Приведём конструкцию для случая транзитивного графа
G(V = {1, . . . , n}, E) и T |w, где T = |N(1, r2)|. Но конструкцию можно
рассматривать и для произвольного графа, что будет показано далее.

Построение 1. Будем строить код C длины N = nw. Обозначим
ω = w

T . Для каждой вершины разобьём множество из w символов, вхо-
дящих в эту вершину, на T частей, в каждой из которых ω симво-
лов. Таким образом, кодовое слово нашего кода C будет состоять из
nT частей (каждая по ω символов), которые мы проиндексируем мно-
жеством [n]× [T ].

Зафиксируем некоторый [w,w − eω] МДР код C, исправляющий eω
стираний. Далее для каждого i ∈ [n] выберем из всех вершин из N(i, r2)
по одной части, не выбранной ранее, и обозначим через Vi ⊆ [nw] —
соответсвующее выбранным частям подмножество символов.
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Добавим к коду C проверочные соотношения кода C, построенного
на выбранных символах, т.е. потребуем чтобы каждое слово c ∈ C удо-
влетворяло условию c|Vi ∈ C. Для каждого i ∈ [n] будет добавлено eω
проверочных соотношений, и все эти проверочные соотношения будут
линейно независимы, так как будут являться проверочными соотно-
шениями МДР кода, построенного на непересекающихся множествах
символов. Поэтому код C будет иметь размерность K = n(w − eω).

Теорема 1. Код C из построения 1 является [n, k, r, w] кодом для
транзитивного графа G(V,E) c заданной функцией расстояния, ис-
правляющего локально e стираний, и его скорость R = 1 − e/T , где
T = |N(v, r2)|, v ∈ V .

Доказательство. Код C имеет размерность K = n(w − eω), откуда сле-
дует оценка на скорость R = K/N = 1− e/T .

Нетрудно видеть, что вершины на расстоянии более r
2 + r

2 = r
не участвуют в одном проверочном соотношении, из чего следует r-
локальность.

Выберем произвольные e вершин, без ограничения общности пусть
это вершины {1, . . . , e}, и докажем, что их можно восстановить по ло-
кальностям. Рассмотрим множество S = {V (i) : ∃v ∈ [e], i ∈ N(v, r2)}.
Каждая часть любой из e стёртых вершин входит в некоторый V (j) ∈ S,
поэтому эта часть может быть восстановлена по соответствующим про-
верочным соотношениям C|V (j), так как C является [w,w − eω] МДР
кодом и может исправить стирание вплоть до e частей по ω символов в
каждой.

Замечание 2. Конструкция лучше работает для чётных r, например,
для r = 1 конструкция вообще не работает. В общем случае для по-
строения Vi не обязательно выбирать вершины из множества N(i, r2).
Достаточно требовать, чтобы расстояние между любыми двумя вы-
бранными вершинами не превосходило r. Например, для r = 1 нетруд-
но построить модифицированную конструкцию, которую покажем на
следующем примере.
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Над этим графом строим код с параметрами n = 6, r = 1, w = 2.
Каждую вершина содержит два символоа, и в двух соседних верши-
нах два символа являются копией друг друга. Одинаковыми цифрами
обозначены символы, которые являются копией друг друга. Скорость
полученного кода равна 1/2.

Замечание 3. Также конструкцию можно обобщить на случай
нетранзитивных графов. Для таких графов графов будем делить мно-
жество символов в каждой вершине на разное количество частей, а
именно вершину i поделим на |N(i, r2)| частей. Части, на которые де-
лится множество символов в вершине, также будем считать различ-
ными по размеру. Проиндексируем полученные части как ранее. Пусть
множество K(i, j) будет содержать те символы кода, которые входят
в часть j вершины i ∈ [n], где 1 ≤ j ≤ |N(i, r2)|.

Тогда для K(i, j) будут выполняться следующие равенства:⋃
1≤j≤|N(i, r

2
)|
K(i, j) = {iw + 1, . . . , (i + 1)w} и K(i1, j1) ∩K(i2, j2) = ∅ для

всех i, i1, i2 ∈ [n] и (i1, j1) 6= (i2, j2). То есть все части не пересекают-
ся, и объединение всех частей одной вершины составляет в точности
множество символов, содержащихся в этой вершине.

В конструкции для нетранзитивных графов вместо одного МДР ко-
да C будем рассматривать разные МДР коды Ci, каждый из которых
будет построен на координатах V (i) в обозначениях выше. Будем тре-
бовать, чтобы каждое слово c ∈ C удовлетворяло условию c|Vi ∈ Ci.

Обозначим
n(i) = |V (i)|,

h(i) = max
(v1,j1),(v2,j2),...,(ve,je),
∀t∈[e]: K(vt,jt)⊂V (i)

∑

t∈[e]
|K(vt, jt)|.

То есть величина h(i) равна максимальному размеру объединения
произвольных e частей, входящих в V (i). Тогда Ci будет строиться как
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[n(i), n(i)−h(i)] МДР код на координатах V (i) и будет исправлять сти-
рание любого множества e входящих в него частей серверов, так как
максимальный размер такого множества равен h(i). Поэтому теоре-
ма 1 также будет верна, но для меньшего значения скорости, а именно
R =

∑
i∈[n]

n(i)−h(i)
nw .

Для уменьшения избыточности можно требовать, например, что-
бы значение h(i)/n(i) было в точности равно e/|N(i, r2)|. В таком случае
все части, входящие в V (i), должны иметь одинаковый размер. Такое
разбиение на части не всегда существует, что будет видно далее. До-
пустим, что для кода Ci из каждой вершины v ∈ N(i, r2) выбрали части
с одинаковыми размерами ωi (ωi могут быть различны для i ∈ [n]). То-
гда должно выполняться:

∑
j∈N(i, r

2
)

ωj = w.

В итоге, для нахождения размерности кода получаем следующую
задачу целочисленного линейного программирования, где максимизиру-
емым значением является размерность искомого кода:





nw − ∑
i∈[n]

ωie→ max;

∑
j∈N(i, r

2
)

ωj = w, ∀i ∈ [n];

ωi > 0, ∀i ∈ [n].

4. Примеры LRC на графах

В этом разделе рассмотрим простейшие топологии: цикл и тор с задан-
ными на них функциями расстояний, то есть локальностями вершины v
будут множества N(v, r). Для этих топологий построим коды с исправле-
нием e стираний. Будем сравнивать параметры кодов для различных w с
оценками для LRC c w = 1, что в общем случае является неверным, так
как используя субпакетизацию также можно улучшать различные пара-
метры. Построенная ранее конструкция достигает простейшую нижнюю
оценку на скорость кода в рассматриваемых топологиях, но применима
и для произвольного графа.

Определение 9. Предельной скоростью семейства [n, k, r, w] ко-
дов над семейством графов {Gn}∞n=1 назовём величину R̃(r, e, w) =
supn→∞R(Gn, e), где R(Gn, e) — наибольшая скорость [n, k, r, w] кода над
графом Gn, который может исправлять стирания e серверов.
Предельной скоростью кода конструкции 1 назовём величину R̂(r, e, n) =
supw→∞R

′(Gn, w, e), где R′(Gn, w, e) — скорость кода конструкции 1,
исправляющего e стираний, над графом Gn с субпакетизацией w.
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4.1. Циклический граф

Циклическим графом Zn назовём граф с n вершинами на рисунке 3.
Зададим функцию расстояния и r-локальность согласно определению 5.

1

23

4

.... n

Рис. 1. Циклический граф локальности.

Для LRC с одним стиранием есть общая оценка на скорость кода из
статьи [3]: R 6 1 − 1

2r+1 , так как локальность в обычном смысле равна
2r. Далее покажем, что оптимальная скорость для циклического графа
меньше этого значения.

Утверждение 3. Для циклического графа Zn наибольшая скорость
LRC кода, исправляющего e ошибок, удовлетворяет следующим нера-
венствам:
1− e× d n

r+1e/n 6 R(Zn, e) 6 1− e× b n
r+ec/n.

Доказательство. Построим граф G, вершинами которого будут являть-
ся вершины Zn, а рёбрами будут соединены все пары вершин, расстояние
между которыми не превышает r.

Выберем в качестве набора независимых подмножеств графа G для
леммы 2 множествоM = {{(r+e)i+j : 1 6 j 6 e} : 0 6 i 6 b n

r+ec}. Тогда
по лемме 2: R 6 1− |M |/n = 1− e× b n

r+ec/n.
Подряд идущие r + 1 вершины графа G образуют клику, поэтому из

леммы 1 получаем R > 1− e× d n
r+1e/n.

Переходя в утверждении 3 к пределу при n→∞ получим следующую
теорему.

Теорема 2. Предельная скорость [n, k, r, w] кода над семейством {Zn}
удовлетворяет следующим неравенствам: 1− e

r+1 6 R̃(r, e, w) 6 1− e
r+e .

Доказательство. Переход к n→∞ в утверждении 3.

Естественно требовать, чтобы размер локальности каждой вершины
не превышал общего количества вершин. Следующее утверждение верно
для 2r + 1 6 n.
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Утверждение 4. Предельная скорость кода конструкции 1 для цикли-
ческого графа равна R̂(r, 1, n) = R̃(r, 1, w) = 1− 1

r+1 .

Доказательство. Следуя построению 1 и замечанию 2, для каждой вер-
шины i ∈ [n] выберем множество из r + 1 последовательных вершин
{i− b r2c, . . . , i+ d r2e} (считается, что вершины зациклены). Если r+1|w,
то разобьём выбранные вершины на части размера ωi =

w
r+1 , иначе по

замечанию 3 размеры частей можно выбирать равными ωi = b w
r+1c и

ωi = d w
r+1e. Далее возьмём часть размера ωi с каждой выбранной вер-

шины и построим на этих частях проверочное соотношение. Возьмём все
проверочные соотношения для каждого i ∈ [n]. Размерность итогового
кода K = nw − d w

r+1en, откуда R = 1 − d w
r+1e/w. При w → ∞ получаем

искомое.

Замечание 4. Следующий тривиальный пример удовлетворяющий
оценке леммы 2 показывает, что скорость может быть больше пре-
дельной скорости. Рассмотрим следующий код, заданный проверочной
матрицей:

[
1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1

]

Он имеет параметры n = 3, w = 2, r = 1, и его скорость R = 2/3, тогда
как предельная скороcть равняется 1/2.

4.2. Торическая топология

В этом разделе рассмотрим коды для торических топологий с e = 1.
Будем называть l-мерным тором решётку n1×n2×· · ·×nl с зациклен-

ными краями. Код C для двумерного тора можно получить как прямое
произведение 2 кодов для циклических графов с длинами n1, n2. Если
рассмотреть кодовые слова в виде матрицы n1×n2, каждая ячейка мат-
рицы имеет две локальности – по строке и по столбцу, так как каждая
строка и каждый столбец является кодовым словом кода над цикличе-
ским графом. Таким образом, скорость полученного кода равна ( r

r+1)
2.

Далее в этом разделе будем рассматривать коды для l-мерного тора, в
которых локальность задаётся множеством N(v, r) из определения 5.

Лемма 3. На l-мерном торе в шар радиуса r с центром в одной из
вершин v входит S(l, r) ∼ 2lrl

l! вершин при r →∞.

Доказательство. Для l = 1 утверждение очевидно. Докажем по индук-
ции для произвольного l.
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Пусть x1, . . . , xl - измерения l-мерной решётки, центр шара располо-
жим в точке (0, . . . , 0). Нужно оценить количество целочисленных реше-
ний неравенства |x1| + . . . + |xl| 6 r. Неравенство x1 + . . . + xl 6 r по
правилам комбинаторики имеет Cr

r+l неотрицательных целочисленных
решений. Ровно столько вершин шара с неотрицательными координата-
ми. Аналогичное количество получится если какие-то xi будут неполо-
жительны. Всего есть 2l комбинаций выбора какие координаты будут
неположительны, а какие неотрицательны. Тогда если просуммировать
Cr
r+l для каждой комбинации, то вершины, у которых некоторые коор-

динаты равны нулю, будут учтены дважды, а значит S(l, r) < 2lCr
r+l.

С другой стороны, по формуле включений-исключений c округлением
до второго слагаемого при r →∞ получаем: S(l, r) > 2lCr

r+l−lS(l−1, r) =
2lCr

r+l+o(r
l) = 2lrl

l! +o(rl), так как S(l−1, r) = O(rl−1) по индукции.

Лемма 4. На l-мерном торе при n1, . . . , nl, r →∞:
1) Существует множество вершин M1 такое, что расстояние

между любыми двумя вершинами этого множества превышает r и

|M1| = l!
l∏

i=1
ni/(r

l(1 + o(1)) + o(
l∏

i=1
ni).

2) Существует разбиение всех вершин тора на множество M2 под-
множеств таких, что расстояние между любыми двумя вершинами

одного подмножества не превышает r и |M2| = l!
l∏

i=1
ni/(r

l(1 + o(1)) +

o(
l∏

i=1
ni).

Доказательство. Пусть n1, . . . , nl достаточно большие. Отступим от
границ тора на расстояние r и будем покрывать оставшуюся область ша-
рами в метрике Манхэттена такими, что соседние шары имеют общую
грань. Ниже показан пример таких шаров радиуса 2 для l = 2.
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Отношение области, на которую мы отступили от краёв и которую

мы не замостим полностью, к
l∏

i=1
ni стремится к нулю, поэтому размер

этой области o(
l∏

i=1
ni).

1) Если выбрать радиусы шаров для замощения d r+1
2 e, то расстояние

между центрами любых шаров будет превосходить r. По лемме 3 раз-
мер шара радиуса d r+1

2 e равен 2ld r+1
2 el/l! + o(rl) = rl

l! + o(rl). Значит,

всего шаров в покрытии будет не менее l!
l∏

i=1
ni/(r

l + o(rl)) + o(
l∏

i=1
ni),

так как шары пересекаются. Таким образом, центры шаров являются
множеством M1 из первого утверждения леммы.

2) Если выбрать радиусы шаров для замощения b r2c, то все точ-
ки внутри одного шара будут находиться на расстоянии не превыша-
ющем r друг от друга. По лемме 3 размер шара также будет ра-
вен 2lb r2cl/l! + o(rl) = rl

l! + o(rl). Учитывая, что размер пересечения
шаров равняется o(rl) при r → ∞, получаем, что шаров не более

l!
l∏

i=1
ni/(r

l+o(rl))+o(
l∏

i=1
ni). Примем как подмножества из второго утвер-

ждения леммы рассмотренные шары и одноэлементные множества в об-
ласти на краях тора. Точки в пересечении двух шаров отнесём к любому
из этих шаров. Тогда получим множество M2 из второго утверждения
леммы.

Теорема 3. Для предельной скорости [n1× . . .×nl, k, r, w] LRC кода над
семейством l-мерных торов при r →∞ верно:

R̃(r, 1, w) = 1− l!/(rl(1 + o(1)).

Доказательство. Построим граф G, вершинами которого будут являть-
ся вершины тора, а рёбрами будут соединены все пары вершин, рассто-
яние между которыми не превышает r.

Из первого утверждения леммы 4 и леммы 2 для построенного гра-
фа G при n1, . . . , nl, r → ∞ получаем R̃(r, 1, w) 6 1 − l!/(rl(1 + o(1)).
Из второго утверждения леммы 4 и леммы 1 для графа G получаем
R̃(r, 1, w) > 1− l!/(rl(1 + o(1)).

В утверждении ниже как и ранее требуем, чтобы размер локальности
каждой вершины не превышал общего количества вершин.

Утверждение 5. Для l = 2 и r кратных 2 выполнено: R̂(r, 1, n) =
R̃(r, 1, w) = 1− 2

r2+2r+2
.

Доказательство. Рассмотрим следующее покрытие тора шарами ради-
уса r

2 . Разместим шар с центром в точке (x, y) тора. Разместим четыре
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шара с центрами в точках (x+ r
2 , y− r

2−1), (x+ r
2+1, y+ r

2), (x− r
2 , y+

r
2+1),

(x− r
2 − 1, y− r

2). Далее будем продолжать так же для уже построенных
шаров. Ниже показан пример такого покрытия для l = 2 и r = 4.

Построим граф G, вершинами которого будут являться вершины то-
ра, а рёбрами будут соединены все пары вершин, расстояние между ко-
торыми не превышает r. В шар радиуса r

2 входит r2+2r+2
2 вершин тора.

Шары из рассмотренного выше замощения покрывают все вершины то-
ра без пересечений, за исключением вершин на краях. Расстояние между
центрами шаров превышает r, поэтому можно рассмотреть центры ша-
ров покрытия как множество независимых вершин графа G для леммы
2, откуда получаем R̃(r, 1, w) 6 1− 2

r2+2r+2
. С другой стороны, сами ша-

ры образуют разбиение на клики диаметра r графа G, за исключением
вершин на краях. Поэтому из леммы 1 получаем R̃(r, 1, w) > 1− 2

r2+2r+2
,

так как количество непокрытых вершин на краях равно o(n1n2).
Построим конструкцию 1 над тором. Тор является транзитивным гра-

фом, поэтому из теоремы 1 получаем, что R̂(r, 1, n) = 1− 2
r2+2r+2

.

5. Заключение

В разделе 2 были получены оценки на скорость и минимальное рассто-
яние для произвольных графов. В разделе 3 представлена конструкция
для произвольных графов с субпакетизацией. В разделе 4 были рассмот-
рены коды на простейших графах – цикле и торе. Были получены оцен-
ки на скорость полученной конструкции и показана оптимальность этой
конструкции для некоторых типов графов. Большой интерес в литера-
туре представляет минимальное расстояние кодов, в статье этому уде-
лено немного внимания. В представленной конструкции субпакетизация
используется для построения локального кода, в общем случае интерес
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представляет также вопрос насколько субпакетизация может улучшить
параметры r-локального кода.
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Locally recoverable codes on graphs
Valinurov D.Y.

The locally recoverable codes (LRC codes) are linear codes with an
important for applications property that every symbol of a codeword
can be recovered from a small set of other symbols. Codeword symbols
can be interpreted as servers with information. It is natural to define
a topology of these servers as a graph so that every server can be
recovered using neighborhood servers in this graph. The paper provides
LRC code constructions for some topologies and bounds on the rate of
such codes.

Keywords: erasure coding, locally recoverable codes, codes on
graphs.
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Λ-выражения для
примитивно-рекурсивных функций в

иерархии Гжегорчика

Коновалов А.Ю.1

В данной работе рассматриваются Λ-выражения, построен-
ные на основе универсальных функций для классов примитивно-
рекурсивных функций иерархии Гжегорчика. Найдено достаточ-
ное условие на вид Λ-выражения, при котором это Λ-выражение
определяет примитивно-рекурсивную функцию из заданного клас-
са иерархии Гжегорчика.

Ключевые слова: иерархия Гжегорчика, примитивно-рекур-
сивные функции, строгая примитивно-рекурсивная реализуемость.

1. Введение

В [1] А. Гжегорчиком была разработана иерархия примитивно-рекурсив-
ных функций, которая в дальнейшим была улучшенная П. Акстом [2], и
на основе которой З. Дамнянович определил понятие строгой примитив-
но-рекурсивной реализуемости [3]. При исследовании данного вида реа-
лизуемости естественным образом возникают термы (далее — ϕ-термы),
строящиеся из выражений вида ϕiz(x1, . . . , xn), где ϕiz — обозначение для
примитивно-рекурсивной функции с номером z в нумерации П. Акста
для i-го уровня иерархии примитивно-рекурсивных функций. Одной из
особенностей ϕ-термов, которая затрудняет работу с ними, является их
«многоэтажность». В общем случае она не может быть устранена в си-
лу того факта, что для класса всех примитивно-рекурсивных функций,
находящихся на i-ом уровне иерархии Акста, отсутствует принадлежа-
щая этому классу универсальная функция. В данной работе разработана

1Коновалов Александр Юрьевич — канд. физ.-мат. наук, мл. науч. сотр. лаб. мате-
матических проблем искусственного интеллекта каф. математической теории интел-
лектуальных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: konoval@yopmail.com.

Konovalov Aleksandr Yurevich — Candidate of Physico-Mathematical Sciences, Junior
Researcher, Lomonosov Moscow State University, Faculty of Mechanics and Mathematics,
Chair of Mathematical Theory of Intellectual Systems, Laboratory of Mathematical
Problem of Artificial Intelligence.
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техника, которая позволяет осуществлять эквивалентные преобразова-
ния ϕ-термов, решая нетривиальную задачу сведения одних ϕ-термов к
другим. Автор полагает, что полученные результаты найдут применение
в дальнейших исследованиях понятия строгой примитивно-рекурсивной
реализуемости.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект №20-
01-00670.

2. Иерархия примитивно-рекурсивных функций

Будем использовать следующую общеупотребительную символику для
замены слов и словосочетаний естественного языка: 
 — «есть по опре-
делению»; ∀ — «для всех»; ∃ — «существует»; ⇐⇒ — «тогда и только
тогда, когда»; =⇒ — «если . . ., то . . .»; ¬ — «неверно, что». Символ 2

означает конец доказательста. Посредством N обозначаем множество на-
туральных чисел {0, 1, 2, . . .}.

Примитивно-рекурсивными называют функции натурального аргу-
мента, которые могут быть получены с помощью операций подстанов-
ки и рекурсии из следующих исходных функций: функции-константы
O(x) = 0, функции прибавления единицы S(x) = x + 1 и семейства
функций проекции Ini (x1, . . . , xn) = xi (n = 1, 2, ..., 1 ≤ i ≤ n).

Пусть p1, p2, . . . — последовательность всех простых чисел. Посред-
ством 〈a1, . . . , an〉 будем обозначать натуральное число pa11 · . . . ·pann , а че-
рез pia — степень простого числа pi при разложении натурального числа
a ≥ 1 на простые множители. Выражение pi0 будем считать равным 0
для любого i.

Будем использовать следующее обозначение для функций-констант:
cna(x1, . . . , xn) = a (n ≥ 1, a ≥ 0). Последовательность функций fn опре-
деляется в [1, §4] следующими соотношениями:

f0(x, y) = y + 1;

f1(x, y) = x+ y;

f2(x, y) = (x+ 1) · (y + 1);

для n ≥ 3 fn(x+ 1, y) = fn(x, fn(x, y)),

fn(0, y) = fn−1(y + 1, y + 1).

Введем обозначения для функций сигнум и симметрической разности:

sg(x) =

{
0, если x = 0,

1, если x > 0;
x	 y =

{
x− y, если x > y,

0, если x ≤ y.
Следуя [2] и [5], определим иерархию классов E0 ⊆ E1 ⊆ . . ., объеди-

нение которых есть в точности множество всех примитивно-рекурсивных
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функций. Будем говорить, что функция ϕ(z, x) получена ограниченной
рекурсией (по Аксту) из функций ψ(x), χ(z, y, x) и ξ(z, x), если выпол-
няются следующие соотношения:

ϕ(0, x) = ψ(x),

ϕ(z + 1, x) = χ(z, ϕ(z, x), x) · sg(ϕ(z, x)) · sg(ξ(z, x)	 ϕ(z, x)).

Пусть Θ = {θ1, . . . , θm} — конечное множество функций натурального
аргумента. Посредством E4(Θ) будем обозначать наименьший замкну-
тый относительно подстановки и ограниченной рекурсии класс функций,
который содержит все функции из Θ, а также следующие базовые функ-
ции: S, sg, 	, f4, Ini , c

n
a (n ≥ 1, 1 ≤ i ≤ n, a ≥ 0). Определим нумерацию

функций из класса E4(Θ) индукцией по построению функций из этого
класса:

• 〈0, ki, i〉 — номер функции θi, где ki — валентность θi (1 ≤ i ≤ m);

• 〈1, 1〉 — номер функции S;

• 〈2, n, a〉 — номер функции cna (n ≥ 1, a ≥ 0);

• 〈3, n, i〉 — номер функции Ini (n ≥ 1, 1 ≤ i ≤ n);

• 〈4, 1〉 — номер функции sg;

• 〈5, 2〉 — номер функции 	;

• 〈6, 2〉 — номер функции f4;

• 〈7, n, e0, e1, . . . , ek〉 — номер функции ϕ(x) = ψ(χ1(x), . . . , χk(x)) при
условии, что натуральное число e0 — номер k-местной функции
ψ ∈ E4(Θ), а натуральные числа e1, . . . , ek — номера n-местных
функций χ1, . . . , χk ∈ E4(Θ) соответственно (n ≥ 1, k ≥ 1);

• 〈8, n+ 1, e0, e
′, e′′〉 — номер (n+ 1)-местной функции ϕ, полученной

ограниченной рекурсией из функций ψ, χ и ξ:

ϕ(0, x) = ψ(x),

ϕ(z + 1, x) = χ(z, ϕ(z, x), x) · sg(ϕ(z, x)) · sg(ξ(z, x)	 ϕ(z, x))

при условии, что e0, e
′, e′′ — номера функций ψ, χ, ξ ∈ E4(Θ) соот-

ветственно (n ≥ 1).

Множество всех номеров функций из класса E4(Θ) обозначаем через
IΘ. Если e ∈ IΘ, то посредством ϕΘ

e обозначаем p2e-местную функцию
из E4(Θ) с номером e. Множество всех номеров n-местных функций из
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класса E4(Θ) обозначаем через IΘn (n ≥ 1). Определим 2-местную функ-
цию uΘ:

uΘ(e, a)

{
ϕΘ
e (p1a, ..., p(p2e)a), если e ∈ IΘ,

0, иначе.

Таким образом, функция uΘ является универсальной для класса E4(Θ)
в том смысле, что выполняется соотношение

ϕΘ
e (a1, . . . , an) = uΘ(e, 〈a1, . . . , an〉)

для всех натуральный чисел a1, . . . , an и e ∈ IΘn . Используя диагональный
метод (рассмотрев функцию uΘ(x, 〈x〉)+1) можно показать, что функция
uΘ не принадлежит классу E4(Θ).

Определим иерархию классов E4(Θ0) ⊆ E4(Θ1) ⊆ . . ., задав последо-
вательность множеств Θ0 ⊆ Θ1 ⊆ . . . следующим образом:

Θ0 = ∅, Θ1 = {uΘ0}, . . . , Θi = Θi−1 ∪ {uΘi−1}, . . .

Будем использовать следующие сокращения:

Ei 
 E4(Θi), ui 
 uΘi , Ii 
 IΘi , Iin 
 IΘi
n , ϕ

i
e 
 ϕΘi

e (i ≥ 0, n ≥ 1, e ≥ 1).

Предложение 1. Объединение
∞⋃
i=0

Ei представляет собой множество

всех примитивно-рекурсивных функций.

Доказательство. См. [1, Теорема 4.13], [2, Теорема на стр. 58].

Введем обозначения для следующих функций:

tn(x1, . . . , xn) = 〈x1, . . . , xn〉;

ε(x, y) =

{
1, если x = y,

0, если x 6= y;
if(z, x, y) =

{
x, если z = 0,

y, иначе;

in(z, i) =

{
1, если z ∈ Ii,

0, иначе;
in′(z, i, n) =

{
1, если z ∈ Iin,

0, иначе.

Предложение 2. Функции сложения, умножения, возведения в сте-
пень и функции ε, if, in, in′, pn, tn (n ≥ 1) принадлежат классу E0.

Доказательство. Функции сложения, умножения и возведения в сте-
пень являются элементарными по Кальмару [1, стр. 8, 9]. Из [1, Теоре-
мы 4.4, 4.7] и [2, Теорема на стр. 58] следует, что все элементарные по
Кальмару функции принадлежат E0. Функция in принадлежит классу
E0 в силу [2, §2], [5, §46]. Остальные функции принадлежат классу E0,
так как могут быть получены при помощи следующих подстановок:
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• ε(x, y) = (1	 sg(x	 y)) · (1	 sg(y 	 x))

• if(z, x, y) = (1	 z) · x+ sg(z) · y

• tn(x1, . . . , xn) = px11 · . . . · pxnn

• pn(x) = exp(x, pn), где exp — элементарная по Кальмару функция,
определяемая на стр. 13 в [1].

• in′(z, i, n) = in(z, i) · ε(p2z, n)

Для всякой функции g ∈ E0 фиксируем некоторый ее номер в клас-
се E0, который будем обозначать Λ[g]. Без ограничения общности будем
считать, что имеет место 1 ≤ p1Λ[g] ≤ 6, если g — базовая функция,
т.е. для базовых функций фиксирован именно тот номер, который ука-
зан в определении нумерации класса E4(Θ). Множество всех n-местных
функций из класса E0 обозначаем En0 (n ≥ 1).

3. ϕ-термы

Назовем ϕ-атомами предметные переменные и натуральные числа. Бу-
дем говорить, что выражение t есть ϕ-терм, если выполняется одно из
следующих условий:

• t — ϕ-атом;

• t имеет вид g(t1, . . . , tn), где g ∈ En0 , и t1, . . . , tn — ϕ-термы (n ≥ 1);

• t имеет вид ϕvs(t1, . . . , tn), где s, t1, . . . , tn — ϕ-термы, v — ϕ-атом
(n ≥ 1).

Через V ar(t) обозначаем множество всех предметных переменных, вхо-
дящих в ϕ-терм t. Будем называть замкнутыми те ϕ-термы, которые не
содержат переменных.

Для каждого замкнутого ϕ-терма t индуктивно определим его зна-
чение v(t) ∈ N ∪ {−1}. Будем писать !t, если v(t) 6= −1.

• v(a)
 a, если a — натуральное число;

• v(g(t1, . . . , tn))

{
g(v(t1), . . . , v(tn)), если !t1, . . . , !tn;

−1, иначе
, где g ∈ En0 ;
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• v(ϕis(t1, . . . , tn))




{
ϕiv(s)(v(t1), . . . , v(tn)), если !s, !t1, . . . , !tn и v(s) ∈ Iin;

−1, иначе.

Через [k1, . . . , kn/x1, . . . , xn] t будем обозначать результат подстанов-
ки в ϕ-терм t натуральных чисел k1, . . . , kn вместо всех вхождений пере-
менных x1, . . . , xn соответственно. Пусть t0, t1, t2 — ϕ-термы, все пере-
менные которых содержатся среди списка переменных x1, . . . , xn. Будем
говорить, что ϕ-термы t1 и t2 условно равны, и писать t1 ' t2, если имеет
место

v([k1, . . . , kn/x1, . . . , xn] t1) = v([k1, . . . , kn/x1, . . . , xn] t2) (1)

для всех натуральных чисел k1, . . . , kn. Будем говорить, что ϕ-терм t2
является доопределением ϕ-терма t1, и писать t1 2 t2, если имеет место
соотношение (1) для всех натуральных чисел k1, . . . , kn, для которых
верно ![k1, . . . , kn/x1, . . . , xn] t1. Назовем ϕ-терм t0 всюду определенным,
если выполняется ![k1, . . . , kn/x1, . . . , xn] t0 для всех натуральных чисел
k1, . . . , kn. Нетрудно показать, что отношения ' и 2, а также понятие
всюду определенного терма не зависят от выбора списка переменных
x1, . . . , xn.

Определим отношение u ∈a t, где u — ϕ-атом, t — ϕ-терм, a — конеч-
ная последовательность элементов множества N ∪ {↑, ↓}, индукцией по
построению ϕ-терма t:

• u ∈0 u;

• u ∈i, q g(t1, . . . , tn), если u ∈q ti (1 ≤ i ≤ n, g ∈ En0 );

• u ∈↑ ϕus (t1, . . . , tn);

• u ∈↓, q ϕus (t1, . . . , tn), если u ∈q s;

• u ∈i, q ϕus (t1, . . . , tn), если u ∈q ti (1 ≤ i ≤ n).

Произвольную тройку (u, t, a), для которой имеет место u ∈a t, назовем
вхождением ϕ-атома u в ϕ-терм t. Будем говорить, что ϕ-атом u имеет
вхождение в ϕ-терм t, если верно u ∈a t для некоторой последовательно-
сти a. Уровнем вхождения (u, t, a) назовем число символов ↓ в последо-
вательности a. Будем говорить, что вхождение (u, t, a) есть вхождение
в качестве верхнего индекса, если последовательность a оканчивается
символом ↑. Вхождения (u, t, a), для которых последний символ после-
довательности a есть 0, назовем вхождениями в качестве аргумента.
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Нетрудно видеть, что любое вхождение есть либо вхождение в качестве
верхнего индекса, либо вхождение в качестве аргумента.

Множество всех ϕ-атомов, которые имеют вхождения в качестве верх-
него индекса в ϕ-терм t с уровнем вхождения равным i, обозначаем
Ini(t). Множество всех переменных, которые имеют вхождения в каче-
стве аргумента в ϕ-терм t с уровнем вхождения равным i, обозначаем
Argi(t). Высотой ϕ-терма t назовем уровень вхождения, имеющего наи-
больших уровень среди среди всех вхождений ϕ-атомов в него. Высо-
ту ϕ-терма t обозначаем через h(t). Следующие леммы непосредственно
следуют из выше определенных понятий.

Лемма 1. Пусть s, t1, . . . , tn — ϕ-термы, u — ϕ-атом, i — натуральное
число. Тогда выполняются следующие соотношения

Ini(g(t1, . . . , tn)) =
n⋃

k=1

Ini(tk), Argi(g(t1, . . . , tn)) =
n⋃

k=1

Argi(tk),

In0(ϕus (t1, . . . , tn)) = {u} ∪
n⋃

k=1

In0(tk), Arg
0(ϕus (t1, . . . , tn)) =

n⋃

k=1

Arg0(tk),

Ini+1(ϕus (t1, . . . , tn)) = Ini(s) ∪
n⋃

k=1

Ini+1(tk),

Argi+1(ϕus (t1, . . . , tn)) = Argi(s) ∪
n⋃

k=1

Argi+1(tk).

Лемма 2. Пусть s, t1, . . . , tn — ϕ-термы, u — ϕ-атом. Тогда выполня-
ются следующие соотношения:

h(u) = 0;

h(g(t1, . . . , tn)) = max(h(t1), . . . , h(tn)), где g ∈ En0 ;

h(ϕus (t1, . . . , tn)) = max(h(s) + 1, h(t1), . . . , h(tn)).

Предложение 3. Пусть t — ϕ-терм. Тогда для всех натуральных чи-
сел n имеет место

h(t) ≤ n⇐⇒ Inn(t) = ∅. (2)

Доказательство. Индукция по построению ϕ-терма t.
Пусть t — ϕ-атом и n — произвольное натуральное число. Тогда верно

h(t) = 0 и Inn(t) = ∅. Следовательно, имеет место (2).
Пусть t имеет вид g(t1, . . . , tm) и n — произвольное натуральное чис-

ло. Тогда, применяя предположение индукции и леммы 1, 2, получаем

h(t) ≤ n⇐⇒ ∀i = 1, . . . ,m : h(ti) ≤ n⇐⇒
∀i = 1, . . . ,m : Inn(ti) = ∅⇐⇒ Inn(t) = ∅.
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Пусть t имеет вид ϕus (t1, . . . , tm) и n — произвольное натуральное
число. Заметим, что верно h(t) > 0 и u ∈ In0(t). Таким образом, имеет
место (2) при n = 0. Если n > 0, то, применяя предположение индукции
и леммы 1, 2, получаем

h(t) ≤ n⇐⇒ h(s) ≤ n− 1 и ∀i = 1, . . . ,m : h(ti) ≤ n⇐⇒
Inn−1(s) = ∅ и ∀i = 1, . . . ,m : Inn(ti) = ∅⇐⇒ Inn(t) = ∅.

4. Λ-выражения

Пусть t — ϕ-терм, x = x1, . . . , xm — список предметных переменных.
Определим ϕ-терм Λx. t индукцией по построению ϕ-терма t:

• Λx. a
 Λ[cma ], где a — натуральное число;

• Λx. y 
 Λ[Imk ], если y есть xk (1 ≤ k ≤ m);

• Λx. y 
 〈2,m, y〉, если переменная y не входит в список x;

• Λx. ϕus (t1, . . . , tn)
 〈7,m, s,Λx. t1, . . . , Λx. tn〉;
• Λx. g(t1, . . . , tn)
 〈7,m,Λ[g],Λx. t1, . . . , Λx. tn〉.

Отметим, что если переменная y не входит в список x, то имеет место
v([a/y] Λx. y) = Λ[cma ] для всех натуральных чисел a.

Предложение 4. Пусть t — ϕ-терм, x — список предметных пере-
менных. Тогда

Ini(Λx. t) = Ini+1(t) для всех i ≥ 0; (3)

Argi(Λx. t) = Argi+1(t) для всех i > 0; (4)

Arg0(Λx. t) = Arg1(t) ∪ (Arg0(t)− x). (5)

Доказательство. Индукция по построению ϕ-терма t.

• Докажем соотношение (3).

Пусть t — ϕ-атом. Тогда Ini(Λx. t) = ∅ = Ini+1(t), так как в ϕ-
термах t и Λx. t нет верхних индексов.

Пусть t имеет вид g(t1, . . . , tn). Тогда, применяя предположение ин-
дукции и лемму 1, получаем

Ini(Λx. t) = Ini(〈7,m,Λ[g],Λx. t1, . . . , Λx. tn〉) =

=
n⋃

k=1

Ini(Λx. tk) =
n⋃

k=1

Ini+1(tk) = Ini+1(g(t1, . . . , tn)).
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Пусть t имеет вид ϕus (t1, . . . , tn). Тогда, применяя предположение
индукции и лемму 1, получаем

Ini(Λx. t) = Ini(〈7,m, s,Λx. t1, . . . , Λx. tn〉) =

= Ini(s) ∪
n⋃

k=1

Ini(Λx. tk) = Ini(s) ∪
n⋃

k=1

Ini+1(tk) =

= Ini+1(ϕus (t1, . . . , tn)).

• Докажем соотношение (4).

Пусть t — ϕ-атом. Тогда h(t) = h(Λx. t) = 0. Т.к. i > 0, получаем
Argi(Λx. t) = ∅ = Argi(t).

В остальных случаях используем предположение индукции и лем-
му 1 аналогично доказательству соотношения (3).

• Докажем соотношение (5).

Пусть t — натуральное число a. Тогда

Arg0(Λx. a) = Arg0(Λ[cma ]) = ∅ = Arg1(a) ∪ (Arg0(a)− x).

Пусть t есть xi (1 ≤ i ≤ n). Тогда

Arg0(Λx. xi) = Arg0(Λ[Imi ]) = ∅ = Arg1(xi) ∪ (Arg0(xi)− x).

Пусть t — предметная переменная z, не входящая в список x. Тогда

Arg0(Λx. z) = Arg0(〈2,m, z〉) = {z} = Arg1(z) ∪ (Arg0(z)− x).

Пусть t имеет вид g(t1, . . . , tn). Тогда, используя предположение
индукции и лемму 1, получаем

Arg0(Λx. t) = Arg0(〈7,m,Λ[g],Λx. t1, . . . , Λx. tn〉) =

=
n⋃

k=1

Arg0(Λx. tk) =
n⋃

k=1

Arg1(tk) ∪
n⋃

k=1

(Arg0(tk)− x) =

= Arg1(g(t1, . . . , tn)) ∪ (Arg0(g(t1, . . . , tn))− x).

115



Пусть t имеет вид ϕus (t1, . . . , tn). Тогда, применяя предположение
индукции и лемму 1, получаем

Arg0(Λx. t) = Arg0(〈7,m, s,Λx. t1, . . . , Λx. tn〉) =

= Arg0(s) ∪
n⋃

k=1

Arg0(Λx. tk) =

= Arg0(s) ∪
n⋃

k=1

Arg1(tk) ∪
n⋃

k=1

(Arg0(tk)− x) =

= Arg1(ϕus (t1, . . . , tn)) ∪ (Arg0(ϕus (t1, . . . , tn))− x).

Введем следующие обозначения:

In≥i(t)

∞⋃

k=i

Ink(t), Arg≥i(t)

∞⋃

k=i

Argk(t). (i ≥ 0)

Из соотношений (3), (4) следует

In≥i(Λx. t) = In≥i+1(t) для всех i ≥ 0, (6)

Arg≥i(Λx. t) = Arg≥i+1(t) для всех i > 0. (7)

Предложение 5. Пусть t — ϕ-терм, x1, . . . , xn — списки предметных
переменных. Тогда выполняются следующие соотношения:

In≥i(Λxn . . .Λx1. t) = In≥i+n(t) для всех i ≥ 0; (8)

Arg≥i(Λxn . . .Λx1. t) = Arg≥i+n(t) для всех i > 0; (9)

Arg0(Λxn . . .Λx1. t) = (. . . ((Arg0(t)− x1) ∪Arg1(t)) . . .− xn) ∪Argn(t);
(10)

Arg≥0(Λxn . . .Λx1. t) = (. . . ((Arg0(t)− x1) ∪Arg1(t)) . . .− xn) ∪Arg≥n(t).
(11)

Доказательство. Соотношения (8), (9) следуют из (6), (7) соответствен-
но. Применяя (9) при i = 1, получаем

Arg≥0(Λxn . . .Λx1. t) = Arg0(Λxn . . .Λx1. t) ∪Arg≥1(Λxn . . .Λx1. t) =

= Arg0(Λxn . . .Λx1. t) ∪Arg≥n+1(t).

Таким образом, соотношение (11) сводится к (10). Докажем (10) индук-
цией по n. При n = 1 соотношение (10) справедливо в силу предложения
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4. Используя предположение индукции для натурального числа n рав-
ного n− 1, получаем

Arg0(Λxn . . .Λx1. t) =

= (. . . ((Arg0(Λx1. t)− x2) ∪Arg1(Λx1. t)) . . .− xn) ∪Argn−1(Λx1. t).

Используя тот факт, что для каждого i = 1, . . . , n−1 в силу предложения
4 имеет место Argi(Λx1. t) = Argi+1(t) , получаем (10).

Предложение 6. Пусть t — ϕ-терм, x1, . . . , xn — списки предметных
переменных и множество Arg≥i(t) не содержит переменных из списка
xi для каждого i = 1, . . . , n. Тогда имеет место

Arg≥0(Λxn . . .Λx1. t) = Arg≥0(t)− x1 . . . xn.

Доказательство. Применяя (11), получаем

Arg≥0(Λxn . . .Λx1. t) =

= (. . . ((Arg0(t)− x1) ∪Arg1(t)) . . .− xn) ∪Arg≥n(t) =

=

(
n−1⋃

k=0

Argk(t) ∪Arg≥n(t)

)
− x1 . . . xn = Arg≥0(t)− x1 . . . xn.

Предложение 7. Пусть t — ϕ-терм, v — ϕ-атом, x = x1, . . . , xm —
список предметных переменных, и верно In0(t) ⊆ {v}. Тогда имеет ме-
сто следующее условное равенство:

ϕvΛx. t(x) ' t. (12)

Доказательство. Пусть все переменные, входящие в ϕ-термы v и t, со-
держатся среди списка y = y1, . . . , yl. Осуществим подстановку произ-
вольных натуральных чисел k = k1, . . . , kl в правую и левую части услов-
ного равенства (12) вместо всех вхождений переменных y1, . . . , yl соот-
ветственно, и докажем, что имеет место

v([k/y]ϕvΛx. t(x)) = v([k/y] t)

индукцией по построению ϕ-терма t. Обозначим натуральное число
[k/y]v через j, и список натуральных чисел [k/y]x через k′.

• Пусть t есть натуральное число a. Тогда Λx. t есть Λ[cma ] и имеет
место:

v([k/y]ϕvΛx. t(x)) = v(ϕ
[k/y] v

[k/y] Λ[cma ]
([k/y]x)) = v(ϕjΛ[cma ](k

′)) =

= cma (k′) = a = v(a) = v([k/y]t).

117



• Пусть t есть переменная xi (1 ≤ i ≤ m). Тогда Λx. t есть Λ[Imi ] и
имеет место:

v([k/y]ϕvΛx. t(x)) = v(ϕ
[k/y] v

[k/y] Λ[Imi ]
([k/y]x)) = v(ϕjΛ[Imi ](k

′)) =

= Imi (k′) = k′i = v(k′i) = v([k/y]xi) = v([k/y]t).

• Пусть t есть переменная z, которая не входит в список x. Обозначим
[k/y] z через b. Тогда имеет место v([k/y]Λx. t) = v(〈2,m, b〉) = Λ[cmb ]
и верно:

v([k/y]ϕvΛx. t(x)) = v(ϕj
[k/y] Λx. t

(k′)) = v(ϕj〈2,m,b〉(k
′)) =

= cmb (k′) = b = v([k/y] z) = v([k/y]t).

• Пусть t имеет вид g(t1, . . . , tn), где g ∈ En0 (n ≥ 1). Введем следую-
щие обозначения:

t′ 
 [k/y] t, (Λx. t)′ 
 [k/y] Λx. t,

t′i 
 [k/y] ti, (Λx. ti)
′ 
 [k/y] Λx. ti (1 ≤ i ≤ n).

Тогда

(Λx. t)′ = [k/y] Λx. t = [k/y] 〈7,m,Λ[g],Λx. t1, . . . , Λx. tn〉 =

= 〈7,m,Λ[g], (Λx. t1)′, . . . , (Λx. tn)′〉. (13)

Из (13) следует, что верно !(Λx. t)′ и имеет место v((Λx. t)′) ∈ Ijm
тогда и только тогда, когда для всех i = 1, . . . , n верно !(Λx. ti)

′ и
имеет место v((Λx. ti)

′) ∈ Ijm.

Согласно лемме 1 имеет место In0(g(t1, . . . , tn)) =
n⋃
i=1

In0(ti). Сле-

довательно для каждого из ϕ-термов t1, . . . , tn выполняется условие

доказываемого предложения: In0(ti) ⊆
n⋃
i=1

In0(ti) ⊆ {v}. Таким об-
разом, в силу предположения индукции выполняются следующие
соотношения:

v(ϕj(Λx. ti)′(k
′)) = v(t′i) (1 ≤ i ≤ n). (14)

Из (14) следует, что верно !(Λx. ti)
′ и v((Λx. ti)

′) ∈ Ijm тогда и только
тогда, когда верно !t′i (1 ≤ i ≤ n).
Рассмотрим случай, когда v(t′i) = −1 для некоторого натурального
числа i (1 ≤ i ≤ n). Тогда или v((Λx. ti)

′) = −1, или v((Λx. ti)
′) 6∈ Ijm.

118



Следовательно, или v((Λx. t)′) = −1, или v((Λx. t)′) 6∈ Ijm. Таким
образом, имеет место:

v([k/y]ϕvΛx. t(x)) = v(ϕj(Λx. t)′(k
′)) = −1 =

= v(g(t′1, . . . , t
′
n)) = v(t′) = v([k/y] t).

Теперь пусть !t′1, . . . , !t
′
n. Тогда !(Λx. ti)

′ и v((Λx. ti)
′) ∈ Ijm для всех

i = 1, . . . , n. Следовательно, верно !(Λx. t)′ и v((Λx. t)′) ∈ Ijm. Таким
образом, имеет место следующая цепочка равенств:

v([k/y]ϕvΛx. t(x)) = ϕjv((Λx. t)′)(k
′) =

= ϕj〈7,m,Λ[g],v((Λx. t1)′),...,v((Λx. tn)′)〉(k
′) =

= ϕjΛ[g](ϕ
j
v((Λx. t1)′)(k

′), . . . , ϕjv((Λx. tn)′)(k
′)) =

= g(v(t′1), . . . , v(t′n)) = v(g(t′1, . . . , t
′
n)) = v(t′).

• Пусть t имеет вид ϕus (t1, . . . , tn) (n ≥ 1). Из In0(t) ⊆ {v} следует, что
верхний индекс u есть ϕ-атом v. Введем следующие обозначения:

t′ 
 [k/y] t, (Λx. t)′ 
 [k/y] Λx. t,

t′i 
 [k/y] ti, (Λx. ti)
′ 
 [k/y] Λx. ti (1 ≤ i ≤ n),

s′ 
 [k/y] s.

Тогда

(Λx. t)′ = [k/y] Λx. t = [k/y] 〈7,m, s,Λx. t1, . . . , Λx. tn〉 =

= 〈7,m, s′, (Λx. t1)′, . . . , (Λx. tn)′〉. (15)

Из (15) следует, что верно !(Λx. t)′ и имеет место v((Λx. t)′) ∈ Ijm
тогда и только тогда, когда имеет место !s′ и v(s′) ∈ Ijn, и для всех
i = 1, . . . , n верно !(Λx. ti)

′ и v((Λx. ti)
′) ∈ Ijm.

Согласно лемме 1 имеет место In0(ϕvs(t1, . . . , tn)) = {v}∪
n⋃
i=1

In0(ti).

Следовательно, для каждого из ϕ-термов t1, . . . , tn выполняется

условие доказываемого предложения: In0(ti) ⊆ {v} ∪
n⋃
i=1

In0(ti) ⊆
{v}. Таким образом, в силу предположения индукции выполняют-
ся соотношения (14). Из (14) следует, что имеет место !(Λx. ti)

′ и
v((Λx. ti)

′) ∈ Ijm тогда и только тогда, когда верно !t′i (1 ≤ i ≤ n).
Рассмотрим случай, когда v(t′i) = −1 для некоторого натурального
числа i (1 ≤ i ≤ n). Тогда или v((Λx. ti)

′) = −1, или v((Λx. ti)
′) 6∈ Ijm.
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Следовательно, или v((Λx. t)′) = −1, или v((Λx. t)′) 6∈ Ijm. Таким
образом, имеет место:

v([k/y]ϕvΛx. t(x)) = v(ϕj(Λx. t)′(k
′)) = −1 =

= v(ϕjs′(t
′
1, . . . , t

′
n)) = v(t′) = v([k/y] t). (16)

Рассмотрим случай, когда v(s′) = −1 или v(s′) 6∈ Ijn. Тогда или
v((Λx. t)′) = −1, или v((Λx. t)′) 6∈ Ijm. Таким образом, имеет место
цепочка равенств (16).

Пусть теперь !s′, !t′1, . . . , !t
′
n и v(s′) ∈ Ijn. В этом случае имеет место

!(Λx. ti)
′ и v((Λx. ti)

′) ∈ Ijm для всех i = 1, . . . , n. Следовательно,
верно !(Λx. t)′ и v((Λx. t)′) ∈ Ijm. Таким образом, имеет место следу-
ющая цепочка равенств:

v([k/y]ϕvΛx. t(x)) =

= ϕjv((Λx. t)′)(k
′) = ϕj〈7,m,v(s′),v((Λx. t1)′),...,v((Λx. tn)′)〉(k

′) =

= ϕjv(s′)(ϕ
j
v((Λx. t1)′)(k

′), . . . , ϕjv((Λx. tn)′)(k
′)) =

= ϕjv(s′)(v(t′1), . . . , v(t′n)) = v(ϕjs′(t
′
1, . . . , t

′
n)) = v(t′).

Предложение 8. Пусть t — ϕ-терм, v1, . . . , vn — ϕ-атомы, x1, . . . , xn
— списки предметных переменных и для каждого i = 1, . . . , n верно
Ini−1(t) ⊆ {vi}. Тогда имеет место следующее условное равенство:

ϕv1...
ϕvnΛxn...Λx1. t

(xn)
...
(x1) ' t. (17)

Доказательство. Индукция по n. Для n = 1 доказываемое утверждение
верно в силу предложения 7. Предположим, что оно справедливо для
натурального числа n равного n − 1. Тогда из предложения 4 следует,
что для всех i = 1, . . . , n− 1 верно Ini−1(Λx1. t) = Ini(t) ⊆ {vi+1}. Таким
образом, в силу предположения индукции имеет место

ϕv2. . .
ϕvnΛxn...Λx2.Λx1. t

(xn)
...
(x1) ' Λx1. t. (18)

Согласно предложению 7 верно

ϕv1Λx1. t
(x) ' t. (19)

Из (18), (19) получаем (17).
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5. Основные результаты

Пусть t — ϕ-терм и V ar(t) ⊆ {x1, . . . , xn}. Будем использовать запись
f(x1, . . . , xn) := t в случае, когда мы хотим рассмотреть частичной функ-
ция f типа Nn → N, определяемую соотношением

f(a1, . . . , an) =

{
v([a1, . . . , an/x1, . . . , xn]t), если ![a1, . . . , an/x1, . . . , xn]t;

не определено, иначе,
(20)

где a1, . . . , an — произвольный набор натуральных чисел. При этом о
функции f будем говорить, что она определяется ϕ-термом t. Пусть t
— замкнутый ϕ-терм и имеет место !t. Будем использовать запись e := t
для введения в рассмотрение натурального числа e равного v(t).

Теорема 1. Пусть t — ϕ-терм, v0, . . . , vn — ϕ-атомы, x0, . . . , xn, y —
списки предметных переменных, и выполняются следующие условия:

1) h(t) ≤ n+ 1;

2) для каждого i = 0, . . . , n множество Arg≥i+1(t) не содержит пе-
ременных из списка xi;

3) для каждого i = 0, . . . , n верно Ini(t) ⊆ {vi};

4) Arg≥0(t)− x0 . . . xn ⊆ y.

Тогда выполняются следующие утверждения:

1) V ar(Λxn . . .Λx0. t) ⊆ y;

2) h(Λxn . . .Λx0. t) = 0;

3) функция f(y) := Λxn . . .Λx0. t принадлежит классу E0;

4) имеет место условное равенство

ϕv0...
ϕvnf(y)(xn)

...
(x0) ' t. (21)

Доказательство. Из условия 1 и предложений 3, 5 получаем

In≥0(Λxn . . .Λx0. t) = In≥n+1(t) = ∅.

Применяя предложение 3, устанавливаем справедливость утвержде-
ния 2. Из утверждения 2 следует, что ϕ-терм Λxn . . .Λx0. t не содержит
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вхождений в качестве верхних индексов. Таким образом, применяя (6),
получаем

V ar(Λxn . . .Λx1. t) = Arg≥0(Λxn . . .Λx1. t) = Arg≥0(t)− x1 . . . xn (22)

Из (22) и условия 4 следует утверждение 1. В силу утверждения 1 функ-
ция f(y) := Λxn . . .Λx0. t корректно определена. Утверждение 3 следует
из утверждения 2. Утверждение 4 получаем из условий 2, 3 и предложе-
ния 8.

Теорема 2. Пусть t — ϕ-терм, v0, . . . , vn — ϕ-атомы, x0, . . . , xn —
списки предметных переменных, для которых выполняются следующие
условия:

1) h(t) ≤ n+ 1;

2) для каждого i = 0, . . . , n множество Arg≥i+1(t) не содержит пе-
ременных из списка xi;

3) для каждого i = 0, . . . , n верно Ini(t) ⊆ {vi};

4) Arg≥0(t) ⊆ x0 . . . xn.

Тогда выполняются следующие утверждения:

1) ϕ-терм Λxn . . .Λx0. t является замкнутым;

2) h(Λxn . . .Λx0. t) = 0;

3) !Λxn . . .Λx0. t;

4) для натурального числа e := Λxn . . .Λx0. t выполняется условное
равенство

ϕv0...
ϕvne (xn)

...
(x0) ' t. (23)

Доказательство. Утверждения 1, 2 получаем применением теоремы 1.
Утверждение 3 следует из утверждений 1, 2. Из утверждения 1, 3 полу-
чаем, что натуральное число e := Λxn . . .Λx0. t корректно определено.
Утверждение 4 следует из условий 2, 3 и предложения 8.

Предложение 9. Для каждого n ≥ 1 найдется такая функция gn ∈ E2
0,

что имеет место

ϕv. . . ϕvz(x1)
...
(xn) 2 ϕv. . . ϕvgn(z,v)(x1)

...
(xn) (24)

и ϕ-терм из правой части (24) является всюду определенным.
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Доказательство. Рассмотрим функцию φ(z, v) := if(in′(z, v, 1),Λ[c1
0], z).

Нетрудно видеть, что для всех натуральных чисел a, i верно φ(a, i) ∈ Ii1,
и имеет место φ(a) = a, если a ∈ Ii1.

Доказательство проведем индукцией по натуральному числу n. По-
ложим функцию g1 равной φ и покажем, что выполняется (24) для n = 1.
Действительно, пусть натуральные числа a, b, i таковы, что верно !ϕia(b).
Тогда a ∈ Ii1 и φ(a, i) = a. Следовательно, ϕia(b) = ϕiφ(a,i)(b). Покажем те-
перь, что ϕ-терм ϕvφ(z,v)(x) является всюду определенным. Действитель-
но, для всех натуральных чисел a, b, i верно φ(a, i) ∈ Ii1 и следовательно
имеет место !ϕiφ(a,i)(b).

Построим функцию gn+1 в предположении, что имеется функция gn,
для которой выполняется (24). В силу теоремы 1 имеет место

ϕvϕv. . . ϕvz(x1)
...
(xn)(xn+1) 2 ϕv

φ


ϕv. . . ϕvgn(z,v)(x1)

...
(xn), v




(xn+1) '

' ϕvϕv. . . ϕvgn+1(z,v)(x1)
...
(xn)(xn+1), (25)

где

gn+1(z, v) := Λx1 . . .Λxn. φ


ϕv. . . ϕvgn(z,v)(x1)

...
(xn), v


 .

Покажем, что ϕ-терм из правой части (25) является всюду определен-
ным. Осуществим подстановку натуральных чисел i, a, b1, . . . , bn, bn+1

вместо переменных v, z, x1, . . . , xn, xn+1 в (25). В силу предположения
индукции имеет место !ϕi. . . ϕign(a,i)(b1)

...
(bn). Тогда

φ


ϕi. . . ϕign(a,i)(b1)

...
(bn), i


 ∈ Ii1

и выполняется

!ϕi

φ


ϕi. . . ϕign(a,i)(b1)

...
(bn), i




(bn+1).

Следовательно, имеет место !ϕi
ϕi. . . ϕign+1(a,i)(b1)

...
(bn)

(bn+1).
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Предложение 10. Пусть i, a1, . . . , an — натуральные числа. Не суще-
ствует такого натурального числа e, для которого выполняется соот-
ношение

ϕi. . . ϕi
ϕiz(x)

(a1)
...
(an) 2 ϕi. . . ϕi

ϕie(z, x)
(a1)

...
(an). (26)

Доказательство. Предположим противное: для некоторого натурально-
го числа e верно (26). Тогда в силу теоремы 2 верно

ϕi. . . ϕi
ϕiz(z)

(a1)
...
(an) + 1 2 ϕi. . . ϕi

ϕie(z, z)
(a1)

...
(an) + 1 '

' ϕi. . . ϕi
ϕie′(z)

(a1)
...
(an) 2 ϕi. . . ϕi

ϕie′′(z)
(a1)

...
(an),

где e′ := Λz.Λx1 . . .Λxn.


ϕi. . . ϕi

ϕie(z, z)
(a1)

...
(an) + 1


 и e′′ = gn+1(e′, i),

а gn+1 — функция из предложения 9. Тогда !ϕi. . . ϕi
ϕie′′(e

′′)
(a1)

...
(an).

Следовательно, ϕi. . . ϕi
ϕie′′(e

′′)
(a1)

...
(an) + 1 = ϕi. . . ϕi

ϕie′′(e
′′)

(a1)
...
(an).

Получили противоречие.
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Λ-expressions for primitive recursive functions in the Grzegorczyk
hierarchy

Konovalov A.Yu.

In this paper we consider Λ-expressions constructed from universal
functions for functional classes of the Grzegorczyk hierarchy. We will
find a sufficient condition such that a given Λ-expression determines
a primitive recursive function from some level of the Grzegorczyk
hierarchy.

Keywords: Grzegorczyk hierarchy, primitive recursive functions,
strictly primitive recursive realizability.
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Число состояний универсального
автомата бесконечного экрана,
реализующего двунаправленное

движение на луче

Кузнецова Е.В.1

В работе рассматривается реализация одного класса законов
движения клеточным автоматом на бесконечном экране. Показа-
но, что минимальное число состояний клеточного автомата, моде-
лирующего двунаправленное движение точки на луче, при котором
точка не совершает 2 движения вправо подряд, равно 5.

Ключевые слова: клеточный автомат, число состояний, бес-
конечный экран, двунаправленное движение, конструирование
изображений.

1. Введение

Исследования по клеточным автоматам начались с работы Джона фон
Неймана [1]. В 1960-x годах Муром была доказана теорема о Райском
саде [2]. В 1970 году была опубликована игра Жизнь, автором которой
является математик Джон Конвей [3]. В 2002 году была опубликована
книга, в которой рассказывались широкие применения клеточных авто-
матов во всех областях науки [4].

На механико-математическом факультете МГУ им. Ломоносова ис-
следованием клеточных автоматов занимались В.Б. Кудрявцев, А.С.
Подколзин, А.А. Болотов. Результатами их исследований стала моно-
графия [5].

Тема конструирования стационарных изображений клеточными ав-
томатами была развита Е. Титовой в ее работах [6, 7, 8, 9]. Так, в работе
[6] рассматривалась задача конструирования изображений клеточными
автоматами на прямоугольном экране. В работе было показано, что для

1Кузнецова Екатерина Викторовна — инженер-разработчик, ООО НКБ "НИР e-
mail: kuz.net.sova@mail.ru.

Kuznetsova Ekaterina Viktorovna — engineer developer, LLC NKB "NIR".
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конструирования любого изображения необходимо и достаточно, чтобы
клеточный автомат имел 3 состояния.

В работе [7] продолжалось рассмотрение конструирования изображе-
ний клеточным автоматом на прямоугольном экране. В работе были да-
ны оценки времени формирования клеточным автоматом изображений
для разного числа состояний данного автомата.

Далее исследования сместились в область движения изображений на
экране, создаваемого клеточным автоматом.

Так, в работе [8], рассматривается движение одноклеточного изобра-
жения на конечном экране длины m. Даются оценки количества состо-
яний для конструирования автоматов, реализующих такие законы дви-
жения. Так, например, показывается, что четырех состояний достаточно
для создания автомата, реализующего любой закон движения, в котором
отсутствуют два движения вперёд подряд на конечном экране.

В работе [9] было подробно рассмотрено исследование движения точ-
ки на бесконечном экране. В работе описан алгоритм реализации на
экране широкого класса законов движения и исследована мера Бернул-
ли множества реализуемых законов движения. Показано, что почти все
законы движения являются реализуемыми. Также показано, что относи-
тельно Тихоновской топологии множество реализуемых законов движе-
ния относится к первой категории Бэра, т.е. очень мало.

Основным отличием предлагаемой работы является другой, более
широкий класс законов движения, в котором разрешено движение на-
зад.

В данной работе рассматривается конечный автомат и бесконечная
справа полоса шириной в одну клетку. К каждой клетке полосы при-
креплен свой экземпляр конечного автомата. Состояние автомата, при-
крепленного к клетке, зависит от состояния в предыдущий момент вре-
мени этого автомата и двух его входов, левого и правого. Под входами
будем понимать состояния автоматов, прикрепленных к соседним клет-
кам (имеются в виду две клетки: ближайшая слева и ближайшая спра-
ва). Нулевое значение состояния автомата считается состоянием покоя,
и автомат в состоянии покоя, если его соседи тоже в состоянии покоя,
остаётся в состоянии покоя.

В дальнейшем состояние автомата, прикрепленного к клетке, будем
называть состоянием клетки. Множество автоматов, прикреплённых к
клеткам полубесконечной прямой, является примером клеточного авто-
мата. Подробнее про клеточные автоматы можно почитать в книге [10].

Левый вход самой левой клетки полубесконечной полосы будем на-
зывать управляющим входом и будем подавать на него произвольные,
но определённые управляющие сигналы.
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Все клетки полубесконечной полосы будем называть экраном. Кон-
фигурацию из состояний клеточных автоматов в данный момент времени
будем называть изображением на экране.

Отметим, что состояния клетки интерпретируются не одинаково.
Так, состояние 0 интерпретируется, как состояние покоя, некоторое за-
ранее фиксированное подмножество состояний клетки, называемых мет-
ками, интерпретируются как клетки чёрного цвета, а все остальные со-
стояния, включая состояние покоя, интерпретируются как клетки белого
цвета. В результате на экране получается чёрно-белое изображение.

В работе накладывается ограничение на возможные изображения.
Так, двух меток на экране быть не может, т.е. две разные клетки не
могут принимать состояния, содержащиеся в подмножестве состояний,
считающихся меткой.

Законом движения точки на экране назовем последовательность, со-
стоящую из символов f, s, b (f −forward, s−stop, b− back), кодирующих
перемещение точки по экрану в каждый момент времени. Так, если в
момент времени t точка сместилась на одну клетку вправо, то t-ый член
последовательности примет значение f , если сместилась влево, то t-ый
член последовательности примет значение b, если никуда не сместилась,
то t-ый член последовательности примет значение s. Здесь время t от-
считывается от того момента, когда в самой левой клетке появляется
метка.

Подробнее про конструирование изображений и их движения на
экране можно почитать в статьях [6, 8].

Нас будет интересовать определенный класс S законов движения, в
которых нет двух символов f подряд.

Основной целью работы являлось определение наименьшего числа
состояний клеточных автоматов, при котором можно реализовать все
законы движения из класса S, при этом выбор управляющих сигналов
через управляющий вход экрана остаётся за нами, и зависит от закона
движения. В работе было показано, что минимальное количество состо-
яний клеточного автомата, при котором можно реализовать любое дви-
жение из данного класса, равно пяти.

Автор выражает благодарность профессору Э.Э. Гасанову за научное
руководство и постановку задачи, а также Г.В. Калачеву за помощь в
работе.

2. Основные определения и формулировка ре-
зультата

Определим основные понятия, используемые в данной работе.
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Пусть S — множество конечных и бесконечных последовательностей,
состоящих из элементов αn ∈ {sf, s, b}, в префиксе любой длины которых
количество символов b не превышает количества символов f . Элементы
множества S будем называть законами движения. Символ f подразу-
мевает движение на одну клетку вправо, s — остаться на месте, b — на
одну клетку влево.

Экраном будем называть следующую конструкцию.
Пусть имеется бесконечная в правую сторону полоса шириной в одну

клетку. В каждую клетку полосы поместим по одному экземпляру одно-
го и того же конечного автомата. К входам этого автомата присоединим
выходы автоматов, стоящих в двух соседних с ним клетках, то есть у ав-
томата имеется левый вход, правый вход и текущее состояние автомата.
Выходом автомата в заданный момент времени является его состояние в
этот момент времени. Для автомата, стоящего в самой левой клетке по-
лосы левый вход не определён. Будем называть его управляющим входом
и подавать на него управляющие сигналы.

Будем говорить, что на экране реализуется движение по закону A ∈
S, если выполняются следующие условия:

1) в некоторый момент времени в самой левой клетке экрана появ-
ляется метка (до этого на экране нет меток), этот момент будем
называть моментом начала движения или началом движения;

2) изменение позиции метки на экране в i-й момент от начала дви-
жения соответствует i-й букве в слове или сверхслове A, а именно,
если A(i) = s, то в (i+1)-й момент метка остается в той же клетке,
где была в текущий момент, если A(i) = f , то в (i + 1)-й момент
метка сдвинется на одну ячейку вправо, если A(i) = b, то в (i+ 1)-
й момент метка сдвинется на одну клетку влево, по сравнению со
своим текущим положением;

3) в каждый момент времени после начала движения на экране есть
ровно одна метка.

Значения состояний клеточного автомата, при которых считается,
что клетка, находящаяся в данном состоянии, видима (чёрная) будем
называть метками.

Экран будем называть универсальным для множества законов дви-
жения S, если для любого закона движения из S существует такая по-
следовательность управляющих сигналов, что на экране формируется
такое изображение, что метка движется по закону S.

В данной работе рассматривается клеточный автомат, заданный на
бесконечной в правую сторону полосе. Причем левый вход первой слева
клетки является управляющим, туда подаются управляющие сигналы
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(его нельзя изменить через функцию переходов ϕ, определяющую зави-
симость состояния клетки от состояний в предыдущий момент времени
этой самой клетки и соседних с ней клеток; просто на каждом следующем
такте туда подается следующий элемент управляющей последовательно-
сти, вырабатываемой некоторым управляющим устройством по закону
движения).

Изначально в данном клеточном автомате одни нули. Затем управ-
ляющее устройство начинает подавать ему на вход управляющие сигна-
лы (управляющая последовательность). В какой-то момент в самой ле-
вой клетке экрана появится метка, которая интерпретируется как точка,
движение которой мы и изучаем.

Таким образом, под появлением точки на экране будем подразуме-
вать переключение клетки автомата, соответствующей самой левой клет-
ке экрана, в состояние, соответствующее состоянию метки.

После того, как точка (метка) появилась на экране, то она никуда не
исчезает и двух точек (меток) на экране быть не может (поэтому, если
метка движется, например, вправо, то на изначальном месте она должна
затереться, т.е. клетка, в которой была метка, должна перейти в состо-
яние, не соответствующее метке). Возможное и невозможное поведение
метки изображены на рисунке 1.

Рис. 1.
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В данной статье показано, что законы движения из S, обладающие
тем свойством, что в них не встречается двух подряд идущих символов f ,
можно реализовать клеточным автоматом с пятью состояниями, причем
оценка на количество состояний не улучшаема.

Ранее Титовой был получен аналогичный результат для законов дви-
жения без движения назад.

Теорема 1 (Титовой [8]). Пусть F = ((sf) ∨ (s))∞ — множество за-
конов движения, состоящих из элементов множества {sf, s}. Тогда
мощность наименьшего множества состояний клеточного автомата,
необходимого для осуществления любого закона из F равна 4.

Результат, полученный в этой работе, по сути является расширением
результата Титовой.

Теорема 2. Пусть S = ((sf) ∨ (s) ∨ (b))∞ — множество законов дви-
жения, состоящих из элементов множества {sf, s, b} таких, что в
префиксе S любой длины количество символов b не превышает количе-
ства символов f . Тогда мощность наименьшего множества состояний
клеточного автомата, необходимого для осуществления любого закона
из S равна 5.

3. Вспомогательные определения

Перед доказательством основных утверждений введем ряд вспомога-
тельных определений и обозначений.

Пусть α ∈ S — закон движения, где α = α1α2..., αi ∈ {sf, s, b}, i =
1, 2, 3, ...

Обозначим αn = α1...αn, |αn| = n.

Определим функцию, идентифицирующую символ в i-ой позиции за-
кона движения:

I(αi = a) =

{
1 если αi = a,

0 если αi 6= a.
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Теперь используем её для подсчёта количества символов αi ∈
{sf, s, b} в префиксе закона движения длины n:

Isf (αn) =
n∑

i=1

I (αi = sf) ,

Ib (αn) =
n∑

i=1

I (αi = b) ,

Is (αn) =
n∑

i=1

I (αi = s) .

Отсюда можем определить позицию метки на экране

d(αn) = Isf (αn)− Ib (αn) ≥ 0

и количество тактов с начала движения

t(αn) = Is (αn) + Ib (αn) + 2Isf (αn)

для префикса закона движения длины n.

4. Законы движения со скоростью движения впе-
рёд 1/2

Рассмотрим клеточный автомат K. Состояние клетки в следующий такт
определяется её состоянием в настоящий момент, а также состояниями
соседних с ней слева и справа клеток. Множество состояний автомата,
прикреплённого к клетке, имеет вид Q = {0, 1, 2, 3, 4}, множество меток
— L = {1, 2}. Функция переходов будет следующая:

ϕ (1, a, b) = 0, где a, b ∈ Q\L,
ϕ (2, a, b) = 1, где a, b ∈ Q\L,
ϕ (a, b, c) = a, где a ∈ Q\L, b ∈ {0, 4} , c ∈ Q,
ϕ (0, 1, a) = 1, где a ∈ Q\L,
ϕ (3, 1, a) = 0, где a ∈ Q\L,
ϕ (4, 1, a) = 2, где a ∈ Q\L,
ϕ (a, 2, b) = a, где a, b ∈ Q\L,
ϕ (a, 3, b) = a, где a ∈ Q\L, b ∈ {0, 2, 3, 4} ,
ϕ (a, 3, 1) = 1, где a ∈ Q\L,
ϕ (a, b, c) = 0, где два из трёх: a и b, или b и c, или a и c ∈ L.
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Рассмотрим пример. Реализуем закон движения s f s f b b. Для ре-
ализации этого закона входная последовательность будет 2 4 4 3 0 3 0.
Движение точки на экране (1 и 2, выделенные жирным шрифтом) изоб-
ражено на рисунке 2. Строки — моменты времени.

Рис. 2.

Изначально на автомат подается 2, после чего 2 переходит в 1; см.
правило ϕ (2, a, b) = 1, где a, b ∈ Q\L.

Положение метки 1 не меняется, пока автомат слева от неё не примет
состояние 3 [кодировка элемента b из закона движения, т.е. движение
назад] или 4 [кодировка элемента f из закона движения, т.е. движение
вперед]. В случае состояния 4 она меняется на метку 2, четвёрка при
этом пропадает [см. законы ϕ (4, 1, a) = 2, где a ∈ Q\L и ϕ (a, b, c) = a,
где a ∈ Q\L, b ∈ {0, 4}, c ∈ Q] (рисунок 3).

здесь ∗ ∈ Q\L

4 1 * * 2 0

Рис. 3.

Метка 2 исчезает в следующий такт, одновременно с этим справа от
нее появляется метка 1 [законы ϕ (2, a, b) = 1, где a, b ∈ Q\L и ϕ (a, 2, b) =
a, где a, b ∈ Q\L] (рисунок 4).

Если же слева от метки 1 появляется сигнал 3, то в следующий такт
метка займёт его место, тем самым двигаясь назад [законы ϕ (a, 3, 1) = 1,
где a ∈ Q\L и ϕ (3, 1, a) = 0, где a ∈ Q\L]. Сигналы 3 и 4 являются
вспомогательными, до встречи с меткой они движутся со скоростью 1
[ϕ (a, b, c) = a, где a ∈ Q\L, b ∈ {0, 4}, c ∈ Q]. Толкающий сигнал 4
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здесь ∗ ∈ Q\L

* 2 * * * 1

Рис. 4.

можно подавать с любой частотой, а за притягивающим сигналом 3, ес-
ли метка уже появилась на экране, должен следовать ещё один сигнал,
например, 0 [это нужно для того, чтобы управляющие сигналы вовремя
оказывались рядом с меткой, что видно на рисунке 2].

Движение вперёд изображено на рисунке 5а. То есть, чтобы осуще-
ствить движение вперёд со скоростью 1/2, нужно подать на вход столько
четвёрок подряд, сколько в законе движения символов f .

Рис. 5.

Движение назад изображено на рисунке 5б. Чтобы осуществить дви-
жение назад со скоростью 1, нужно подать на вход последовательность
(30)m, где m — количество элементво b в данном куске закона движения.

Если после b в законе движения следует sf (сразу f следовать не
может), то после 3 0 нужно подать на вход 4 (рисунок 5в). А если за f
следует b, то сразу за 4 на вход нужно подавать 3 (рисунок 5г).

Для того, чтобы метка оставалась на месте, на вход подаются нули.
Этим способом точку можно двигать по любому наперед заданному

закону движения из множества S.
То есть для клеточного автомата K с пятью состояниями существует

способ реализации всех законов движения из S. Докажем это строго.

135



Лемма 1. Пусть S — множество законов движения, состоящих из
элементов множества {sf, s, b} таких, что в префиксе S любой длины
количество символов b не превышает количества символов f . И пусть
дано слово α = α1...αn... ∈ S, сопоставим ему управляющую последова-
тельность — слово β = 2β1...βn..., где

βi =





0, если αi = s,
30, если αi = b,
4, если αi = sf.

Тогда, если на управляющий вход клеточного автомата K подавать
последовательность β, то справедливы следующие утверждения:

1) в момент времени t(αn−1) в позиции d(αn−1)−1 будет находиться
символ β?n, где

β?n =





0, если αn = s,
3, если αn = b,
4, если αn = sf ,

2) в момент времени t(αn) метка на экране будет в позиции d(αn).

Доказательство. Воспользуемся формулами:

Isf (αn) =

n∑

i=1

I (αi = sf) ,

Ib (αn) =

n∑

i=1

I (αi = b) ,

Is (αn) =

n∑

i=1

I (αi = s) ,

d(αn) = Isf (αn)− Ib (αn) ≥ 0,

t(αn) = Is (αn) + Ib (αn) + 2Isf (αn) .

Доказательство будем вести индукцией по длине n префикса закона
движения.

Базис индукции: n = 1 и n = 2. Возможны следующие случаи.
а) n = 1. α1 = α1 = b — данный закон движения не из класса S, n = 2

рассматривать не нужно.
б) n = 1. α1 = α1 = s, t(α1) = 1, d(α1) = 0.
Подадим на вход последовательность 20. Согласно функции перехо-

дов будем наблюдать картину, изображённую на рисунке 6а. В дальней-
шем символом * будем обозначать произвольный символ из множества
Q\L.
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Рис. 6.

В момент времени t = 0 (момент появления метки на экране) в пози-
ции d = −1, то есть на входе, будет находиться β?1 = 0. В момент времени
t(α1) = 1 метка на экране будет находиться в позиции d(α1) = 0. Верно.

б.1) n = 2. α2 = α1α2 = sb — данный закон движения не из класса S.
б.2) n = 2. α2 = α1α2 = ss, t(α2) = 2, d(α2) = 0.
Подадим на вход последовательность 200. Согласно функции перехо-

дов будем наблюдать картину, изображённую на рисунке 6б.
В момент времени t(α1) = 1 в позиции d(α1) − 1 = −1, то есть на

входе, будет находиться β?2 = 0. В момент времени t(α2) = 2 метка на
экране будет находиться в позиции d(α2) = 0. Верно.

б.3) n = 2. α2 = α1α2 = ssf , t(α2) = 3, d(α2) = 1.
Подадим на вход последовательность 204. Согласно функции перехо-

дов будем наблюдать картину, изображённую на рисунке 6в.
В момент времени t(α1) = 1 в позиции d(α1) − 1 = −1, то есть на

входе, будет находиться β?2 = 4. В момент времени t(α2) = 3 метка на
экране будет находиться в позиции d(α2) = 1. Верно.

в) n = 1. α1 = α1 = sf , t(α1) = 2, d(α1) = 1.
Подадим на вход последовательность 24. Согласно функции перехо-

дов будем наблюдать картину, изображённую на рисунке 7а.

Рис. 7.
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В момент времени t = 0 (момент появления метки на экране) в пози-
ции d = −1, то есть на входе, будет находиться β?1 = 4. В момент времени
t(α1) = 2 метка на экране будет находиться в позиции d(α1) = 1. Верно.

в.1) n = 2. α2 = α1α2 = sfb, t(α2) = 3, d(α2) = 0.
Подадим на вход последовательность 2430. Согласно функции пере-

ходов будем наблюдать картину, изображённую на рисунке 7б.
В момент времени t(α1) = 2 в позиции d(α1)−1 = 0, будет находиться

β?2 = 3. В момент времени t(α2) = 3 метка на экране будет находиться в
позиции d(α2) = 0. Верно.

в.2) n = 2. α2 = α1α2 = sfs, t(α2) = 3, d(α2) = 1.
Подадим на вход последовательность 240. Согласно функции перехо-

дов будем наблюдать картину, изображённую на рисунке 7в.
В момент времени t(α1) = 2 в позиции d(α1)−1 = 0, будет находиться

β?2 = 0. В момент времени t(α2) = 3 метка на экране будет находиться в
позиции d(α2) = 1. Верно.

в.3) n = 2. α2 = α1α2 = sfsf , t(α2) = 4, d(α2) = 2.
Подадим на вход последовательность 244. Согласно функции перехо-

дов будем наблюдать картину, изображённую на рисунке 7г.
В момент времени t(α1) = 2 в позиции d(α1)−1 = 0, будет находиться

β?2 = 4. В момент времени t(α2) = 4 метка на экране будет находиться в
позиции d(α2) = 2. Верно.

Индуктивный переход. Пусть при n = k − 1 утверждение выпол-
нено.

Тогда в момент времени времени t(αk−1) метка 1 (видно в доказатель-
стве базы индукции) будет находиться в позиции d(αk−1). А в момент
времени t(αk−2) в позиции d(αk−2)− 1 будет находиться символ β?k−1.

Докажем, что при n = k утверждение также выполняется.
1) Сигнал (3 или 4) до встречи с меткой движется со скоростью 1 —

это следует из рассматриваемой функции переходов.
Рассмотрим момент времени t(αk−1). Единица находится в позиции

d(αk−1).
а) Если последним в законе движения было движение вправо (sf),

значит, в момент времени t(αk−1)−2 четвёрка стояла в позиции d(αk−1)−
2, а β?k — в d(αk−1)− 3. То есть в t(αk−1) β?k будет в d(αk−1)− 1 (рисунок
8а).

б) Если последним в законе движения было движение влево (b), зна-
чит, в момент времени t(αk−1)− 1 тройка стояла в позиции d(αk−1), 0 —
в позиции d(αk−1)− 1, а β?k — в d(αk−1)− 2. То есть в t(αk−1) β?k будет в
d(αk−1)− 1 (рисунок 8б ).

в) Если последней в законе движения была остановка (s), значит, в
момент времени t(αk−1) − 1 ноль стоял в позиции d(αk−1) − 1, а β?k — в
d(αk−1)− 2. То есть в t(αk−1) β?k будет в d(αk−1)− 1 (рисунок 8в).
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Рис. 8.

2) В момент времени времени t(αk−1) метка 1 находится в позиции
d(αk−1).

В позиции d(αk−1) − 1 будет находиться символ β?k (согласно утвер-
ждению пункта 1).

Докажем, что в момент времени t(αk) метка 1 будет находиться в
позиции d(αk).

Отдельно рассмотрим три случая для каждого возможного значения
αk.

a) αk = s. В этом случае выполнены соотношения:

Is(αk) = Is(αk−1) + 1,

Isf (αk) = Isf (αk−1),

Ib(αk) = Ib(αk−1),

t(αk) = t(αk−1) + 1,

d(αk) = d(αk−1).

Согласно функции переходов получим картину, изображённую на ри-
сунке 9а.

Рис. 9.

В момент времени t(αk−1) в позиции d(αk−1) находится метка 1, в
позиции d(αk−1)− 1 находится символ β?k = 0.

Обозначим q(d) символ в позиции d. В момент времени t(αk) символ
в позиции d(αk) будет равен

q(d(αk)) = ϕ(β?k, 1, a) = ϕ(0, 1, a) = 1, где a ∈ Q\L.
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б) αk = b. В этом случае выполнены соотношения:

Ib(αk) = Ib(αk−1) + 1,

Isf (αk) = Isf (αk−1),

Is(αk) = Is(αk−1),

t(αk) = t(αk−1) + 1,

d(αk) = d(αk−1)− 1.

Согласно функции переходов получим картину, изображённую на ри-
сунке 9б.

В момент времени t(αk−1) в позиции d(αk−1) находится метка 1, в
позиции d(αk−1)− 1 находится символ β?k = 3.

В момент времени t(αk) символ в позиции d(αk) будет равен

q(d(αk)) = ϕ(a, β?k, 1) = ϕ(a, 3, 1) = 1, где a ∈ Q\L.

в) αk = sf . В этом случае выполнены соотношения:

Isf (αk) = Isf (αk−1) + 1,

Ib(αk) = Ib(αk−1),

Is(αk) = Is(αk−1),

t(αk) = t(αk−1) + 2,

d(αk) = d(αk−1) + 1.

Согласно функции переходов получим картину, изображённую на ри-
сунке 9в.

В момент времени t(αk−1) в позиции d(αk−1) находится метка 1, в
позиции d(αk−1)− 1 находится символ β?k = 4.

В момент времени t(αk−1) + 1 символ в позиции d(αk−1) будет равен

q(d(αk−1)) = ϕ(β?k, 1, a) = ϕ(4, 1, a) = 2, где a ∈ Q\L.

В момент времени t(αk−1)+2 = t(αk) символ в позиции d(αk−1)+1 =
d(αk) будет равен

q(d(αk)) = ϕ(2, a, b) = 1, где a, b ∈ Q\L.

Мы доказали, что в момент времени t(αk) метка 1 будет находить-
ся в позиции d(αk) для всех возможных вариантов движения. Значит,
утверждение 2 леммы верно.
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Лемма 2 (Верхняя оценка). Пусть S — множество законов движения,
состоящих из элементов множества {sf, s, b} таких, что в префиксе
S любой длины количество символов b не превышает количества сим-
волов f . Тогда мощность множества состояний клеточного автомата
|Q (S)| ≤ 5.

Доказательство. Пусть множество состояний Q = E5 =
= {0, 1, 2, 3, 4}, множество меток L = {1, 2} [это те состояния, при кото-
рых считается, что точка видна]. Рассмотрим клеточный автомат K.

Подадим на вход слово β, его первый символ 2, в следующий такт в
начале экрана появится метка 1:

ϕ (2, a, b) = 1, где a ∈ {0, 3, 4} , b ∈ Q\L.

Согласно лемме 1, реализуем закон движения S = α.

Лемма 3. Пусть S — множество законов движения, состоящих из
элементов множества {sf, s, b} таких, что в префиксе S любой длины
количество символов b не превышает количества символов f . Не суще-
ствует универсального экрана с 4 состояниями клеточного автомата,
среди которых либо одна метка, либо три, такого, что любой закон
движения из S можно реализовать на этом экране.

Доказательство. Покажем, что 4 состояний не достаточно.
Предположим, что |Q| = 4, Q = {0, 1, 2, 3}.
1) 2, 3 ∈ L (L = {1, 2, 3}).
То есть у нас есть три метки, и ни одного сигнала. В любой момент

после начала и до конца движения на экране находится ровно одна метка.
Рассмотрим произвольный момент времени. Пусть на экране нахо-

дится метка 1, в следующий момент времени может измениться следую-
щее: она может остаться на месте, переместиться вправо или влево, в то
же время она может остаться меткой 1, или стать меткой 2, либо 3. Таким
образом, для метки 1 есть 9 вариантов развития событий в следующий
момент.

То же самое верно для меток 2 и 3. То есть, имея три метки и ни
одного сигнала, возможно реализовать не более 93 законов движения, а
нам требуется реализовать континуум, поскольку в S континуум законов
движения.

2) 2, 3 ∈ Q\L (L = {1}).
Пусть F ⊂ S — множество законов движения, состоящих из элемен-

тов множества {sf, s}. Попробуем реализовать F .
Метка всего одна. Все движения вперед можно осуществить только из

ϕ (1, a, b) = 1, a, b ∈ {0, 2, 3}, т.е. из предобработки. Под предобработкой
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здесь понимается конечное множество сигналов, поданных на вход до
появления метки на экране.

К моменту появления метки на экране там уже находится какая-то
конфигурация, состоящая из элементов множества {0, 2, 3}. Таких кон-
фигураций счётное число, а законов движения, которые надо реализо-
вывать, континуум.

Лемма 4. Пусть S — множество законов движения, состоящих из
элементов множества {sf, s, b} таких, что в префиксе S любой дли-
ны количество символов b не превышает количества символов f . Не
существует универсального экрана с 4 состояниями клеточного авто-
мата, среди которых две метки, такого, что любой закон движения
из S можно реализовать на этом экране.

Доказательство. Рассмотрим случай, когда у нас 2 метки — 1, 2 ∈ L.
1) Пусть x — префикс закона движения. Обозначим через l(x) длину

управляющей последовательности для этого префикса.

l(x) = 2Ib(x) + Is(x) + Isf (x)

Рис. 10.

На рисунке 10 изображено движение метки на экране и управляю-
щая последовательность для осуществления этого движения. Сигналы
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до встречи с меткой движутся со скоростью 1 (наклонные линии на ри-
сунке). В общем случае сигналы могут двигаться со скоростью, не боль-
шей, чем 1. Легко заметить, что для того, чтобы управляющие сигналы
вовремя оказывались рядом с меткой, символ b закона движения должен
соответствовать двум символам управляющей последовательности, сим-
вол s — одному символу управляющей последовательности, sf — также
одному символу.

2) Сначала рассмотрим случай, когда предобработка отсутствует, то
есть в момент появления метки на экране правее метки все автоматы
находятся в состоянии покоя.

Пусть W — произвольное множество слов.
Если k — натуральное число, то черезW k обозначим множество слов

{w1w2 . . . wk : wi ∈W, i = 1, . . . , k}.
Обозначим fW (n) = |{x|x ∈ W, l(x) = n}| — количество различных

законов движения из множества W с заданной длиной n управляющей
последовательности.

В доказательстве будем применять метод производящих функций
[12]. Пусть FW (t) =

∑∞
n=0 fW (n)tn — производящая функция для fW (n).

Пусть S? ⊂ S — множество законов движения, состоящих из элемен-
тов множества {s, sf, sfb}.

Так как управляющая последовательность состоит из двух символов,
то при помощи управляющей последовательности длины n возможно ре-
ализовать 2n законов движения.

Докажем, что существует такой номер N , что для любого n > N
выполняется fS∗(n) > 2n.

Рассмотрим множество Hx = {x}, где x ∈ {s, sf, sbf}. Тогда FHx(t) =
tl(x), где

l(x) =

{
3 если x = sfb,

1 если x ∈ {s, sf}.

Пусть H = {s, sf, sfb} — множество законов движения из S?, состо-
ящих из одного элемента.

Тогда FH(t) = t3 + t и FHk(t) = (t3 + 2t)k.
Пусть

H? =
∞⋃

k=1

Hk,

тогда производящая функция для множества H? равна:

FH?(t) =

∞∑

k=1

FHk(t) =

∞∑

k=1

(t3 + 2t)k =
1

1− t3 − 2t
.
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Очевидно, что H? совпадает с S?, и, следовательно, FH?(t) совпадает
с производящей функцией для fS?(n), то есть

FH?(t) = FS?(t) =
∞∑

n=0

fS?(n)tn.

Получим оценку радиуса сходимости ряда FS?(t).
С одной стороны по признаку Коши:

R = lim
n→∞

1

fS?(n)1/n
.

С другой стороны, так как FS?(t) = 1/(1−t3−2t), то R ≤ R? = min |ti|,
где ti — корни уравнения 1− t3 − 2t = 0.

Из графика функции 1−t3−2t можно получить оценку R? ≈ 0.45 < 1
2 .

Таким образом:

R = lim
n→∞

1

f(n)1/n
≤ min |ti| = R? <

1

2
.

Откуда следует, что существует такой номер N , что для любого n > N
выполняется

f(n)1/n ≥ 1

R?
=⇒ f(n) ≥

(
1

R?

)n

> 2n.

То есть нужно реализовать больше законов движения, чем это воз-
можно.

3) Пусть fS(n) = |{x|x ∈ S, l(x) = n}| — количество различных зако-
нов движения из множества S с заданной длиной n управляющей после-
довательности при отсутствии предобработки.

Так как S? ⊂ S, то существует такой номер N , что для любого n > N
выполняется

fS(n) ≥ fS?(n) ≥
(

1

R?

)n

> 2n.

4) Теперь рассмотрим случай, когда предобработка есть, и пусть lp —
длина последовательности сигналов, подаваемой на вход на этапе предо-
бработки.

Пусть e0, e1, e2, . . . — состояние экрана в конце предобработки.
Так как за время предобработки первый символ входной последова-

тельности α1 = 3 не может сместится далее чем на lp позиций от начала
экрана (в противном случае скорость его движения будет выше 1), то

ei =

{
0, если i ≥ lp,
0 или 3, если 0 ≤ i < lp.
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Отсюда следует, что число возможных состояний экрана после пре-
обработки равно 2lp .

Пусть n — длина управляющей последовательности, подаваемой на
вход, без учета этапа предобработки.

Обозначим vn(lp) = 2lp · 2n — максимально возможное число законов
движения, которые можно реализовать с помощью управляющей после-
довательности длины n и входной последовательности длины lp на этапе
предобработки.

Пусть A — некоторый фиксированный закон движения из множества
S, l(A) — длина управляющей последовательности для этого закона дви-
жения.

Рассмотрим множество законов движения SA = {x : x = AB} ⊂ S,
где A — фиксированный префикс, заданный выше, B — произвольное
продолжение из S.

Пусть l(x) = l(A) + l(B) — длина управляющей последовательности
для закона движения AB.

Пусть fSA
(n) = |{x|x ∈ SA, l(x) = l(A) + l(B) = n}| — количество

различных законов движения из множества SA с заданной длиной n
управляющей последовательности.

Докажем, что для любого фиксированного lp <∞ существует такой
номер N , что для любого n > N выполняется fSA

(n) > vn(lp).
Пусть fS(k) = |{y|l(y) = k}| — количество различных законов движе-

ния y из S с заданной длиной k управляющей последовательности.
Как показано в пункте 3, существует такой номер N , что для любого

n > N выполняется

fS(k) ≥
(

1

R?

)k

.

Доказательство данного утверждения учитывает только последова-
тельность шагов в законе движения. Таким образом, можно утверждать,
что во-первых данная оценка остается верной при наличии предобработ-
ки и не зависит от нее. Во-вторых, при наличии некоторого фиксиро-
ванного префикса оценка справедлива для k = l(B), где l(B) — длина
продолжения.

Значит, существует такой номер N , что для любого n > N справед-
лива оценка:

fSA
(n) = fS(lB = n− lA) ≥

(
1

R?

)n−lA
.

Покажем, что существует такой номер N0, что fSA
(n)/vn(lp) > 1 при

n > N0:

lim
n→∞

fSA
(n)

vn(lp)
≥ lim

n→∞

(
1

R?

)n−l(A)

· 1

2lp · 2n =
(R?)l(A)

2lp
lim
n→∞

(
1

2R?

)n

=∞.
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А значит существует такой номер N0, что для любого n > N0 выпол-
няется fSA

(n) > vn(lp).
Так как префикс A был выбран произвольно, то для любого lp и

любого A ∈ S существует B ∈ S такое, что x = AB не реализуется при
заданной длине предобработки lp.

5) Покажем, что существует как минимум один закон движения из
множества S, который нельзя реализовать при любой предобработке.

Пусть lp = 0 (предобработка отсутствует). Тогда существует B0 ∈
S? ⊂ S такой, что B0 нельзя реализовать без предобработки (по дока-
занному в пункте 2).

Пусть lp = 1, A1 = B0. Тогда существует B1 ∈ S такой, что B0B1

нельзя реализовать при lp = 1 (по доказанному в пункте 4).
Но так как B0 нельзя реализовать при lp = 0, то и B0B1 также нельзя

реализовать при lp = 0. Следовательно, B0B1 не реализуется при любом
lp ≤ 1.

Пусть lp = 2, A2 = B0B1. Тогда существует B2 ∈ S такой, что A2B2 =
B0B1B2 нельзя реализовать при lp = 2 (в соответствии с пунктом 2)
и при lp ≤ 1 (так как нельзя реализовать B0B1). Значит, B0B1B2 не
реализуется при любом lp ≤ 2.

Продолжая, аналогичным образом можем получить закон движения
B = B0B1B2 . . . Bn . . . такой, что для любого k B0B1B2 . . . Bk — не реа-
лизуется при любом lp ≤ k.

Так как Bk ∈ S для любого k, то B ∈ S.
Построенная последовательность префиксов Bk бесконечна, следова-

тельно закон движения B ∈ S нельзя реализовать ни с какой длиной
предобработки.

Лемма 5 (Нижняя оценка). Пусть S — множество законов движения,
состоящих из элементов множества {sf, s, b} таких, что в префиксе S
любой длины количество символов b не превышает количества симво-
лов f . Тогда мощность множества состояний клеточного автомата,
необходимого для осуществления всех законов из S: |Q (S)| > 4.

Доказательство. Следует из лемм 3 и 4.

Их лемм 2 и 5 следует теорема 2.

5. Заключение

В работе доказаны верхняя и нижняя оценки на число состояний кле-
точного автомата, реализующего множество законов S. Необходимо и
достаточно пяти состояний.
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The number of states of a universal automaton of an infinite
screen that implements bidirectional motion on a ray

Kuznetsova E.V.

The paper considers the implementation of one class of laws of
motion by a cellular automaton on an infinite screen. It is shown that
the minimum number of states of a cellular automaton simulating the
bidirectional movement of a point on a ray at which the point does not
make 2 movements to the right in a row is 5.

Keywords: cellular automaton, number of states, infinite screen,
bidirectional motion, image construction.
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Распознавание A-полноты конечных
систем линейных автоматов с добавками

над кольцом двоично-рациональных
чисел

Ронжин Д.В.1

Исследуются вопросы A-полноты конечных систем линейных
автоматов над кольцом двоично-рациональных чисел. Описано
условие полноты конечной системы линейных автоматов, содержа-
щей автомат, реализующий сумматор в первый такт. Доказана ал-
горитмическая разрешимость задачи определения принадлежности
конечного множества линейных автоматов сформулированному на-
бору предполных классов.

Ключевые слова: конечные автоматы, линейные автоматы,
двоично-рациональные числа, А-полнота, предполный класс, алго-
римическая разрешимость.

1. Введение

Исследование задачи полноты систем конечных автоматов[1] связано с
рассмотрением вопроса об A-полноте[2] этих систем. Также часто рас-
сматривается задача полноты систем, содержащих добавки[3]. Интерес-
ным для изучения подклассом конечных автоматов являются линейные
автоматы[4, 5], для которых описаны условия полноты конечных систем
в терминах предполных классов.
Помимо автоматов, функционирующих над конечными алфавитами, ин-
терес представляет исследование линейных автоматов, алфавиты кото-
рых являются бесконечными множествами. В работе [6] исследуются во-
просы наличия полных систем по операциям композиции и суперпозиции
на множестве линейных автоматов, функционирующих над полем раци-
ональных чисел. В работе [7] исследуется сужение указанного класса до

1Ронжин Дмитрий Владимирович — преподаватель математики в ОАНО "Новая
школа e-mail: d.v.ronzhin@gmail.com.

Ronzhin Dmitry Vladimirovich — math teacher at non-profit organization "New
School".
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автоматов, функционирующих над подкольцом рациональных чисел -
множестве двоично-рациональных чисел.
Настоящая работа посвящена дальнейшему исследованию задачи A-
полноты линейных автоматов над кольцом двоично-рациональных чи-
сел. Описано условие A-полноты систем, содержащих в качестве добав-
ки автомат, реализующий сумматор в первый такт. Также в настоящей
работе доказана алгоритмическая разрешимость задачи распознавания
A-полноты конечных множеств линейных автоматов с упомянутой до-
бавкой.

2. Вспомогательные обозначения

Кольцо двоично-рациональных чисел, которое является подкольцом в
поле рациональных чисел обозначим через Q m

2n
:

Q m
2n

=
{
m
2n |m ∈ Z, n ∈ N

}
.

Далее в настоящей работе элементы Q m
2n

рассматриваем в сокращенном
виде. ∀c ∈ Q m

2n
, c = m

2n , ∀k ∈ Z будем говорить что c кратно k тогда и
только тогда, когда m кратно k.
∀l, k ∈ N будем рассматривать конечные автоматы[1] с входным алфави-
том Ql

m
2n
, выходным алфавитом Q m

2n
и алфавитом состояний Qk

m
2n
, функ-

ции переходов и выходов являются линейными[4, 5]. Множество всех та-
ких автоматов обозначим L(Q m

2n
)[6] и будем называть множеством ли-

нейных автоматом над кольцом двоично-рациональных чисел.
Заметим, что множество L(Q m

2n
) имеет конечный базис по операциям

композиции[1], а именно:

B = {V⊕(x, y), V·(− 1
2
)(x), ξ1(x)}, где

1) V⊕(x, y) - сумматор,

2) V·(− 1
2
)(x) - умножитель на чило −1

2 ,

3) ξ1(x) - задежрка с единичным начальным состоянием.

Аналогично[7] определим множество формальных степенных рядов над
Q m

2n
:

Q∞m
2n

(ξ) =
{
α =

∑∞
i=0 ai · ξi | ai ∈ Q m

2n

}
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Сложение и умножение элементов из Q∞m
2n

(ξ) определется естественным
образом. Автомат из L(Q m

2n
) с l входами будем рассматривать как отоб-

ражение из Q∞m
2n

(ξ)l в Q∞m
2n

(ξ).

Через gcd(x, y) будем обозначать наибольший общий делитель элемен-
тов x, y. Для элементов Q m

2n
НОД определяется как НОД числителей.

Обозначим множество дробно-рациональных функций от переменной ξ
с коэффициентами из Q m

2n
следующим образом[7]:

R(Q m
2n

) =
{
P (ξ)
Q(ξ) | P (ξ), Q(ξ) ∈ Q m

2n
[ξ], Q(0) = 1, gcd (P (ξ), Q(ξ)) = 1

}

Можно заметить, что R(Q m
2n

) является подкольцом в кольце Q∞m
2n

(ξ).

Доказательство следующих лемм аналогично приведенным в [7]:

Лемма 1. ∀V (x1, ..., xl) ∈ L(Q m
2n

),∃R0, R1, ..., Rl ∈ R(Q m
2n

), такие что:

V (x1, ..., xl) = R0 +
∑l

i=1Ri · xi.

Лемма 2. ∀V (x1, ..., xl) : (Q∞m
2n

)l → Q∞m
2n

, такого что:

V (x1, ..., xl) = R0 +
∑l

i=1Ri · xi
, Ri ∈ R(Q m

2n
), i ∈ [0, l]

верно, что V (x1, ..., xl) ∈ L(Q m
2n

).

Множители Rk будем называть коэффициентами отображения. Через
Rk[t] будем обозначать t-й член последовательности Rk.
Рассматривается задача A-полноты[2] системы линейных автоматов в
L(Q m

2n
). A - замыкание системы M будем обозначать через A(M), замы-

кание системы M по операциям композиции через K(M), замыкание по
операциям суперпозиции через Σ(M). Множество линейных автоматов
M будет называться A-полным, если ∀V ∈ L(Q m

2n
) и ∀τ ∈ N, в K(M)

существует автомат V ′, совпадающий с автоматом V на словах длины τ .
Ранее был сформулирован ряд K-замкнутых классов, а так же доказана
их A-предполнота[7]:

1) Зафиксируем число k ∈ N и множество

P = {pi|pi 6= 2 - простое число, i ∈ [1, k]}.

Будем говорить, что автомат V ∈ L(Q m
2n

), такой что:
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V (x1, .., xl) = R0 +
∑l

i=1Ri · xi,
∀i ∈ [0, l], Ri ∈ R(Q m

2n
), |{Rj |Rj [0] 6= 0, j ∈ [1, l]}| = l′,

обладает P-свойством, если с точностью до переименования входов
автомата V выполнено хотя бы одно из следующих условий:

а) l′ ≤ 1.

б) ∃i ∈ [1, k] : Rj [0]
... pi, ∀j ∈ [1, l].

в) Rj [0]
... p1 · p2 · ... · pk, ∀j ∈ [2, l].

Определим множество VP следующим образом:

VP = {V |V ∈ L(Q m
2n

), V− обладает P-свойством }.

2) Будем говорить, что автомат V (x1, ..., xl) ∈ L(Q m
2n

), который реа-
лизует отображение:

V (x1, .., xl) = R0 +
∑l

i=1Ri · xi,
∀i ∈ [0, l], Ri ∈ R(Q m

2n
), |{Rj |Rj [0] 6= 0, j ∈ [1, l]}| = l′,

обладаетD-свойством, если с точностью до переименования входов
автомата V выполнено хотя бы одно из следующих условий:

а) l′ ≤ 1.

б) ∃p > 2 - простое : Ri[0]
... p,∀i ∈ [1, l].

Определим класс D следующим образом:

D = {V |V ∈ L(Q m
2n

), V− обладает D-свойством }.

3) ∀p > 2, где p - простое число, определим класс Mp следующим
образом:

Mp = {V (x1, .., xl) ∈ L(Q m
2n

)|V (x1, .., xl) =

R0(ξ) +
∑l

i=1Ri(ξ) · xi, Ri[1]
... p,∀i ∈ [1, l]}.

4) ∀p > 2, где p - простое число, определим класс Tp следующим об-
разом:
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Tp ={
V (x1, .., xl) ∈ L(Q m

2n
)|V (x1, .., xl) = R0(ξ) +

∑l
i=1Ri(ξ) · xi, R0[0]

... p
}
.

5) Определим класс Tint следующим образом:

Tint = {V (x1, .., xl) ∈ L(Q m
2n

)|V (x1, .., xl) =

R0(ξ) +
∑l

i=1Ri(ξ) · xi, Ri[0] ∈ Z,∀i ∈ [1, l]}.

6) Определим класс T≥0 следующим образом:

T≥0 = {V (x1, .., xl) ∈ L(Q m
2n

)|V (x1, .., xl) =

R0(ξ) +
∑l

i=1Ri(ξ) · xi, Ri[0] ≥ 0,∀i ∈ [1, l]}.

Далее в настоящей работе без ограничения общности не будем различать
автоматы из L(Q m

2n
) и отображения, которые они реализуют.

3. Основные результаты

Теорема 1. Пусть M ⊂ L(Q m
2n

) - конечная система, причем:

f
(1)⊕ (x, y) ∈M , где f (1)⊕ (x, y) = R1 · x+R2 · y +R0,

R1[0] = R2[0] = 1, R0[0] = 0.

A(M) = L(Q m
2n

) ⇐⇒ ∀p > 2 - простого, M 6⊆ Tp,Mp, Tint, T≥0.

Доказательство. Импликация

A(M) = L(Q m
2n

)⇒ ∀p > 2 - простого, M 6⊆ Tp,Mp, Tint, T≥0

верна, поскольку классы Tp,Mp, Tint, T≥0 являются A-предполными.
Докажем обратную импликацию. Поскольку верно, что A(M ∪
{V⊕(x, y)}) = L(Q m

2n
)[7], нам достаточно показать что V⊕(x, y) ∈ A(M).

1) Покажем, что ∀g(x1, x2, .., xn) ∈ L, где L - линейные функции над
кольцом двоично-рациональных чисел, ∃f(x1, x2, .., xn) ∈ A(M) -
линейный автомат, реализующий g в первый такт.

Заметим, что ∀n ∈ N, n ≥ 2:

f·n(x) = f
(1)⊕ (x, f

(1)⊕ (x, f(.., f
(1)⊕ (x, x)..))

︸ ︷︷ ︸
n−1

= R′1 · x+R′0, R′1[0] = n,

R′0[0] = 0.
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Поскольку M 6⊆ T≥0, без ограничения общности ∃f(<0)(x, y) ∈ M ,
что:

f(<0)(x, y) = R′′1 · x+R′′2 · y +R′′0 , R′′1 [0] < 0.

∃m ∈ N,m > 0,m ·R′′1(0) ∈ Z. Следовательно:

f·m(f(<0)(x, y)) = R
(3)
1 · x+R

(3)
2 · y +R

(3)
0 , R(3)

1 [0] < 0, R
(3)
1 [0] ∈ Z.

∃k ∈ N, такое что:

f
(1)
(<0)(x, y) = f

(1)⊕ (x, .., f
(1)⊕ (x, f·m(f(<0)(x, y)))

︸ ︷︷ ︸
k

= R
(4)
1 ·x+R

(4)
2 ·y+R

(4)
0 ,

R
(4)
1 [0] = −1,

f
(2)
(<0)(x, y) = f

(1)⊕ (x, .., f
(1)⊕ (x, f·m(f(<0)(x, y)))

︸ ︷︷ ︸
k+1

= R
(5)
1 ·x+R

(5)
2 ·y+R

(5)
0 ,

R
(5)
1 [0] = 0, R

(5)
2 [0] = R

(4)
2 [0], R

(5)
0 [0] = R

(4)
0 [0].

Получим автоматы, реализующие в первый такт умножители на 0
и -1:

f
(1)
·0 (x) = f

(1)
(<0)(f

(2)
(<0)(x, x), x) = R

(6)
1 · x+R

(6)
0 , R

(6)
1 [0] = R

(6)
0 [0] = 0,

f
(1)
·(−1)(x) = f

(1)
(<0)(f

(1)⊕ (x, f
(2)
(<0)(x, x)), x) = R

(7)
1 · x+R

(7)
0 ,

R
(7)
1 [0] = −1, R

(7)
0 [0] = 0.

Поскольку M 6⊆ Tint, без ограничения общности,∃f (1)/∈Z (x, y) ∈ M ,
что:

f
(1)
/∈Z (x, y) = R

(8)
1 · x+R

(8)
2 · y +R

(8)
0 , R(8)

1 [0] /∈ Z.

Получим автомат, реализующий в первый такт умножитель на 1
2 :

f
(2)
/∈Z (x) = f

(1)⊕ (f
(1)
/∈Z (x, f

(1)
·0 (x)), f

(1)
·(−1)(f

(1)
/∈Z (f

(1)
·0 (x), f

(1)
·0 (x)))) =

R
(9)
1 · x+R

(9)
0 , R(9)

1 [0] = m
2n /∈ Z, R(9)

0 [0] = 0,m ∈ Z, n ∈ N.

Т.к. уже получен автомат f (1)·(−1)(x), без ограничения общности
будем считать m < 0. Так как ∃k ∈ Z, k ≥ 0, такое что k + m

2 = 1
2 ,

получим искомый автомат:
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f
(1)

·( 1
2
)
(x) = f

(1)⊕ (x, f
(1)⊕ (x, .., f

(1)⊕ (x, f
(1)
·(2n−1)

(f
(2)
/∈Z (x)))

︸ ︷︷ ︸
k−1

= R
(10)
1 · x+R

(10)
0 ,

R
(10)
1 [0] = 1

2 , R
(10)
0 [0] = 0.

Для завершения первого шага, необходимо получить константу 1 в
первый такт - таким образом будет получен базис линейных функ-
ций в кольце двоично-рациональных чисел. В силу конечности M ,
перенумеруем элементы этого множества:

M = {fi(x1, .., xk)|i ∈ [1, r]}.

Рассмотрим следующее множество линейных автоматов:

S = {hi(x)|hi(x) = fi(f
(1)
·0 (x), ..., f

(1)
·0 (x)),∀i ∈ [1, r]}.

Используя автоматы f
(1)
·2n , ∀n ∈ N, можем добиться выполнения сле-

дующего условия:

∀hi(x) ∈ S : hi(x) = Ri1 · x+Ri0, R
i
1[0] = 0, Ri0[0] ∈ Z.

Поскольку ∀p > 2 - простого, M 6⊆ Tp, верно:

∃l ∈ N ∪ {0} : gcd(R1
0[0], R2

0[0], ..., Rr0[0]) = 2l.

Таким образом, используя полученные ранее f (1)·(−1)(x), f
(1)
·(n)(x)∀n ∈

N, f (1)·( 1
2
)
(x), и автомат f (1)⊕ (x, y), расширенным алгоритмом Евклида

получим автомат, реализующий константу 1 в первый такт.

2) Введем новые обозначения для полученных на предыдущем этапе
автоматов:

• f (1)⊕ (x, y) = R
(1)
1 ·x+R

(1)
2 ·y+R

(1)
0 ;R

(1)
1 [0] = R

(1)
2 [0] = 1, R

(1)
0 [0] =

0,

• f (1)·(−1)(x) = R
(2)
1 · x+R

(2)
0 ;R

(2)
1 [0] = −1, R

(2)
0 [0] = 0.

Покажем, что без ограничения общности можем утверждать сле-
дующее:

• SR = {R(1)
1 [1], R

(1)
2 [1], R

(2)
1 [1]} ⊂ Z,
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• Либо SR = {0}, либо SR = {1,−1}, либо ∃P =
{p1, p2, ..., pk},∀i ∈ [1, k],∃αi ∈ N,∀c ∈ SR : c = pα1

1 · pα2
2 · ... · pαk

k .

Поскольку f (1)·0 (f
(1)
·0 (...(f

(1)
·0 (x)))︸ ︷︷ ︸

n

моделирует константу до такта n,

очевидно что ∃γ ∈ A(M), γ[0] = 0, γ - константный автомат.

Построим из f (1)⊕ (x, y) следующий автомат:

h⊕(x, y) = f
(1)⊕ (f

(1)⊕ (γ, x), f
(1)⊕ (y, γ)) = R′1 · x+R′2 · y +R′0, где:

R′1[0] = R′2[0] = 1, R′0[0] = 0, R′1[1] = R′2[1] = c = m
2n .

В случае, если c ∈ Z указанные ограничения для h⊕(x, y) выполня-
ются. В противном случае, рассмотрим следующую подстановку:

h⊕(h⊕(...h⊕(x, γ), γ), γ), γ)
︸ ︷︷ ︸

2n−1

, h⊕(...h⊕(y, γ), γ), γ), γ)
︸ ︷︷ ︸

2n−1

) =

R′′1 · x+R′′2 · y +R′′0 .

Примем за множество P различные простые делители R′′1 [1]. Заме-
тим, что для R′′1 и R′′2 указанные выше ограничения выполняются.
Без ограничения общности будем называть этот автомат f (1)⊕ (x, y).

Рассмотрим f
(1)
·(−1)(x) и применим следующую подстановку:

ĥ(x) = f
(1)⊕ (f

(1)
·(−1)(f

(1)
·(−1)(x)), f

(1)
·(−1)(x)),

h
(1)
·(−1)(x) = f

(1)⊕ (ĥ(x), f
(1)
·(−1)(x)) = R̂1 · x+ R̂0, где

R̂1[0] = −1, R̂1[1] = −R(1)
1 [1], R̂0[0] = 0.

Для полученного автомата h
(1)
·(−1)(x) указанные ограничения вы-

полнены, без ограничения общности будем называть этот автомат
f
(1)
·(−1)(x).

На предыдущем этапе был получен автомат f1·( 1
2
)
(x) = R

(3)
1 ·x+R

(3)
0 ,

где R(3)
1 [0] = 1

2 , R
(3)
0 [0] = 0. Покажем, что без ограничения общно-

сти можем считать R
(3)
1 [1] = 0, рассмотрев следующую цепочку

преобразований:
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h1(x) = f
(1)
·(−1)(f

(1)⊕ (f1·( 1
2
)
(x), f1·( 1

2
)
(x))),

h2(x) = f
(1)⊕ (f1·( 1

2
)
(x), f1·( 1

2
)
(h1(x))),

h3(x) = f
(1)⊕ (f

(1)⊕ (f1·( 1
2
)
(x), h2(x)), γ).

Непосредственной проверкой можно убедиться, что h3(x) удовле-
творяет указанному условию для f

(1)

·( 1
2
)
(x), будем без ограничения

общности называть его f (1)·( 1
2
)
(x).

3) Получим следующий линейный автомат:

f
(1)
ξ (x) = R

(4)
1 · x+R

(4)
0 , где R(4)

1 [0] = 0, R
(4)
1 [1] = 1, R

(4)
0 [0] = 0.

Используя обозначения из предыдущего пункта имеем одну из сле-
дующих альтернатив:

• |P| = 0, если SR = {1,−1},
• |P| =∞, если SR = {0},
• P = {p1, p2, ..., pk}, ∀i ∈ [1, k], ∃αi ∈ N,∀c ∈ SR : c = pα1

1 · pα2
2 ·

... · pαk
k .

Разберем эти случаи:

а) P = ∅.
Тогда возможен один из двух вариантов:

• R(1)
1 [1] = R

(1)
2 [1] = 1, R

(2)
1 [1] = −1.

Тогда искомый автомат получается следующей подстанов-
кой:

f
(1)
ξ (x) = f

(1)
·(−1)(f

(1)⊕ (x, f
(1)
·(−1)(x))).

• R(1)
1 [1] = R

(1)
2 [1] = −1, R

(2)
1 [1] = 1.

Тогда искомый автомат получается следующей подстанов-
кой:

f
(1)
ξ (x) = f

(1)⊕ (x, f
(1)
·(−1)(x)).

б) |P| =∞.

В таком случае R(1)
1 [1] = R

(1)
2 [1] = R

(2)
1 [1] = 0. Нетрудно заме-

тить, что тогда уже получены сумматор в первые два такта и
умножители на все целые числа в первые два такта с точно-
стью до констатного слагаемого.
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Поскольку M 6⊆Mp,∀p > 2 - простых, выделим подмножество
M ′ ⊆ Σ(M), которое, в силу наличия умножителей, сумматора
на два такта и константы γ, будет иметь вид:

M ′ = {fi(x) = Ri · x+R0|fi(x) = f ′i(x, γ, .., γ) ∈M,
Ri[0], Ri[1] ∈ Z,∀i ∈ [1, r]}, причем

∃l ∈ N ∪ {0} : gcd(R1[1], R2[1], ..., Rr[1]) = 2l.

Используя расширенный алгоритм Евклида и автоматы изM ′

несложно получить линейный автомат:

g(x) = R1 · x+R0, где R1[1] = 2l.

Заметим, что подстановкой автомата f (1)·( 1
2
)
(x) в себя l раз полу-

чаем автомат f (1)·( 1

2l
)
(x), который реализует умножитель на 1

2l
в

первый такт, и пропускает второй такт. Тогда:

f
(1)
ξ (x) = f

(1)

·( 1

2l
)
(f

(1)⊕ (g(x), f
(1)
·(−R1[0])

(x)))

в) 0 < |P| <∞.
Покажем, что ∀p ∈ P,∃fp(x) ∈ A(M) :

fp(x) = R · x+R0, R[0] = 0, R[1] ∈ Z, причем R[1] не кратно p.

Поскольку ∀p ∈ P,M /∈ Mp, а также поскольку f·2n(x), γ ∈
A(M), ∃f ′p(x) ∈ A(M), такое что f ′p(x) = R′ · x+R′0, R′[1] ∈ Z,
причем R′[1] не кратно p. Тогда:

fp(x) = f
(1)⊕ (f ′p(x), f·(−R′[0])(x))

Заметим, что

h(x) = f
(1)⊕ (f

(1)
·(−1)(x), x) = R · x+R0, где
R0[0] = R[0] = 0,

причем ∃α1, α2, ..., αk ∈ N, такие что R[1] = pα1
1 · pα2

2 · ... · pαk
k .

Рассмотрим множество линейных автоматов {h(x), fp(x)|p ∈
P}. Поскольку коэффициенты при переменной x у элементов
данного множества равны нулю в первый такт и в совокуп-
ности взаимнопросты во второй такт, используя расширенный
алгоритм Евклида и полученные ранее автоматы f

(1)⊕ (x, y) и

f
(1)
·c (x),∀c ∈ Z, получим искомый f (1)ξ (x).

Заметим, что для автомата f (1)ξ (x) без ограничения общности мож-

но считать R(4)
0 [1] = 0, рассмотрев подстановку:
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f
(1)⊕ (f

(1)
ξ (x), f

(1)
ξ (h(x))), где

h(x) = R · x+R0 ∈ A(M),
R[0] = 0, R0[0] = −2 ·R(4)

0 [1]−R(1)
0 [1].

4) Индукцией по номеру такта покажем что V⊕(x, y) = x+y ∈ A(M).

База индукции: автомат f (1)⊕ (x, y) моделирует сумматор в первый

такт, автомат f
(1)
ξ (x) - моделирует задержку в первый и второй

такты.

Переход: Пусть до такта τ ≥ 1 автомат f (τ)⊕ (x, y) = R
(τ)
1 ·x+R

(τ)
2 ·

y + R
(τ)
0,1 моделирует сумматор, а автомат f (τ)ξ (x) = R

(τ)
3 · x + R

(τ)
0,2

моделирует задержку. Сначала построим автомат f (τ+1)
ξ (x) - авто-

мат, моделирующий задержку до такта τ + 1. Для этого, используя
автоматы f

(1)⊕ (x, y), f
(1)
·c (x),∀c ∈ Z, f (1)· 1

2

(x) и константный автомат
γ, построим вспомогательный автомат:

f̂ (1)(x) = R′1 · x+R′0,
R′1[0] = −R(τ)

3 [τ + 1], R′0[0] = −R(τ)
0,1 [τ + 1]−R(τ)

0,2 [τ + 1].

Тогда:

f
(τ+1)
ξ (x) = f

(τ)⊕ (f
(τ)
ξ (x), f

(τ)
ξ (f

(1)
ξ (f̂ (1)(x)))).

Построим автомат f
(τ+1)⊕ (x, y). Автомат f

(τ)⊕ (x, f
(τ)⊕ (y, z)) модели-

рует сумматор из трёх элементов. Обозначим его:

f
(τ)⊕ (x, y, z) = R

(τ)
1 · x+R

(τ)
2 · y +R

(τ)
3 · z +R

(τ)
0 .

Используя автоматы f
(1)⊕ (x, y), f

(1)
·c (x), ∀c ∈ Z, f (1)· 1

2

(x), построим
вспомогательный автомат:

f (1)(x, y) = R′1 · x+R′2 · y +R′0,
R′1[0] = 1−R(τ)

1 [τ + 1], R′2[0] = 1−R(τ)
2 [τ + 1], R′0[0] = −R(τ)

0 [τ + 1].

В таком случае, искомый автомат выражается следующим образом:

f
(τ+1)⊕ (x, y) = f

(τ)⊕ (x, y, f
(τ+1)
ξ (f (1)(x, y))).
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Рассмотрим теперь задачу распознавания принадлежности конеч-
ного множества линейных автоматов сформулированным ранее A-
предполным классам. Введем обозначения:

∀V ∈ L(Q m
2n

),
U(V ) = {Ri ∈ R(Q m

2n
)|V (x1, ..., xl) = R0 +R1 · x1 +R2 · x2 + ...+Rl · xl}.

∀M ⊂ L(Q m
2n

),
U(M) = {Ri ∈ R(Q m

2n
)|∃V ∈M : Ri ∈ U(V )},

Ut(M) = {Ri[t]|Ri ∈ U(M)},∀t ∈ N ∪ {0}.

Пользуясь обозначениями, введенными ранее:

R(Q m
2n

) =
{
P (ξ)
Q(ξ) | P (ξ), Q(ξ) ∈ Q m

2n
[ξ], Q(0) = 1, gcd (P (ξ), Q(ξ)) = 1

}
.

Через max обозначим функцию максимума, определенную на Q m
2n
. Через

deg(P (ξ)) обозначим степень многочлена P (ξ). Введем вспомогательные
определения:

∀R = P (ξ)
Q(ξ) ∈ R(Q m

2n
),

deg(R) = max(deg(P (ξ)), deg(Q(ξ))).

∀V ∈ L(Q m
2n

), V (x1, ..., xl) = R0 +R1 · x1 +R2 · x2 + ...+Rl · xl,
deg(V ) = max(deg(R0), deg(R1), deg(R2), ...,deg(Rl)).

∀M ⊂ L(Q m
2n

),M = {V1, V2, ..., Vn},
deg(M) = max(deg(V1),deg(V2), ...,deg(Vn)).

Зафиксируем конечную систему M ⊂ L(Q m
2n

), |M | = n, n ∈ N.

∀Vk ∈M,∃Ri ∈ R(Q m
2n

), Ri ∈ R(Q), i ∈ [0, l] :

Vk(x1, ..., xlk) = R0 +R1 · x1 +R2 · x2 + ...+Rlk · xlk .

Пусть deg(M) = d. Обозначим максимальный по модулю числитель чи-
сел из множества U0(M) через h0, а максимальный по модулю числитель
чисел из U1(M) через h1. Пусть h = max(h0, h1). Максимальную арность
автоматов из M обозначим через l.
Будем предполагать, что каждый автомат V ∈ M задан при помощи
U(V ), причем каждый многочлен P (ξ), R(ξ) задаётся своими коэффици-
ентами, каждый из которых задаётся парой чисел - числителем и знаме-
нателем. В таком представлении требуется O(n · l ·d · log2(h)) бит памяти
для представления системы M .
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Теорема 2. Задача проверки непринадлежности конечной системы
M ⊂ L(Q m

2n
) предполным классам Tp,Mp, Tint, T≥0, D, VP, ∀p,∀P, где

p− простые, отличные от двойки и P - непустые подмножества про-
стых чисел, отличных от двойки, является алгоритмически разреши-
мой. Проверка непринадлежности M указанным классам потребует
O(ln+1 · n · log2(h)) арифметических операций над целыми числами, где
l, n, h определены как упомянуто выше.

Доказательство. Заметим, что ∀R = P (ξ)
Q(ξ) ∈ R(Q m

2n
), заданных отноше-

нием многочленов как упомняуто выше, за константное число арифме-
тических операций определяются коэффициенты R[0], R[1]:

P (ξ) = a0 + a1 · ξ + a2 · ξ2 + ...+ at · ξt,
Q(ξ) = b0 + b1 · ξ + b2 · ξ2 + ...+ br · ξr,

R[0] = a0
b0
, R[1] = a1−R[0]·b1

b0
.

Проверка непринадлежности Tint и T≥0 сводится к сравнению с нулем
или единицей не более 2 · l ·n целых чисел (числителей или знаменателей
коэффициентов в первый такт), что дает оценку по числу арифметиче-
ских операций O(l · n).
Для проверки непринадлежности классам Tp,Mp, ∀p - простых, отлич-
ных от двойки, будем применять алгоритм Евклида нахождения наи-
большего общего делителя.
Оценка числа арифметических операций для алгоритма нахожде-
ния НОД двух чисел a, b ∈ Z алгоритмом Евклида составляет
O(log2(min(a, b)))[8]. Поскольку нам необходимо найти НОД не более l ·n
целых чисел (числителей коэффициентов во второй такт) для проверки
непринадлежности классамMp, и НОД не более n чисел (числителей сво-
бодных коэффициентов в первый такт) для проверки классов Tp, оценка
числа арифметических операций, необходимых для отыскания двух наи-
больших общих делителей составляет O(l · n · log2(h)). Найденные наи-
большие общие делители за O(log2(h)) арифметических операций осво-
бодим от кратности двойкам. Если любой из двух итоговых результатов
отличен от 1, можем утверждать принадлежность некоторому Mp или
Tp. Оценка числа арифметических операций составляет O(l · n · log2(h)).
По определению VP, если ∃P - конечное непустое подмножество простых
чисел, отличных от двойки, такое что M ∈ VP, то ∀V ∈M :

V (x1, .., xl) = R0 +
∑l

i=1Ri · xi,
∀i ∈ [0, l], Ri ∈ R(Q m

2n
), |{Rj |Rj [0] 6= 0, j ∈ [1, l]}| = l′,

с точностью до переименования входов выполнено хотя бы одно из сле-
дующих условий:
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1) l′ ≤ 1.

2) ∃i ∈ [1, k] : Rj [0]
... pi, ∀j ∈ [1, l].

3) Rj [0]
... p1 · p2 · ... · pk, ∀j ∈ [2, l].

Оценка числа арифметических операций для проверки первого условия
у всех автоматов в M составляет O(n · l), поскольку потребуется срав-
нить с нулем не более n · l чисел. Автоматы множества M , для которых
первое условие выполнено, могут далее не рассматриваться, поскольку
они принадлежат всякому VP.

Для каждого Vt ∈ M,Vt(x1, .., xq) = R
(t)
0 +

∑lt
i=1R

(t)
i · xi найдем ct =

gcd(R
(t)
1 [0], R

(t)
2 [0], ..., R

(t)
lt

[0]), что потребует O(n · l · log2(h)) арифметиче-
ских операций. После этого вычислим c = gcd(c1, c2, ..., cn), что потребу-
ет O(n · log2(h)) арифметических операций. С использованием O(log2(h))
арифметических операций освободим число c от кратности двойкам. От-
личие полученного результата от 1 будет говорить о принадлежности
некоторому VP. Таким образом проверяется второе условие с использо-
ванием не более O(n · l · log2(h)) операций. Более того, все автоматы Vt
для которых ∃p > 2 - простое, такое что ct кратно p могут далее не
рассматриваться, поскольку Vt ∈ V{p}.
Для каждого Vt ∈M,Vt(x1, .., xq) = R

(t)
0 +

∑lt
i=1R

(t)
i · xi зафиксируем но-

мер it, такой что 1 ≤ it ≤ lt. Получим комбинацию чисел (i1, i2, ..., in),
всего таких комбинаций будет не более ln. Каждой комбинации поставим
в соответствие множество Mj = {R(k)

i [0]|1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ i ≤ lk, i 6= ik}.
Для вского Mj вычислим cj - наибольший общий делитель элементов
Mj , для фиксированного Mj это займет O(l · n · log2(h)) арифметиче-
ских операций. Учитывая что число комбинаций не превышает ln оценка
числа арифметических операций составит O(l(n+1) · n · log2(h)). Каждое
cj освободим от кратности двойкам и полученный результат сравним с
единицей, это займет O(ln · log2(h)) операций. В случае неравенства лю-
бого из полученных чисел единице можем утверждать принадлежность
некоторому VP, если же все числа оказываются равны единице – M не
лежит ни в одном VP. Итоговая оценка числа арифметических операций
составляет O(l(n+1) · n · log2(h)).
Поскольку непринадлежность всем VP влечет за собой непринадлеж-
ность D[7], теорема доказана.

Автор выражает признательность своему научному руководителю, кан-
дидату физ.-мат. наук, доценту кафедры МаТИС Часовских Анатолию
Александровичу за помощь в постановке и решении задачи.
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A-completeness recognition for finite systems with additives of
linear automata over the ring of dyadic rationals
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This work concerns questions of A-completeness of finite systems
of linear automata over the ring of dyadic rationals. Condition of
completeness of linear automata system, which includes automaton
that models addition in the first step is described. For the formulated
set of maximum subclasses in the class of linear automata over the ring
of dyadic rationals decidability of a problem of finite set inclusion into
these classes is proven.

Keywords: finite state automata, linear automata, dyadic rationals,
A-completeness, maximum subclasses, decidability.
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