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В данной работе рассматриваются Λ-выражения, построен-
ные на основе универсальных функций для классов примитивно-
рекурсивных функций иерархии Гжегорчика. Найдено достаточ-
ное условие на вид Λ-выражения, при котором это Λ-выражение
определяет примитивно-рекурсивную функцию из заданного клас-
са иерархии Гжегорчика.
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1. Введение

В [1] А. Гжегорчиком была разработана иерархия примитивно-рекурсив-
ных функций, которая в дальнейшим была улучшенная П. Акстом [2], и
на основе которой З. Дамнянович определил понятие строгой примитив-
но-рекурсивной реализуемости [3]. При исследовании данного вида реа-
лизуемости естественным образом возникают термы (далее — ϕ-термы),
строящиеся из выражений вида ϕiz(x1, . . . , xn), где ϕiz — обозначение для
примитивно-рекурсивной функции с номером z в нумерации П. Акста
для i-го уровня иерархии примитивно-рекурсивных функций. Одной из
особенностей ϕ-термов, которая затрудняет работу с ними, является их
«многоэтажность». В общем случае она не может быть устранена в си-
лу того факта, что для класса всех примитивно-рекурсивных функций,
находящихся на i-ом уровне иерархии Акста, отсутствует принадлежа-
щая этому классу универсальная функция. В данной работе разработана
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техника, которая позволяет осуществлять эквивалентные преобразова-
ния ϕ-термов, решая нетривиальную задачу сведения одних ϕ-термов к
другим. Автор полагает, что полученные результаты найдут применение
в дальнейших исследованиях понятия строгой примитивно-рекурсивной
реализуемости.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект №20-
01-00670.

2. Иерархия примитивно-рекурсивных функций

Будем использовать следующую общеупотребительную символику для
замены слов и словосочетаний естественного языка: 
 — «есть по опре-
делению»; ∀ — «для всех»; ∃ — «существует»; ⇐⇒ — «тогда и только
тогда, когда»; =⇒ — «если . . ., то . . .»; ¬ — «неверно, что». Символ 2

означает конец доказательста. Посредством N обозначаем множество на-
туральных чисел {0, 1, 2, . . .}.

Примитивно-рекурсивными называют функции натурального аргу-
мента, которые могут быть получены с помощью операций подстанов-
ки и рекурсии из следующих исходных функций: функции-константы
O(x) = 0, функции прибавления единицы S(x) = x + 1 и семейства
функций проекции Ini (x1, . . . , xn) = xi (n = 1, 2, ..., 1 ≤ i ≤ n).

Пусть p1, p2, . . . — последовательность всех простых чисел. Посред-
ством 〈a1, . . . , an〉 будем обозначать натуральное число pa11 · . . . ·pann , а че-
рез pia — степень простого числа pi при разложении натурального числа
a ≥ 1 на простые множители. Выражение pi0 будем считать равным 0
для любого i.

Будем использовать следующее обозначение для функций-констант:
cna(x1, . . . , xn) = a (n ≥ 1, a ≥ 0). Последовательность функций fn опре-
деляется в [1, §4] следующими соотношениями:

f0(x, y) = y + 1;

f1(x, y) = x+ y;

f2(x, y) = (x+ 1) · (y + 1);

для n ≥ 3 fn(x+ 1, y) = fn(x, fn(x, y)),

fn(0, y) = fn−1(y + 1, y + 1).

Введем обозначения для функций сигнум и симметрической разности:

sg(x) =

{
0, если x = 0,

1, если x > 0;
x	 y =

{
x− y, если x > y,

0, если x ≤ y.

Следуя [2] и [5], определим иерархию классов E0 ⊆ E1 ⊆ . . ., объеди-
нение которых есть в точности множество всех примитивно-рекурсивных



функций. Будем говорить, что функция ϕ(z, x) получена ограниченной
рекурсией (по Аксту) из функций ψ(x), χ(z, y, x) и ξ(z, x), если выпол-
няются следующие соотношения:

ϕ(0, x) = ψ(x),

ϕ(z + 1, x) = χ(z, ϕ(z, x), x) · sg(ϕ(z, x)) · sg(ξ(z, x)	 ϕ(z, x)).

Пусть Θ = {θ1, . . . , θm} — конечное множество функций натурального
аргумента. Посредством E4(Θ) будем обозначать наименьший замкну-
тый относительно подстановки и ограниченной рекурсии класс функций,
который содержит все функции из Θ, а также следующие базовые функ-
ции: S, sg, 	, f4, Ini , c

n
a (n ≥ 1, 1 ≤ i ≤ n, a ≥ 0). Определим нумерацию

функций из класса E4(Θ) индукцией по построению функций из этого
класса:

• 〈0, ki, i〉 — номер функции θi, где ki — валентность θi (1 ≤ i ≤ m);

• 〈1, 1〉 — номер функции S;

• 〈2, n, a〉 — номер функции cna (n ≥ 1, a ≥ 0);

• 〈3, n, i〉 — номер функции Ini (n ≥ 1, 1 ≤ i ≤ n);

• 〈4, 1〉 — номер функции sg;

• 〈5, 2〉 — номер функции 	;

• 〈6, 2〉 — номер функции f4;

• 〈7, n, e0, e1, . . . , ek〉 — номер функции ϕ(x) = ψ(χ1(x), . . . , χk(x)) при
условии, что натуральное число e0 — номер k-местной функции
ψ ∈ E4(Θ), а натуральные числа e1, . . . , ek — номера n-местных
функций χ1, . . . , χk ∈ E4(Θ) соответственно (n ≥ 1, k ≥ 1);

• 〈8, n+ 1, e0, e
′, e′′〉 — номер (n+ 1)-местной функции ϕ, полученной

ограниченной рекурсией из функций ψ, χ и ξ:

ϕ(0, x) = ψ(x),

ϕ(z + 1, x) = χ(z, ϕ(z, x), x) · sg(ϕ(z, x)) · sg(ξ(z, x)	 ϕ(z, x))

при условии, что e0, e
′, e′′ — номера функций ψ, χ, ξ ∈ E4(Θ) соот-

ветственно (n ≥ 1).

Множество всех номеров функций из класса E4(Θ) обозначаем через
IΘ. Если e ∈ IΘ, то посредством ϕΘ

e обозначаем p2e-местную функцию
из E4(Θ) с номером e. Множество всех номеров n-местных функций из



класса E4(Θ) обозначаем через IΘn (n ≥ 1). Определим 2-местную функ-
цию uΘ:

uΘ(e, a)


{
ϕΘ
e (p1a, ..., p(p2e)a), если e ∈ IΘ,

0, иначе.

Таким образом, функция uΘ является универсальной для класса E4(Θ)
в том смысле, что выполняется соотношение

ϕΘ
e (a1, . . . , an) = uΘ(e, 〈a1, . . . , an〉)

для всех натуральный чисел a1, . . . , an и e ∈ IΘn . Используя диагональный
метод (рассмотрев функцию uΘ(x, 〈x〉)+1) можно показать, что функция
uΘ не принадлежит классу E4(Θ).

Определим иерархию классов E4(Θ0) ⊆ E4(Θ1) ⊆ . . ., задав последо-
вательность множеств Θ0 ⊆ Θ1 ⊆ . . . следующим образом:

Θ0 = ∅, Θ1 = {uΘ0}, . . . , Θi = Θi−1 ∪ {uΘi−1}, . . .

Будем использовать следующие сокращения:

Ei 
 E4(Θi), ui 
 uΘi , Ii 
 IΘi , Iin 
 IΘi
n , ϕ

i
e 
 ϕΘi

e (i ≥ 0, n ≥ 1, e ≥ 1).

Предложение 1. Объединение
∞⋃
i=0

Ei представляет собой множество

всех примитивно-рекурсивных функций.

Доказательство. См. [1, Теорема 4.13], [2, Теорема на стр. 58].

Введем обозначения для следующих функций:

tn(x1, . . . , xn) = 〈x1, . . . , xn〉;

ε(x, y) =

{
1, если x = y,

0, если x 6= y;
if(z, x, y) =

{
x, если z = 0,

y, иначе;

in(z, i) =

{
1, если z ∈ Ii,

0, иначе;
in′(z, i, n) =

{
1, если z ∈ Iin,

0, иначе.

Предложение 2. Функции сложения, умножения, возведения в сте-
пень и функции ε, if, in, in′, pn, tn (n ≥ 1) принадлежат классу E0.

Доказательство. Функции сложения, умножения и возведения в сте-
пень являются элементарными по Кальмару [1, стр. 8, 9]. Из [1, Теоре-
мы 4.4, 4.7] и [2, Теорема на стр. 58] следует, что все элементарные по
Кальмару функции принадлежат E0. Функция in принадлежит классу
E0 в силу [2, §2], [5, §46]. Остальные функции принадлежат классу E0,
так как могут быть получены при помощи следующих подстановок:



• ε(x, y) = (1	 sg(x	 y)) · (1	 sg(y 	 x))

• if(z, x, y) = (1	 z) · x+ sg(z) · y

• tn(x1, . . . , xn) = px11 · . . . · pxnn

• pn(x) = exp(x, pn), где exp — элементарная по Кальмару функция,
определяемая на стр. 13 в [1].

• in′(z, i, n) = in(z, i) · ε(p2z, n)

Для всякой функции g ∈ E0 фиксируем некоторый ее номер в клас-
се E0, который будем обозначать Λ[g]. Без ограничения общности будем
считать, что имеет место 1 ≤ p1Λ[g] ≤ 6, если g — базовая функция,
т.е. для базовых функций фиксирован именно тот номер, который ука-
зан в определении нумерации класса E4(Θ). Множество всех n-местных
функций из класса E0 обозначаем En0 (n ≥ 1).

3. ϕ-термы

Назовем ϕ-атомами предметные переменные и натуральные числа. Бу-
дем говорить, что выражение t есть ϕ-терм, если выполняется одно из
следующих условий:

• t — ϕ-атом;

• t имеет вид g(t1, . . . , tn), где g ∈ En0 , и t1, . . . , tn — ϕ-термы (n ≥ 1);

• t имеет вид ϕvs(t1, . . . , tn), где s, t1, . . . , tn — ϕ-термы, v — ϕ-атом
(n ≥ 1).

Через V ar(t) обозначаем множество всех предметных переменных, вхо-
дящих в ϕ-терм t. Будем называть замкнутыми те ϕ-термы, которые не
содержат переменных.

Для каждого замкнутого ϕ-терма t индуктивно определим его зна-
чение v(t) ∈ N ∪ {−1}. Будем писать !t, если v(t) 6= −1.

• v(a)
 a, если a — натуральное число;

• v(g(t1, . . . , tn))


{
g(v(t1), . . . , v(tn)), если !t1, . . . , !tn;

−1, иначе
, где g ∈ En0 ;



• v(ϕis(t1, . . . , tn))





{
ϕiv(s)(v(t1), . . . , v(tn)), если !s, !t1, . . . , !tn и v(s) ∈ Iin;

−1, иначе.

Через [k1, . . . , kn/x1, . . . , xn] t будем обозначать результат подстанов-
ки в ϕ-терм t натуральных чисел k1, . . . , kn вместо всех вхождений пере-
менных x1, . . . , xn соответственно. Пусть t0, t1, t2 — ϕ-термы, все пере-
менные которых содержатся среди списка переменных x1, . . . , xn. Будем
говорить, что ϕ-термы t1 и t2 условно равны, и писать t1 ' t2, если имеет
место

v([k1, . . . , kn/x1, . . . , xn] t1) = v([k1, . . . , kn/x1, . . . , xn] t2) (1)

для всех натуральных чисел k1, . . . , kn. Будем говорить, что ϕ-терм t2
является доопределением ϕ-терма t1, и писать t1 2 t2, если имеет место
соотношение (1) для всех натуральных чисел k1, . . . , kn, для которых
верно ![k1, . . . , kn/x1, . . . , xn] t1. Назовем ϕ-терм t0 всюду определенным,
если выполняется ![k1, . . . , kn/x1, . . . , xn] t0 для всех натуральных чисел
k1, . . . , kn. Нетрудно показать, что отношения ' и 2, а также понятие
всюду определенного терма не зависят от выбора списка переменных
x1, . . . , xn.

Определим отношение u ∈a t, где u — ϕ-атом, t — ϕ-терм, a — конеч-
ная последовательность элементов множества N ∪ {↑, ↓}, индукцией по
построению ϕ-терма t:

• u ∈0 u;

• u ∈i, q g(t1, . . . , tn), если u ∈q ti (1 ≤ i ≤ n, g ∈ En0 );

• u ∈↑ ϕus (t1, . . . , tn);

• u ∈↓, q ϕus (t1, . . . , tn), если u ∈q s;

• u ∈i, q ϕus (t1, . . . , tn), если u ∈q ti (1 ≤ i ≤ n).

Произвольную тройку (u, t, a), для которой имеет место u ∈a t, назовем
вхождением ϕ-атома u в ϕ-терм t. Будем говорить, что ϕ-атом u имеет
вхождение в ϕ-терм t, если верно u ∈a t для некоторой последовательно-
сти a. Уровнем вхождения (u, t, a) назовем число символов ↓ в последо-
вательности a. Будем говорить, что вхождение (u, t, a) есть вхождение
в качестве верхнего индекса, если последовательность a оканчивается
символом ↑. Вхождения (u, t, a), для которых последний символ после-
довательности a есть 0, назовем вхождениями в качестве аргумента.



Нетрудно видеть, что любое вхождение есть либо вхождение в качестве
верхнего индекса, либо вхождение в качестве аргумента.

Множество всех ϕ-атомов, которые имеют вхождения в качестве верх-
него индекса в ϕ-терм t с уровнем вхождения равным i, обозначаем
Ini(t). Множество всех переменных, которые имеют вхождения в каче-
стве аргумента в ϕ-терм t с уровнем вхождения равным i, обозначаем
Argi(t). Высотой ϕ-терма t назовем уровень вхождения, имеющего наи-
больших уровень среди среди всех вхождений ϕ-атомов в него. Высо-
ту ϕ-терма t обозначаем через h(t). Следующие леммы непосредственно
следуют из выше определенных понятий.

Лемма 1. Пусть s, t1, . . . , tn — ϕ-термы, u — ϕ-атом, i — натуральное
число. Тогда выполняются следующие соотношения

Ini(g(t1, . . . , tn)) =
n⋃
k=1

Ini(tk), Argi(g(t1, . . . , tn)) =
n⋃
k=1

Argi(tk),

In0(ϕus (t1, . . . , tn)) = {u} ∪
n⋃
k=1

In0(tk), Arg
0(ϕus (t1, . . . , tn)) =

n⋃
k=1

Arg0(tk),

Ini+1(ϕus (t1, . . . , tn)) = Ini(s) ∪
n⋃
k=1

Ini+1(tk),

Argi+1(ϕus (t1, . . . , tn)) = Argi(s) ∪
n⋃
k=1

Argi+1(tk).

Лемма 2. Пусть s, t1, . . . , tn — ϕ-термы, u — ϕ-атом. Тогда выполня-
ются следующие соотношения:

h(u) = 0;

h(g(t1, . . . , tn)) = max(h(t1), . . . , h(tn)), где g ∈ En0 ;

h(ϕus (t1, . . . , tn)) = max(h(s) + 1, h(t1), . . . , h(tn)).

Предложение 3. Пусть t — ϕ-терм. Тогда для всех натуральных чи-
сел n имеет место

h(t) ≤ n⇐⇒ Inn(t) = ∅. (2)

Доказательство. Индукция по построению ϕ-терма t.
Пусть t — ϕ-атом и n — произвольное натуральное число. Тогда верно

h(t) = 0 и Inn(t) = ∅. Следовательно, имеет место (2).
Пусть t имеет вид g(t1, . . . , tm) и n — произвольное натуральное чис-

ло. Тогда, применяя предположение индукции и леммы 1, 2, получаем

h(t) ≤ n⇐⇒ ∀i = 1, . . . ,m : h(ti) ≤ n⇐⇒
∀i = 1, . . . ,m : Inn(ti) = ∅⇐⇒ Inn(t) = ∅.



Пусть t имеет вид ϕus (t1, . . . , tm) и n — произвольное натуральное
число. Заметим, что верно h(t) > 0 и u ∈ In0(t). Таким образом, имеет
место (2) при n = 0. Если n > 0, то, применяя предположение индукции
и леммы 1, 2, получаем

h(t) ≤ n⇐⇒ h(s) ≤ n− 1 и ∀i = 1, . . . ,m : h(ti) ≤ n⇐⇒
Inn−1(s) = ∅ и ∀i = 1, . . . ,m : Inn(ti) = ∅⇐⇒ Inn(t) = ∅.

4. Λ-выражения

Пусть t — ϕ-терм, x = x1, . . . , xm — список предметных переменных.
Определим ϕ-терм Λx. t индукцией по построению ϕ-терма t:

• Λx. a
 Λ[cma ], где a — натуральное число;

• Λx. y 
 Λ[Imk ], если y есть xk (1 ≤ k ≤ m);

• Λx. y 
 〈2,m, y〉, если переменная y не входит в список x;

• Λx. ϕus (t1, . . . , tn)
 〈7,m, s,Λx. t1, . . . , Λx. tn〉;

• Λx. g(t1, . . . , tn)
 〈7,m,Λ[g],Λx. t1, . . . , Λx. tn〉.

Отметим, что если переменная y не входит в список x, то имеет место
v([a/y] Λx. y) = Λ[cma ] для всех натуральных чисел a.

Предложение 4. Пусть t — ϕ-терм, x — список предметных пере-
менных. Тогда

Ini(Λx. t) = Ini+1(t) для всех i ≥ 0; (3)

Argi(Λx. t) = Argi+1(t) для всех i > 0; (4)

Arg0(Λx. t) = Arg1(t) ∪ (Arg0(t)− x). (5)

Доказательство. Индукция по построению ϕ-терма t.

• Докажем соотношение (3).

Пусть t — ϕ-атом. Тогда Ini(Λx. t) = ∅ = Ini+1(t), так как в ϕ-
термах t и Λx. t нет верхних индексов.

Пусть t имеет вид g(t1, . . . , tn). Тогда, применяя предположение ин-
дукции и лемму 1, получаем

Ini(Λx. t) = Ini(〈7,m,Λ[g],Λx. t1, . . . , Λx. tn〉) =

=
n⋃
k=1

Ini(Λx. tk) =

n⋃
k=1

Ini+1(tk) = Ini+1(g(t1, . . . , tn)).



Пусть t имеет вид ϕus (t1, . . . , tn). Тогда, применяя предположение
индукции и лемму 1, получаем

Ini(Λx. t) = Ini(〈7,m, s,Λx. t1, . . . , Λx. tn〉) =

= Ini(s) ∪
n⋃
k=1

Ini(Λx. tk) = Ini(s) ∪
n⋃
k=1

Ini+1(tk) =

= Ini+1(ϕus (t1, . . . , tn)).

• Докажем соотношение (4).

Пусть t — ϕ-атом. Тогда h(t) = h(Λx. t) = 0. Т.к. i > 0, получаем
Argi(Λx. t) = ∅ = Argi(t).

В остальных случаях используем предположение индукции и лем-
му 1 аналогично доказательству соотношения (3).

• Докажем соотношение (5).

Пусть t — натуральное число a. Тогда

Arg0(Λx. a) = Arg0(Λ[cma ]) = ∅ = Arg1(a) ∪ (Arg0(a)− x).

Пусть t есть xi (1 ≤ i ≤ n). Тогда

Arg0(Λx. xi) = Arg0(Λ[Imi ]) = ∅ = Arg1(xi) ∪ (Arg0(xi)− x).

Пусть t — предметная переменная z, не входящая в список x. Тогда

Arg0(Λx. z) = Arg0(〈2,m, z〉) = {z} = Arg1(z) ∪ (Arg0(z)− x).

Пусть t имеет вид g(t1, . . . , tn). Тогда, используя предположение
индукции и лемму 1, получаем

Arg0(Λx. t) = Arg0(〈7,m,Λ[g],Λx. t1, . . . , Λx. tn〉) =

=
n⋃
k=1

Arg0(Λx. tk) =
n⋃
k=1

Arg1(tk) ∪
n⋃
k=1

(Arg0(tk)− x) =

= Arg1(g(t1, . . . , tn)) ∪ (Arg0(g(t1, . . . , tn))− x).



Пусть t имеет вид ϕus (t1, . . . , tn). Тогда, применяя предположение
индукции и лемму 1, получаем

Arg0(Λx. t) = Arg0(〈7,m, s,Λx. t1, . . . , Λx. tn〉) =

= Arg0(s) ∪
n⋃
k=1

Arg0(Λx. tk) =

= Arg0(s) ∪
n⋃
k=1

Arg1(tk) ∪
n⋃
k=1

(Arg0(tk)− x) =

= Arg1(ϕus (t1, . . . , tn)) ∪ (Arg0(ϕus (t1, . . . , tn))− x).

Введем следующие обозначения:

In≥i(t)

∞⋃
k=i

Ink(t), Arg≥i(t)

∞⋃
k=i

Argk(t). (i ≥ 0)

Из соотношений (3), (4) следует

In≥i(Λx. t) = In≥i+1(t) для всех i ≥ 0, (6)

Arg≥i(Λx. t) = Arg≥i+1(t) для всех i > 0. (7)

Предложение 5. Пусть t — ϕ-терм, x1, . . . , xn — списки предметных
переменных. Тогда выполняются следующие соотношения:

In≥i(Λxn . . .Λx1. t) = In≥i+n(t) для всех i ≥ 0; (8)

Arg≥i(Λxn . . .Λx1. t) = Arg≥i+n(t) для всех i > 0; (9)

Arg0(Λxn . . .Λx1. t) = (. . . ((Arg0(t)− x1) ∪Arg1(t)) . . .− xn) ∪Argn(t);
(10)

Arg≥0(Λxn . . .Λx1. t) = (. . . ((Arg0(t)− x1) ∪Arg1(t)) . . .− xn) ∪Arg≥n(t).
(11)

Доказательство. Соотношения (8), (9) следуют из (6), (7) соответствен-
но. Применяя (9) при i = 1, получаем

Arg≥0(Λxn . . .Λx1. t) = Arg0(Λxn . . .Λx1. t) ∪Arg≥1(Λxn . . .Λx1. t) =

= Arg0(Λxn . . .Λx1. t) ∪Arg≥n+1(t).

Таким образом, соотношение (11) сводится к (10). Докажем (10) индук-
цией по n. При n = 1 соотношение (10) справедливо в силу предложения



4. Используя предположение индукции для натурального числа n рав-
ного n− 1, получаем

Arg0(Λxn . . .Λx1. t) =

= (. . . ((Arg0(Λx1. t)− x2) ∪Arg1(Λx1. t)) . . .− xn) ∪Argn−1(Λx1. t).

Используя тот факт, что для каждого i = 1, . . . , n−1 в силу предложения
4 имеет место Argi(Λx1. t) = Argi+1(t) , получаем (10).

Предложение 6. Пусть t — ϕ-терм, x1, . . . , xn — списки предметных
переменных и множество Arg≥i(t) не содержит переменных из списка
xi для каждого i = 1, . . . , n. Тогда имеет место

Arg≥0(Λxn . . .Λx1. t) = Arg≥0(t)− x1 . . . xn.

Доказательство. Применяя (11), получаем

Arg≥0(Λxn . . .Λx1. t) =

= (. . . ((Arg0(t)− x1) ∪Arg1(t)) . . .− xn) ∪Arg≥n(t) =

=

(
n−1⋃
k=0

Argk(t) ∪Arg≥n(t)

)
− x1 . . . xn = Arg≥0(t)− x1 . . . xn.

Предложение 7. Пусть t — ϕ-терм, v — ϕ-атом, x = x1, . . . , xm —
список предметных переменных, и верно In0(t) ⊆ {v}. Тогда имеет ме-
сто следующее условное равенство:

ϕvΛx. t(x) ' t. (12)

Доказательство. Пусть все переменные, входящие в ϕ-термы v и t, со-
держатся среди списка y = y1, . . . , yl. Осуществим подстановку произ-
вольных натуральных чисел k = k1, . . . , kl в правую и левую части услов-
ного равенства (12) вместо всех вхождений переменных y1, . . . , yl соот-
ветственно, и докажем, что имеет место

v([k/y]ϕvΛx. t(x)) = v([k/y] t)

индукцией по построению ϕ-терма t. Обозначим натуральное число
[k/y]v через j, и список натуральных чисел [k/y]x через k′.

• Пусть t есть натуральное число a. Тогда Λx. t есть Λ[cma ] и имеет
место:

v([k/y]ϕvΛx. t(x)) = v(ϕ
[k/y] v

[k/y] Λ[cma ]
([k/y]x)) = v(ϕjΛ[cma ](k

′)) =

= cma (k′) = a = v(a) = v([k/y]t).



• Пусть t есть переменная xi (1 ≤ i ≤ m). Тогда Λx. t есть Λ[Imi ] и
имеет место:

v([k/y]ϕvΛx. t(x)) = v(ϕ
[k/y] v

[k/y] Λ[Imi ]
([k/y]x)) = v(ϕjΛ[Imi ](k

′)) =

= Imi (k′) = k′i = v(k′i) = v([k/y]xi) = v([k/y]t).

• Пусть t есть переменная z, которая не входит в список x. Обозначим
[k/y] z через b. Тогда имеет место v([k/y]Λx. t) = v(〈2,m, b〉) = Λ[cmb ]
и верно:

v([k/y]ϕvΛx. t(x)) = v(ϕj
[k/y] Λx. t

(k′)) = v(ϕj〈2,m,b〉(k
′)) =

= cmb (k′) = b = v([k/y] z) = v([k/y]t).

• Пусть t имеет вид g(t1, . . . , tn), где g ∈ En0 (n ≥ 1). Введем следую-
щие обозначения:

t′ 
 [k/y] t, (Λx. t)′ 
 [k/y] Λx. t,

t′i 
 [k/y] ti, (Λx. ti)
′ 
 [k/y] Λx. ti (1 ≤ i ≤ n).

Тогда

(Λx. t)′ = [k/y] Λx. t = [k/y] 〈7,m,Λ[g],Λx. t1, . . . , Λx. tn〉 =

= 〈7,m,Λ[g], (Λx. t1)′, . . . , (Λx. tn)′〉. (13)

Из (13) следует, что верно !(Λx. t)′ и имеет место v((Λx. t)′) ∈ Ijm
тогда и только тогда, когда для всех i = 1, . . . , n верно !(Λx. ti)

′ и
имеет место v((Λx. ti)

′) ∈ Ijm.

Согласно лемме 1 имеет место In0(g(t1, . . . , tn)) =
n⋃
i=1

In0(ti). Сле-

довательно для каждого из ϕ-термов t1, . . . , tn выполняется условие

доказываемого предложения: In0(ti) ⊆
n⋃
i=1

In0(ti) ⊆ {v}. Таким об-
разом, в силу предположения индукции выполняются следующие
соотношения:

v(ϕj(Λx. ti)′(k
′)) = v(t′i) (1 ≤ i ≤ n). (14)

Из (14) следует, что верно !(Λx. ti)
′ и v((Λx. ti)

′) ∈ Ijm тогда и только
тогда, когда верно !t′i (1 ≤ i ≤ n).
Рассмотрим случай, когда v(t′i) = −1 для некоторого натурального
числа i (1 ≤ i ≤ n). Тогда или v((Λx. ti)

′) = −1, или v((Λx. ti)
′) 6∈ Ijm.



Следовательно, или v((Λx. t)′) = −1, или v((Λx. t)′) 6∈ Ijm. Таким
образом, имеет место:

v([k/y]ϕvΛx. t(x)) = v(ϕj(Λx. t)′(k
′)) = −1 =

= v(g(t′1, . . . , t
′
n)) = v(t′) = v([k/y] t).

Теперь пусть !t′1, . . . , !t
′
n. Тогда !(Λx. ti)

′ и v((Λx. ti)
′) ∈ Ijm для всех

i = 1, . . . , n. Следовательно, верно !(Λx. t)′ и v((Λx. t)′) ∈ Ijm. Таким
образом, имеет место следующая цепочка равенств:

v([k/y]ϕvΛx. t(x)) = ϕjv((Λx. t)′)(k
′) =

= ϕj〈7,m,Λ[g],v((Λx. t1)′),...,v((Λx. tn)′)〉(k
′) =

= ϕjΛ[g](ϕ
j
v((Λx. t1)′)(k

′), . . . , ϕjv((Λx. tn)′)(k
′)) =

= g(v(t′1), . . . , v(t′n)) = v(g(t′1, . . . , t
′
n)) = v(t′).

• Пусть t имеет вид ϕus (t1, . . . , tn) (n ≥ 1). Из In0(t) ⊆ {v} следует, что
верхний индекс u есть ϕ-атом v. Введем следующие обозначения:

t′ 
 [k/y] t, (Λx. t)′ 
 [k/y] Λx. t,

t′i 
 [k/y] ti, (Λx. ti)
′ 
 [k/y] Λx. ti (1 ≤ i ≤ n),

s′ 
 [k/y] s.

Тогда

(Λx. t)′ = [k/y] Λx. t = [k/y] 〈7,m, s,Λx. t1, . . . , Λx. tn〉 =

= 〈7,m, s′, (Λx. t1)′, . . . , (Λx. tn)′〉. (15)

Из (15) следует, что верно !(Λx. t)′ и имеет место v((Λx. t)′) ∈ Ijm
тогда и только тогда, когда имеет место !s′ и v(s′) ∈ Ijn, и для всех
i = 1, . . . , n верно !(Λx. ti)

′ и v((Λx. ti)
′) ∈ Ijm.

Согласно лемме 1 имеет место In0(ϕvs(t1, . . . , tn)) = {v}∪
n⋃
i=1

In0(ti).

Следовательно, для каждого из ϕ-термов t1, . . . , tn выполняется

условие доказываемого предложения: In0(ti) ⊆ {v} ∪
n⋃
i=1

In0(ti) ⊆

{v}. Таким образом, в силу предположения индукции выполняют-
ся соотношения (14). Из (14) следует, что имеет место !(Λx. ti)

′ и
v((Λx. ti)

′) ∈ Ijm тогда и только тогда, когда верно !t′i (1 ≤ i ≤ n).
Рассмотрим случай, когда v(t′i) = −1 для некоторого натурального
числа i (1 ≤ i ≤ n). Тогда или v((Λx. ti)

′) = −1, или v((Λx. ti)
′) 6∈ Ijm.



Следовательно, или v((Λx. t)′) = −1, или v((Λx. t)′) 6∈ Ijm. Таким
образом, имеет место:

v([k/y]ϕvΛx. t(x)) = v(ϕj(Λx. t)′(k
′)) = −1 =

= v(ϕjs′(t
′
1, . . . , t

′
n)) = v(t′) = v([k/y] t). (16)

Рассмотрим случай, когда v(s′) = −1 или v(s′) 6∈ Ijn. Тогда или
v((Λx. t)′) = −1, или v((Λx. t)′) 6∈ Ijm. Таким образом, имеет место
цепочка равенств (16).

Пусть теперь !s′, !t′1, . . . , !t
′
n и v(s′) ∈ Ijn. В этом случае имеет место

!(Λx. ti)
′ и v((Λx. ti)

′) ∈ Ijm для всех i = 1, . . . , n. Следовательно,
верно !(Λx. t)′ и v((Λx. t)′) ∈ Ijm. Таким образом, имеет место следу-
ющая цепочка равенств:

v([k/y]ϕvΛx. t(x)) =

= ϕjv((Λx. t)′)(k
′) = ϕj〈7,m,v(s′),v((Λx. t1)′),...,v((Λx. tn)′)〉(k

′) =

= ϕjv(s′)(ϕ
j
v((Λx. t1)′)(k

′), . . . , ϕjv((Λx. tn)′)(k
′)) =

= ϕjv(s′)(v(t′1), . . . , v(t′n)) = v(ϕjs′(t
′
1, . . . , t

′
n)) = v(t′).

Предложение 8. Пусть t — ϕ-терм, v1, . . . , vn — ϕ-атомы, x1, . . . , xn
— списки предметных переменных и для каждого i = 1, . . . , n верно
Ini−1(t) ⊆ {vi}. Тогда имеет место следующее условное равенство:

ϕv1...
ϕvnΛxn...Λx1. t

(xn)
...
(x1) ' t. (17)

Доказательство. Индукция по n. Для n = 1 доказываемое утверждение
верно в силу предложения 7. Предположим, что оно справедливо для
натурального числа n равного n − 1. Тогда из предложения 4 следует,
что для всех i = 1, . . . , n− 1 верно Ini−1(Λx1. t) = Ini(t) ⊆ {vi+1}. Таким
образом, в силу предположения индукции имеет место

ϕv2. . .
ϕvnΛxn...Λx2.Λx1. t

(xn)
...
(x1) ' Λx1. t. (18)

Согласно предложению 7 верно

ϕv1Λx1. t
(x) ' t. (19)

Из (18), (19) получаем (17).



5. Основные результаты

Пусть t — ϕ-терм и V ar(t) ⊆ {x1, . . . , xn}. Будем использовать запись
f(x1, . . . , xn) := t в случае, когда мы хотим рассмотреть частичной функ-
ция f типа Nn → N, определяемую соотношением

f(a1, . . . , an) =

{
v([a1, . . . , an/x1, . . . , xn]t), если ![a1, . . . , an/x1, . . . , xn]t;

не определено, иначе,
(20)

где a1, . . . , an — произвольный набор натуральных чисел. При этом о
функции f будем говорить, что она определяется ϕ-термом t. Пусть t
— замкнутый ϕ-терм и имеет место !t. Будем использовать запись e := t
для введения в рассмотрение натурального числа e равного v(t).

Теорема 1. Пусть t — ϕ-терм, v0, . . . , vn — ϕ-атомы, x0, . . . , xn, y —
списки предметных переменных, и выполняются следующие условия:

1) h(t) ≤ n+ 1;

2) для каждого i = 0, . . . , n множество Arg≥i+1(t) не содержит пе-
ременных из списка xi;

3) для каждого i = 0, . . . , n верно Ini(t) ⊆ {vi};

4) Arg≥0(t)− x0 . . . xn ⊆ y.

Тогда выполняются следующие утверждения:

1) V ar(Λxn . . .Λx0. t) ⊆ y;

2) h(Λxn . . .Λx0. t) = 0;

3) функция f(y) := Λxn . . .Λx0. t принадлежит классу E0;

4) имеет место условное равенство

ϕv0...
ϕvnf(y)(xn)

...
(x0) ' t. (21)

Доказательство. Из условия 1 и предложений 3, 5 получаем

In≥0(Λxn . . .Λx0. t) = In≥n+1(t) = ∅.

Применяя предложение 3, устанавливаем справедливость утвержде-
ния 2. Из утверждения 2 следует, что ϕ-терм Λxn . . .Λx0. t не содержит



вхождений в качестве верхних индексов. Таким образом, применяя (6),
получаем

V ar(Λxn . . .Λx1. t) = Arg≥0(Λxn . . .Λx1. t) = Arg≥0(t)− x1 . . . xn (22)

Из (22) и условия 4 следует утверждение 1. В силу утверждения 1 функ-
ция f(y) := Λxn . . .Λx0. t корректно определена. Утверждение 3 следует
из утверждения 2. Утверждение 4 получаем из условий 2, 3 и предложе-
ния 8.

Теорема 2. Пусть t — ϕ-терм, v0, . . . , vn — ϕ-атомы, x0, . . . , xn —
списки предметных переменных, для которых выполняются следующие
условия:

1) h(t) ≤ n+ 1;

2) для каждого i = 0, . . . , n множество Arg≥i+1(t) не содержит пе-
ременных из списка xi;

3) для каждого i = 0, . . . , n верно Ini(t) ⊆ {vi};

4) Arg≥0(t) ⊆ x0 . . . xn.

Тогда выполняются следующие утверждения:

1) ϕ-терм Λxn . . .Λx0. t является замкнутым;

2) h(Λxn . . .Λx0. t) = 0;

3) !Λxn . . .Λx0. t;

4) для натурального числа e := Λxn . . .Λx0. t выполняется условное
равенство

ϕv0...
ϕvne (xn)

...
(x0) ' t. (23)

Доказательство. Утверждения 1, 2 получаем применением теоремы 1.
Утверждение 3 следует из утверждений 1, 2. Из утверждения 1, 3 полу-
чаем, что натуральное число e := Λxn . . .Λx0. t корректно определено.
Утверждение 4 следует из условий 2, 3 и предложения 8.

Предложение 9. Для каждого n ≥ 1 найдется такая функция gn ∈ E2
0,

что имеет место

ϕv. . . ϕvz(x1)
...
(xn) 2 ϕv. . . ϕvgn(z,v)(x1)

...
(xn) (24)

и ϕ-терм из правой части (24) является всюду определенным.



Доказательство. Рассмотрим функцию φ(z, v) := if(in′(z, v, 1),Λ[c1
0], z).

Нетрудно видеть, что для всех натуральных чисел a, i верно φ(a, i) ∈ Ii1,
и имеет место φ(a) = a, если a ∈ Ii1.

Доказательство проведем индукцией по натуральному числу n. По-
ложим функцию g1 равной φ и покажем, что выполняется (24) для n = 1.
Действительно, пусть натуральные числа a, b, i таковы, что верно !ϕia(b).
Тогда a ∈ Ii1 и φ(a, i) = a. Следовательно, ϕia(b) = ϕiφ(a,i)(b). Покажем те-
перь, что ϕ-терм ϕvφ(z,v)(x) является всюду определенным. Действитель-
но, для всех натуральных чисел a, b, i верно φ(a, i) ∈ Ii1 и следовательно
имеет место !ϕiφ(a,i)(b).

Построим функцию gn+1 в предположении, что имеется функция gn,
для которой выполняется (24). В силу теоремы 1 имеет место

ϕvϕv. . . ϕvz(x1)
...
(xn)(xn+1) 2 ϕv

φ

ϕv. . . ϕvgn(z,v)(x1)
...
(xn), v

(xn+1) '

' ϕvϕv. . . ϕvgn+1(z,v)(x1)
...
(xn)(xn+1), (25)

где

gn+1(z, v) := Λx1 . . .Λxn. φ

ϕv. . . ϕvgn(z,v)(x1)
...
(xn), v

 .

Покажем, что ϕ-терм из правой части (25) является всюду определен-
ным. Осуществим подстановку натуральных чисел i, a, b1, . . . , bn, bn+1

вместо переменных v, z, x1, . . . , xn, xn+1 в (25). В силу предположения
индукции имеет место !ϕi. . . ϕign(a,i)(b1)

...
(bn). Тогда

φ

ϕi. . . ϕign(a,i)(b1)
...
(bn), i

 ∈ Ii1

и выполняется

!ϕi

φ

ϕi. . . ϕign(a,i)(b1)
...
(bn), i

(bn+1).

Следовательно, имеет место !ϕi
ϕi. . . ϕign+1(a,i)(b1)

...
(bn)

(bn+1).



Предложение 10. Пусть i, a1, . . . , an — натуральные числа. Не суще-
ствует такого натурального числа e, для которого выполняется соот-
ношение

ϕi. . . ϕi
ϕiz(x)

(a1)
...
(an) 2 ϕi. . . ϕi

ϕie(z, x)
(a1)

...
(an). (26)

Доказательство. Предположим противное: для некоторого натурально-
го числа e верно (26). Тогда в силу теоремы 2 верно

ϕi. . . ϕi
ϕiz(z)

(a1)
...
(an) + 1 2 ϕi. . . ϕi

ϕie(z, z)
(a1)

...
(an) + 1 '

' ϕi. . . ϕi
ϕie′(z)

(a1)
...
(an) 2 ϕi. . . ϕi

ϕie′′(z)
(a1)

...
(an),

где e′ := Λz.Λx1 . . .Λxn.

ϕi. . . ϕi
ϕie(z, z)

(a1)
...
(an) + 1

 и e′′ = gn+1(e′, i),

а gn+1 — функция из предложения 9. Тогда !ϕi. . . ϕi
ϕie′′(e

′′)
(a1)

...
(an).

Следовательно, ϕi. . . ϕi
ϕie′′(e

′′)
(a1)

...
(an) + 1 = ϕi. . . ϕi

ϕie′′(e
′′)

(a1)
...
(an).

Получили противоречие.
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Λ-expressions for primitive recursive functions in the Grzegorczyk
hierarchy

Konovalov A.Yu.

In this paper we consider Λ-expressions constructed from universal
functions for functional classes of the Grzegorczyk hierarchy. We will
find a sufficient condition such that a given Λ-expression determines
a primitive recursive function from some level of the Grzegorczyk
hierarchy.

Keywords: Grzegorczyk hierarchy, primitive recursive functions,
strictly primitive recursive realizability.
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