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Алгоритм перевода конца цепочки в
заданную точку в пространстве с
метрикой городских кварталов

И. О. Бергер1

В работе рассматривается задача перемешения трехзвенной це-
почки с одним закрепленным краем из начального положения в
положение, в котором второй край попадает в заданную точку. В
качестве начального положения берется положение, при котором
все звенья цепочки лежат на оси абсцисс. При этом каждое звено
цепи имеет фиксированную длину, но может изгибаться под уг-
лом 90 градусов в любой своей точке. В работе предложен алго-
ритм доставляющий минимум расстояния между начальным и ко-
нечным положениями цепочки, причем расстояние измеряется на
основе метрики городских кварталов.

Ключевые слова: манхэттенская цепочка, манхэттенское рас-
стояние, алгоритм, метрика городских кварталов.

1. Введение

Управление роботами — один из разделов интеллектуальных систем, ак-
тивно развивающейся области науки. К этому разделу относятся, в част-
ности, статьи [1], [2], описывающие алгоритм обучения робота-манипуля-
тора, и статья [3], где были рассмотрены цепочки, концы звеньев которых
перемещаются по окружности, евклидово расстояние между ними и рас-
стояние Хэмминга. Такую цепочку можно представить как руку робота
с n суставами. В статье [3] рассматривался вопрос, как перевести конец
такой цепочки в нужную точку с минимальными затратами.

В данной статье при измерении расстояния между цепочками мы бу-
дем использовать манхэттенскую метрику, или метрику городских квар-
талов. Это метрика, в которой расстояние между двумя точками равно
сумме модулей разностей их координат. Мы будем рассматривать дру-
гой вид цепочек — манхэттенские цепочки, конец которых перемещает-
ся по окружности в манхэттенской метрике, выглядящей, как квадрат
наклонённый под углом в 45 градусов. Мы рассмотрим три алгоритма
перевода конца таких цепочек в заданную точку и для цепочки длины

1Бергер Ирина Олеговна — аспирант каф. математической теории интеллектуаль-
ных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: ioberger@ya.ru.

Berger Irina Olegovna — graduate student, Lomonosov Moscow State University,
Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of Intellectual
Systems.
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3 со звеньями на оси абсцисс рассмотрим области, на которых эти алго-
ритмы выдают манхэттенскую цепочку, находящуюся на минимальном
расстоянии от данной. Для измерения расстояния между цепочками сло-
жим все манхэттенские расстояния между соответствующими точками
цепочек.

2. Основные понятия и формулировка результа-
тов

Цепочкой A = A0A1...An длины n называется n + 1 точек A0, A1, ..., An,
Ai ∈ R2, i = 0..n, Ai 6= Ai+1, i = 0..n− 1.

Манхэттенской цепочкой называется цепочка, изображённая на
плоскости следующим образом. Для всех i, i = 0..n−1, рассмотрим точки
Ai, Ai+1. Если отрезок AiAi+1 параллелен оси OX или OY , то изобразим
их соединёнными прямой. Если AiAi+1 не пареллелен осям координат, то
Ai и Ai+1 соединим линией, состоящей из двух отрезков, один из кото-
рых параллелен оси OX, другой — оси OY , как показано на рисунке.
Соединим таким образом все соседние точки.

Рис.1: Вид звена манхэттенской цепочки.

Точка A0 называется центром манхэттнской цепочки.
Линия, соединяющая Ai и Ai+1 для любого i = 0..n − 1 называется

звеном.
Пусть N и M — точки на плоскости. Обозначим через ρ(N,M) =

|xN − xM |+ |yN − yM | манхэттенское расстояние между точками N,M .
Обозначим через dAi,i+1 = ρ(Ai, Ai+1), i = 0..n− 1 длину звена.
Скажем, что манхэттенская цепочка B = B0B1...Bn получена из

манхэттенской цепочки A = A0A1...An перемещением конца, если B0 =
A0 и ρ(Ai, Ai+1) = ρ(Bi, Bi+1), i = 0..n− 1.

Обозначим через P(A) множество манхэттенских цепочек, получае-
мых перемещением конца манэттенской цепочки из A.

Областю допустимых положений конца манхэттенской цепочки
A = A0A1...An назовём множество точек K(A) = {P |P = Bn, B полу-
чена из A перемещением конца манхэттенской цепочки}.

Манхэттенское расстояние между манхэттенскими цепочками

A = A0A1...An и B = B0B1...Bn определяется как ρ(A,B) =
n∑

i=0
ρ(Ai, Bi).
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Утверждение. Множество манхэттенских цепочек длины n —
метрическое пространство с метрикой ρ.

Доказательство. Первые два свойства вытекают из соответствую-
щих свойств для манхэттенской метрики на плоскости. Третье доказы-
вается следующим образом:

ρ(A,C) = ρ(A0, C0) + ρ(A1, C1) + ...+ ρ(An, Cn) ≤

≤ ρ(A0, B0) + ρ(B0, C0) + ...+ ρ(An, Bn) + ρ(Bn, Cn) =

= ρ(A,B) + ρ(B,C)

Конец доказательства.
Обозначим через (O, d) окружность в манхэттнской метрике, центр

которой O и радиус d.
Обозначим через [O, d] круг в манхэттнской метрике, центр которого

O и радиус d.

2.1. Область допустимых положений конца манхэттенской
цепочки

Утверждение. Пусть A = A0A1...An — манхэттенская цепочка дли-
ны n. Область допустимых положений конца манхэттенской цепочки
A имеет следующий вид: K(A) = {P : max{dA0,1− (dA1,2+ ...+d

A
n−1,n), 0} ≤

ρ(P,A0) ≤ dA0,1 + ...+ dAn−1,n}
Доказательство.

Рис. 2: Область допустимых положений конца цепочки.
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Рассмотрим только случай, когда A0 — центр координат O. Случаи,
для которых это не выполняется, получаются параллельным переносом.

Воспользуемся индукцией по длине n манхэттенской цепочки. База
индукции: при n = 1 область допустимых положений конца манхэттен-
ской цепочки OA1 — манхэттенская окружность с центром в точке O и
радиусом dA0,1, то есть множество {P : dA0,1 ≤ ρ(P,O) ≤ dA0,1}, удовлетво-
ряющее условию.

Предположим, мы нашли вид области допустимых положений кон-
ца манхэттенской цепочки для n = k, и он соответствует множеству,
указанному в условии теоремы. Найдём её вид для n = k + 1.

Возьмём точку P на плоскости. Построить манхэттенскую цепочку
OA1...Ak+1 с концом в точке P можно тогда и только тогда, когда ман-
хэттенская окружность (P, dAk,k+1) пересекает область допустимых по-
ложений конца манхэттенской цепочки OA1...Ak. Тогда и только тогда
мы можем переместить конец манхэттенской цепочки OA1...Ak в точку
пересечения P0 и соединить P0 и P звеном.

Чтобы пересечение не было пустым, точка P должна располагать-
ся на расстоянии, меньшем или равном dAk,k+1 от области допустимых
положений конца манхэттенской цепочки OA1...Ak, то есть в области
{P : max{dA0,1− (dA1,2+ ...+d

A
k,k+1), 0} ≤ ρ(P,O) ≤ dA0,1+ ...+dAk,k+1} Конец

доказательства.

2.2. Алгоритмы перевода конца манхэттенской цепочки в
заданную точку

Алгоритм А1
Пусть нам даны манхэттенская цепочка длины n, A = OA1...An,

и точка P на плоскости. Чтобы найти манхэттенскую цепочку
OA′1...A

′
n−1P , полученную переводом конца A в точку P , выполним сле-

дующую последовательность действий.
Индуктивно определим A′i при i = 0..n− 2. Для i = 0 пусть A′0 — это

точка O.
Обозначим через Di пересечение манхэттенской окружности (A′i−1,

di−1,i) и манхэттенского круга [P,
∑n−1

k=i dk,k+1]. Это множество таких то-
чек, в одной из которых должен находиться конец i-ого звена, чтобы
искомая манхэттенская цепочка существовала.

Пересечение манхэттенских круга и окружности — это множество, в
которое могут входить точки и отрезки.

Возможны несколько случаев:

• Если Di пусто, то искомой манхэттенской цепочки не существует,
и алгоритм заканчивает свою работу.
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• Если Di представляет собой одну точку, то её и возьмём в качестве
A′i.

• Если Di предствляет собой совокупность отрезков, то выбираем на
них ближайшую к Ai точку. Для этого рассмотрим концы отрез-
ков и точку, принадлежащую Di, с той же ординатой, что и у Ai,
если эта точка есть. Эта точка получается проведением горизон-
тальной прямой из Ai. Сравниваем расстояния от Ai до этих точек
и выбираем минимальное. Это будет точка A′i.

Мы определили A′i при i = 1..n− 2. Теперь найдём A′n−1.
Пусть Dn−1 — пересечение манхэттенских окружностей (A′n−2,

dn−2,n−1) и (P, dn−1,n).
Для нахождения пересечения попарно проверяем, пересекаются ли

отрезки манхэттенских окружностей, и добавляем в ответ точку, если
они пересекаются по точке, или пару точек, если они пересекаются по
отрезку.

Возможны несколько случаев:

• Если Dn−1 пусто, то искомая цепочка не существует, и алгоритм
завершает работу.

• Если Dn−1 — точка, то именно её выберем в качестве A′n−1.

• Если Dn−1 представляет собой две точки, то возьмём ближайшую
к An−1.

• Если Dn−1 — это отрезок или совокупность отрезков, то сравни-
ваем расстояния от An−1 до их концов и до точки Dn−1 с той же
ординатой, что и у An−1. Ближайшую точку выбираем в качестве
A′n−1.

Таким образом, мы индуктивно определили манхэттенскую цепочку,
полученную из OA1A2..An перемещением конца манхэттенской цепочки
в точку P .

Алгоритм А2
Пусть нам даны манхэттенская цепочка длины n, A = OA1...An, и

точка P на плоскости. Рассмотрим другой способ найти манхэттенскую
цепочку OA′1...A′n−1P , полученную переводом конца A в точку P .

Индуктивно определим A′i при i = n..2. Пусть при i = n A′n — это
точка P .

Обозначим через Di пересечение манхэттенской окружности (A′i+1,

di,i+1) и манхэттенского круга [O,
∑i−1

k=0 dk,k+1]. Это множество таких то-
чек, в одной из которых должен находиться конец i-ого звена, чтобы
искомая манхэттенская цепочка существовала.
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Пересечение манхэттенских круга и окружности — это множество, в
которое могут входить точки и отрезки.

Возможны несколько случаев:

• Если Di пусто, то искомой манхэттенской цепочки не существует,
и алгоритм заканчивает свою работу.

• Если Di представляет собой одну точку, то её и возьмём в качестве
A′i.

• Если Di предствляет собой совокупность отрезков, то выбираем на
них ближайшую к Ai точку. Делаем это тем же способом, что и в
алгоритме А1.

Мы определили A′i при i = n− 1..2. Теперь найдём A′1.
Пусть D1 — пересечение манхэттенских окружностей (A′2, d1,2) и (O,

d0,1).
Пересечение находим тем же образом, что в алгоритме А1.
Возможны несколько случаев:

• Если D1 пусто, то искомой цепочки не существует, и алгоритм за-
вершает работу.

• Если D1 — точка, то именно её выберем в качестве A′1.

• Если D1 представляет собой две точки, то возьмём ближайшую к
A1.

• Если D1 — это отрезок или совокупность отрезков, то ближайшую
точку выбираем в качестве A′1.

Таким образом, мы получили вторую манхэттенскую цепочку, полу-
ченную из OA1A2...An перемещением конца манхэттенской цепочки в
точку P .

Алгоритм А3
Следующий алгоритм заключается в том, что мы применяем оба ал-

горитма А1 и А2 и сравниваем их результаты. Тот результат, который
находится ближе к оригинальной манхэттенской цепочке, выдаём в ка-
честве ответа.

2.3. Основные результаты

Теорема 1. Пусть d ∈ R > 0 и A = OA1A2A3 — такая манхэттен-
ская цепочка, что O = (0, 0), A1 = (d, 0), A2 = (2d, 0), A3 = (3d, 0).
Пусть точка P ∈ {(x, y) : d ≤ ρ((x, y), O) ≤ 3d}. Манхэттенская

12



цепочка, построенная с помощью алгоритма А1 для данных точки P
и манхэттенской цепочки A, находится на минимальном расстоянии
от A = OA1A2A3 среди всех манхэттенских цепочек, полученных из
A = OA1A2A3 перемещением конца в P .

Теорема 2. Пусть d ∈ R > 0 и A = OA1A2A3 — такая манхэттен-
ская цепочка, что O = (0, 0), A1 = (d, 0), A2 = (2d, 0), A3 = (3d, 0).
Если точка P лежит в области допустимых положений конца цепоч-
ки A, то манхэттенская цепочка, построенная с помощью алгоритма
А3 для точки P и манхэттенской цепочки A, находится на минималь-
ном расстоянии от A = OA1A2A3 среди всех манхэттенских цепочек,
полученных из A = OA1A2A3 перемещением конца в P . Если точка P
лежит вне области допустимых положений конца цепочки A, то от-
вет алгоритма А3 пуст.

3. Доказательство результатов

3.1. Доказательство теоремы 1

Разобъём область M = {(x, y) : d ≤ ρ((x, y), O) ≤ 3d} на области:

• M1 = {(x, y) : ρ((x, y), A2) < d, y ≤ 0}

• M2 = {(x, y) : ρ((x, y), (d, d)) < d}

• M3 = {(x, y) : ρ((x, y), (0, 2d)) < d}

• M4 = {(x, y) : ρ((x, y), (−d, d)) < d}

• M5 = {(x, y) : ρ((x, y), (−2d, 0)) < d, y ≤ 0}

• границы этих областей

Если мы докажем утверждение теоремы для точки P , принадлежа-
щей одной из этих областей, то оно справедливо для симметричной ей
относительно оси OX области, так как данная в условии манхэттенская
цепочка симметрична относительно оси OX.

Обозначим через A′ = OA′1A
′
2P манхэттенскую цепочку, полученную

с помощью алгоритма А1.
1. Сначала рассмотрим P , лежащее в области M1 = {(x, y) : ρ((x, y),

A2) < d, y ≥ 0}.
В этом случае, согласно алгоритму А1, в качестве A′1 мы выбираем

точку A1, так как она лежит внутри манхэттенского круга [P, 2d]. Затем
выбираем в качестве A′2 точку персечения манхэттенских окружностей
(P, d) и (A′1, d), находящуюся на минимальном манхэттенском расстоя-
нии от A2.
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Рис.3: Случай 1.

Построим следующие манхэттенские окружности:

• (O, d) — множество точек, в которые можно переместить конец пер-
вого звена.

• (A1, d) — множество точек, в которые можно переместить конец
второго звена при условии, что первое звено остаётся на месте.

• (P, d) — множество, включающее в себя все возможные положения
конца второго звена, при которых можно построить манхэттенскую
цепочку, полученную из данной перемещением конца в точку P .

Построим также манхэттенский круг [O, 2d]. Этот манхэттенский
круг — множество допустимых положений конца манхэттенской цепочки
OA1A2. Его пересечение с манхэттенской окружностью (P, d) — множе-
ство точек, при перемещении конца второго звена в которые мы можем
построить манхэттенскую цепочку, полученную из данной перемещени-
ем конца в точку P . Это множество отмечено на рисунке жирной линией.
Обозначим его D.

Обратим внимание, что манхэттенская окружность (A1, d) пересекает
манхэттенскую окружность (P, d) в точках множества D, для которых
расстояние до точки A2 наименьшее среди всех точек множестваD. Одна
из них — точка, обозначенная на рисунке через D2.

Пусть A′′1 лежит на манхэттенской окружности (O, d). Обозначим D′′

пересечение манхэттенских окружностей (A′′1, d) и (P, d). A′′2, если оно
существует, будем считать равным argminx∈D′′ ρ(A2, x).
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Если A′′2 существует, манхэттенское расстояние между манхэттенски-
ми цепочками OA1A2A3 и OA′′1A′′2P равно

ρ(OA1A2A3, OA
′′
1A
′′
2P ) = ρ(A′′1, A1) + ρ(A′′2, A2) + ρ(A3, P )

Учитывая, что ρ(A′′1, A1) ≥ 0, ρ(A′′2, A2) ≥ ρ(A2, D2), а ρ(A3, P ) не
зависит от выбора точек A′′1 и A′′2, минимум расстояния будет достигаться
при A′′1 = A1 и A′′2 = D2, и он равен ρ(A2, D2) + ρ(A3, P ).

Значит, чтобы получить манхэттенскую цепочку, находящуюся на
минимальном расстоянии от данной и заканчивающуюся в P , мы долж-
ны оставить конец первого звена на месте, а конец второго поместить в
точку на пересечении (P, d) и (A1, d), манхэттенское расстояние до ко-
торой от A2 минимально. Именно так строится нужная манхэттенская
цепочка в алгоритме А1.

2. Рассмотрим P , лежащее в области M2 = {(x, y) : ρ((x, y), (d, d)) <
d}.

В этом случае, также, как в предыдущем, согласно алгоритму А1 точ-
ка A′1 совпадает с A1, так как точка A1 находится внутри манхэттенского
круга [P, 2d] и является ближайшей к самой себе.

D1

P

D2

O

A2

A3A1

P1

P2

P3

P4A1,1

A1,3

Рис.4: Случай 2.

Доказательство для этого случая практически полностью совпадает
с доказательством для случая 1, только множество D выглядит иначе и
ближайшая к A2 точка на рисунке обозначена D1.

3. Рассмотрим область M3 = {(x, y) : ρ((x, y), (0, 2d)) < d}.
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Рис.5: Случай 3.

Этот пункт отличается от предыдущих тем, что не существует манх-
эттенских цепочек, полученных из данной перемещением конца в точку
P , таких, что первое звено остаётся на своём месте. Согласно алгорит-
му А1, в качестве точки A′1 мы должны взять ближаюшую к A1 точку
из точек манхэттенской окружности (O, d), лежащих во внутренности
манхэттенской окружности (P, 2d). Эта точка на рисунке обозначена E.

Построим манхэттенскую окружность с радиусом d и центром в точке
E. Она пересекает манхэттенскую окружность (P, d) по отрезку стороны
P2P3, поскольку он находится на манхэттенском расстоянии d.

Снова построим манхэттенский круг [O, 2d]. Его пересечение с манх-
эттенской окружностью (P, d) отмечено на рисунке жирной линией. Обо-
значим его D.

Обратим внимание, что точка E находится на манхэттенском рассто-
янии d от стороны P2P3 манхэттенской окружности (P, d), и манхэттен-
ская окружность (E, d) пересекает манхэттенскую окружность (P, d) по
отрезку стороны P2P3, для которого манхэттенское расстояние до точки
A2 наименьшее среди всех точек множества D. Обозначим это расстоя-
ние t.

Пусть A′′1 лежит на пересечении манхэттенской окружности (O, d) и
манхэттенского круга [P, 2d]. Обозначим через D′′ пересечение манхэт-
тенских окружностей (A′′1, d) и (P, d). A′′2 будем считать равным

arg min
x∈D′′

ρ(A2, x)

.
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Манхэттенское расстояние между манхэттенскими цепочками
OA1A2A3 и OA′′1A′′2P равно

ρ(OA1A2A3, OA
′′
1A
′′
2P ) = ρ(A′′1, A1) + ρ(A′′2, A2) + ρ(A3, P )

Учитывая, что ρ(A′′1, A1) ≥ ρ(E,A1), ρ(A′′2, A2) ≥ t, а ρ(A3, P ) не за-
висит от выбора точек A′′1 и A′′2, минимум расстояния будет достигаться
при A′′1 = E и A′′2 = argminx∈D′′ ρ(A2, x).

Значит, чтобы получить манхэттенскую цепочку, находящуюся на
минимальном расстоянии от данной и заканчивающуюся в P , мы долж-
ны поместить конец первого звена в точку пересечения [P, 2d] и (0, d)
находящуюся ближе всех к A1, а конец второго поместить в точку на
пересечении (P, d) и (A1, d), манхэттенское расстояние до которой от A2

минимально. Именно так строится нужная манхэттенская цепочка в ал-
горитме А1.

4. Рассмотрим область M4 = {(x, y) : ρ((x, y), (−d, d)) < d}.

P
E

O

A2

A3A1

P1

P2

P3

P4

Рис.6: Случай 4.

Данный пункт доказывается аналогично предыдущему.

5. Рассмотрим область M4 = {(x, y) : ρ((x, y), (−2d, 0)) < d, y ≥ 0}.
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Рис.7: Случай 5.

В данном случае все точки пересечения (O, d) ∩ [P, 2d] равноудале-
ны от точки A1, поэтому можно выбрать в качестве E любую из двух
точек пересечения (O, d) ∩ (P, 2d). Дальше доказательство аналогично
предыдущему пункту.

6. Рассмотрим границы областей 1-5.
Если точка P находится на границе рассмотренных ранее областей,

то в пересечение манхэттенских окружностей (P, d) и (A1, d) или (E, d)
попадает точка, которая находится ближе всего к A2 среди точек, в кото-
рые мы можем поместить A′2. Далее доказательство аналогично преды-
дущим пунктам.

Конец доказательства.

3.2. Доказательство теоремы 2

Лемма 1. Пусть A — манхэттенская цепочка, и P — точка на плос-
кости. Результатом работы алгоритмов А1 и А2 является отстут-
ствие манхэттенской цепочки, полученнной из A перемещением конца
в точку P , тогда и только тогда, когда P лежит вне области допу-
стимых положений конца манхэттенской цепочки A.

Доказательство. Алгоритм А1 выдаёт в качестве ответа отсутствие
нужной манхэттенской цепочки тогда и только тогда, когда множестоD1

пусто. Это происходит тогда и только тогда, когда манхэттенская окруж-
ность (O, d0,1) и манхэттенский круг [P,

∑n−1
k=1 dk,k+1] не пересекаются, то

есть тогда и только тогда, когда P лежит вне области допустимых поло-
жений конца манхэттенской цепочки A.
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Для алгоритма А2 утверждение доказывается таким же образом.
Лемма доказана.

В рассмотренных в предыдущей теореме областях на манхэттенской
окружности с центром в такой точке, которая ближе всех к A1 из всех
возможных, лежала точка, ближайшая к A2 из всех возможных. В обла-
сти {(x, y) : ρ((x, y), O) ≤ d} такого не происходит, поэтому, чтобы полу-
чить манхэттенскую цепочку, находящуюся на минимальном расстоянии
от данной, в некоторых случаях нам придётся переместить конец перво-
го звена не в ближайшую к A1 точку, и алгоритм А1 работает неверно.
Аналогично не всегда работает верно алгоритм А2. Докажем, что для
этой области правильно работает алгоритм А3, выбирающий наиболее
подходящий ответ из результатов работы алгоритмов А1 и А2.

Будем рассматривать только область {(x, y) : ρ((x, y), O) ≤ d, y ≥ 0},
так как оставшаяся часть области {(x, y) : ρ((x, y), O) ≤ d} симметрична,
и для неё теорема доказывается также.

X
P

Y
O

A2

A3A1

P1

P2

P3

P4

A1,1

A1,3

O4

O3

O1

Рис.8: Случай, когда т. P находится на расстоянии меньше или равно d
от начала цепочки.

Обозначим через OA1,1A2A1,3 манхэттенскую окружность (A1, d).
Обозначим X и Y точки пересечения манхэттенских окружностей

(P, d) и (A1, d). Пусть r1 = ρ(A1,3, Y ), r2 = ρ(A1,1, X).
Возьмём точку A′′1 на манхэттенской окружности (O, d). Обозначим

через D′′ пересечение (P, d) ∩ (A′′1, d), через D — пересечение (P, d) ∩
(A1, d).
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Через OA′1A′2P обозначим манхэттенскую цепочку, находящуюся на
минимальном расстоянии от OA1A2A3 и полученную из неё перемеще-
нием конца манхэттенской цепочки в точку P .

Пусть точка A′′1 ∈ A1O1 и ρ(A′′1, A1) < r1, либо A′′1 ∈ A1O3 и
ρ(A′′1, A1) < r2. Построим манхэттенскую окружность с центром в точ-
ке A′′1 и радиусом d. Она пересекает манхэттенскую окружность (P, d) в
двух точках X ′′ и Y ′′, причём

ρ(A2, argmin
x∈D

(ρ(A2, x)) ≤ ρ(A2, arg min
x∈D′′

(ρ(A2, x)))

То есть при данных положениях точки A′′1 минимальное расстояние до
возможных положений конца второго звена будет больше, чем если мы
оставим конец первого звена на своём месте. Поэтому мы можем не рас-
сматривать данные положения точки A′′1 в качестве возможных положе-
ний точки A′1.

Пусть точка A′′1 ∈ A1O1 и ρ(A′′1, A1) = r1, либо A′′1 ∈ A1O3 и
ρ(A′′1, A1) = r2. В этом случае в D′′ входит точка P2, которая являет-
ся ближайшей к точке A2 на манхэттенской окружности (P, d). Она не
входит в множество D.

При A′′1 ∈ O1O4 ∪ O3O4, при A′′1 ∈ A1O1 и ρ(A1, A
′′
1) > r1, при

A′′1 ∈ A1O3 и ρ(A1, A
′′
1) > r2 манхэттенское расстояние между точкой A2

и точками множества D′′ будет больше или равно расстояния ρ(A2, P2),
так как P2 — ближайшая к A2 точка на манхэттенской окружности (P, d).
При этом расстояние ρ(A1, A

′′
1) будет больше, чем при ранее рассматри-

ваемых случаях. Значит, для нахождения манхэттенской цепочки, нахо-
дящейся на минимальном расстоянии от данной и полученной переводом
конца в точку P , мы можем ограничиться лишь рассмотрением случаев,
когда A′′1 = A1 и когда P2 ∈ D′′.

Обозначим через Â1 положение A′′1, при котором P2 ∈ D′′ и ρ(A1, A
′′
1)

минимально. Возможны два случая:

• 0 + ρ(A2, argminx∈D(ρ(A2, x)) + ρ(P,A3) ≤
≤ ρ(A1, Â1) + ρ(A2, P2) + ρ(P,A3).

• 0 + ρ(A2, argminx∈D(ρ(A2, x)) + ρ(P,A3) >
> ρ(A1, Â1) + ρ(A2, P2) + ρ(P,A3).

В первом случае для минимизации расстояния между манхэттенски-
ми цепочками в качестве конца первого звена A′1 выбираем точку A1,
а в качестве конца второго звена A′2 — ближайшую к A2 точку пе-
ресечения манхэттенских окружностей (P, d) и (A′1, d). В этом случае
ρ(OA1A2A3, OA

′
1A
′
2P ) будет минимальным. Это соответствует действи-

ям в алгоритме A4.
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Во втором случае мы выбираем P2 в качестве A′2, а в качестве A′1 —
ближайшую к A1 точку пересечения манхэттенских окружностей (O, d)
и (P2, d). Это соответствует действиям, описываемым в алгоритме A5.

Таким образом, в заданной области всегда верен результат одного из
алгоритмов А1 или А2.

Для области {(x, y) : ρ((x, y), O) < d} теорема доказана.
Для точек вне области допустимых положений конца цепочки A тео-

рема следует непосредственно из леммы 1. Для оставшейся области тео-
рема следует из теоремы 1.

Теорема доказана.

4. Заключение

В работе рассмотрены три алгоритма перевода конца манхэттенской це-
почки в заданную точку. Для прямых манхэттенских цепочек длины 3
указана область, в которой эти алгоритмы выдают оптимальное реше-
ние.
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Algorithms of moving of the end of the chain to the given point
in space with the taxicab metric

Berger I.O.

The paper considers the problem of moving a three-link chain with
one fixed edge from the initial position to the position in which the
second edge is placed in a given point. The initial position is the position
at which all chain links lie on the abscissa axis. Moreover, each chain
link has a fixed length, but it can bend at an angle of 90 degrees at any
point. The paper proposes an algorithm that minimizes the distance
between the initial and final positions of the chain, and the distance
measure is based on the metric of taxicab geometry.

Keywords: Manhattan chains, Manhattan distance, algorithm,
taxicab geometry.
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Возникновение неблагоприятных событий в процессе оказания
медицинской помощи возникает у 10-15% госпитализированных па-
циентов. Снижение даже на несколько процентов возникновения
таких событий позволит сохранить тысячи жизней. Одним из путей
решения этой важнейшей проблемы является использование ин-
теллектуальных информационных технологий, позволяющих про-
гнозировать риск возникновения неблагоприятного клинического
исхода у пациентов. В работе представлены результаты исследова-
ния 1, выполненного совместно сотрудниками Национального ме-
дицинского исследовательского центра терапии и профилактиче-
ской медицины МЗ РФ и механико-математического факультета
МГУ имени М.В. Ломоносова, показывающего применимость ме-
тодов анализа данных в решении этой важной проблемы.

Ключевые слова: профилактическая медицина, неблагопри-
ятный клинический исход, углубленный анализ данных.

1. Введение

В конце прошлого столетия, когда стала регистрироваться высокая ча-
стота возникновения неблагоприятных событий в процессе оказания ме-
дицинской помощи, в ряде развитых стран были проведены исследова-
ния, которые подтвердили, что вред здоровью, обусловленный не болез-
нью, а связанный с оказанием медицинской помощи, возникает у 10-15 %
госпитализированных пациентов [1]-[4] В ряде стран были созданы под-
разделения, сообщающие об ошибках такого рода [5]-[7]. В России стати-
стика врачебных ошибок не ведется- , хотя по неофициальным данным,
ошибки медицинских работников уносят каждый год жизни около 50
тысяч человек [8].

Положительный опыт использования методов интеллектуального
анализа данных (Big Data, Data Mining) во многих сферах (от финансов
до управления сложными технологическими процессами), позволяет по-
ставить вопрос о применимости этих методов и в решении задач прогно-
зирования риска возникновения неблагоприятных клинических исходов.

Целью настоящей работы является изложение первых результатов
совместного проекта Национального медицинского исследовательского
центра терапии и профилактической медицины (НМИЦТиПМ МЗ РФ)
и механико-математического факультета МГУ имени М.В. Ломоносова,
показывающего применимость методов анализа данных в решении этой
важной проблемы. В рамках проекта решается задача прогнозирования

1работа выполнена при поддержке РФФИ грант № 19-29-01051 «Разработка алго-
ритмов принятия решений для управления рисками неблагоприятных клинических
событий в высокотехнологичной медицинской организации на основе технологии data
mining»
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риска неблагоприятного клинического исхода на основе информации о
пациенте, доступной в клинике НМИЦТиПМ МЗ РФ (медицинская ин-
формационная система «Медиалог»). Как и для всех проектов такого ро-
да, заранее нельзя сказать, насколько успешным может быть этот подход
к решению упомянутой выше задачи. Отчасти это связано со многими
факторами неопределённости, для снятия которых необходимо провести
серию экспериментальных работ и предварительно получить ответы на
следующие вопросы:

• Что такое неблагоприятный клинический исход и можно ли его
описать на языке накапливаемой в системе «Медиалог» информа-
ции о пациентах (признаки и их значения)? Изначально система
«Медиалог» проектировалась для других целей и среди парамет-
ров системы признак неблагоприятного исхода отсутствует- поэто-
му ответ на этот вопрос далеко не очевиден.

• Достаточно ли данных (в смысле полноты представленной в си-
стеме информации о пациентах), чтобы такую задачу можно было
решать или потребуется накапливать дополнительный набор при-
знаков в описании (модели) пациента в системе?

• Достаточно ли представителен объем данных (в смысле количества
пациентов) для возможности использования методов data mining
(машинного обучения)?

• Достаточно ли данных (как количественных, так и качественных)
накопленных в системе, чтобы к ним можно было достаточно эф-
фективно применить методы data mining (машинного обучения)?

• Как оценивать качество прогноза? Какой уровень качества явля-
ется приемлемым для клиницистов?

• Для использования клиницистами разрабатываемой системы про-
гнозирования, они должны доверять ей. Каким образом обеспечить
такое доверие? Формальные критерии качества прогноза часто не
убедительны для пользователей.

В ходе выполнения проекта были проведены несколько десятков
встреч и совещаний между основными участниками проекта – сотруд-
никами клиники НМИЦТиПМ (будущими пользователями системы и
носителями знаний о том, что «хорошо» и что «плохо»), сотрудника-
ми ИТ подразделения НМИЦТиПМ (владельцами информации, пони-
мающими все тонкости ее появления, накопления, изменения и хране-
ния), сотрудниками механико-математического факультет МГУ имени
М.В. Ломоносова (математиками, знающими как работают алгоритмы
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анализа данных и как их настроить наилучшим образом для получения
максимально хорошего результата). Первая часть обсуждений касалась
понятия «неблагоприятный клинический исход» (основные участники –
клиницисты и ИТ). Было сформулировано это понятие на языке при-
знаков и их значений, имеющихся в системе. Вторая часть обсуждений
касалась доступности и качества накапливаемой информации (основные
участники – ИТ и математики). Было сделано несколько десятков выгру-
зок из системы (критерии уточнялись по результатам анализа предыду-
щей выгрузки), пока не были получены выгрузки с приемлемым уров-
нем пропуска значений признаков. Третья часть обсуждений касалась
«доводки» полученной выгрузки до уровня, с которым могут работать
алгоритмы анализа данных (основные участники – математики и клини-
цисты) с целью получения значимых для клиницистов результатов. Рас-
сматривались разные варианты заполнения отсутствующих в выгрузке
значений признаков (медианные значения/ усредненные/ дополнитель-
ный класс «-1» и пр.). Наряду с экспертными мнениями клиницистов
(что «разумно», что «не разумно») использовались и формальные про-
гоны разными методами, позволяющие «нащупать» правильные алго-
ритмы заполнения недостающих данных. Четвертая часть обсуждений
касалась выбора наилучших алгоритмов для полученного набора данных
и их оптимизации (основные участники – математики и клиницисты). В
частности, оказалось, что одним из важных критериев выбора класса ал-
горитмов является его интуитивная понятность для клиницистов. Для
этого были разработаны методы выделения наиболее важных для про-
гноза признаков (это позволяло понять «разумность» прогноза), методы
графического представления прогноза (это позволяло понять «логику»
прогноза). Важность этого аспекта в начале проекта спрогнозировать
было нельзя, поэтому пришлось делать много незапланированный ра-
боты. Тем не менее результаты работы этих алгоритмов были дополни-
тельно проверены на менее понятной для клиницистов модели - нейрон-
ной сети. Результаты, полученные с помощью нейронной сети, показали
хорошее качество предсказания риска развития неблагоприятных кли-
нических исходов на отобранных ранее моделях.

В результате выполнения исследования были получены положитель-
ные ответы на сформулированные выше вопросы:

1) Задача может решаться на основе накапливаемой в ИТ системе
НМИЦТиПМ информации;

2) Набор признаков (модель) достаточен, даже скорее избыточен, для
применения методов анализа данных;
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3) Качество информации находится в допустимых пределах, ее можно
дополнить исходя из формальных соображений в случае необходи-
мости;

4) Алгоритмы демонстрируют достаточно хорошее качество прогноза
на имеющейся выборке;

5) Алгоритмы понятны врачам-клиницистам и они им доверяют.

Полученные результаты снимают потенциальные риски разработки
прототипа системы, реализация которой составляет содержание следую-
щих этапов проекта.

2. Обзор современного состояния исследований в
области управления рисками неблагоприятных
клинических событий в высокотехнологичной
медицинской организации

Как уже упоминалось выше, возникновение неблагоприятных событий в
процессе оказания медицинской помощи возникает у 10-15% госпитали-
зированных пациентов. Один из главных путей решения этой важнейшей
проблемы лежит в сфере информационных технологий, использование
которых предоставляет возможность сделать оказание медицинской по-
мощи более безопасным [9]-[11], а внедрение систем поддержки принятия
клинических решений в управление качеством медицинской помощи дает
возможность уменьшить врачебные ошибки, а также повысить безопас-
ность хирургического лечения пациентов, оптимизировать процесс на-
значения лекарств и прогнозировать, а следовательно и уменьшать, риск
неблагоприятных клинических событий [10]-[16]. Из немногочисленных
примеров отечественных систем можно назвать клиническую информа-
ционную систему «ДОКА+» [17], ИС «Кардинет-онлайн» [18], которые
содержат модуль, предупреждающий врачей о возможных ошибках с
назначением лекарственных препаратов. Но системы, которые бы ока-
зывали поддержку управленческим решениям, отсутствуют- во всяком
случае нам не удалось найти информацию о таких системах.

Одной из нерешенных проблем использования информационных тех-
нологий в отечественном здравоохранении является слабое использова-
ние и управление медицинской информацией, которое затрудняет усилия
по преобразованию ценности информации в ценность для отрасли [19],
что приводит к росту расходов на медицинское обслуживание, к неоправ-
данным затратам времени как для пациентов, так и для медицинских
организаций. Все это обуславливает необходимость поиска эффективных
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технологий, которые позволят медицинским организациям консолидиро-
вать организационные ресурсы для повышения безопасности и качества
обслуживания пациентов, повышения организационной эффективности
и, возможно, даже создания новых, более эффективных бизнес-моделей,
основанных на использовании данных [20]-[22].

Многообещающим направлением в этой области является примене-
ние аналитики больших данных, которая включает в себя различные
аналитические методы, такие как, например, описательная аналитика и
интеллектуальная (прогнозная аналитика), которые идеально подходят
для анализа большой части текстовых медицинских документов и дру-
гих неструктурированных клинических данных (заметок, комментариев
врача, медицинских изображений и пр.) [25]. Аналитика больших дан-
ных, разработанная на основе систем бизнес-аналитики позволит орга-
низациям здравоохранения анализировать огромный объем информации
для принятия решений на основе фактических данных [23, 24].

Большинство моделей и методов, применяемых в настоящее вре-
мя в различных отраслях медицины основаны на вероятностно-
статистических моделях, которые сами по себе (как математические мо-
дели) неплохи, но часто дают плохие прогнозы, поскольку в приложе-
ниях начинают использовать неполные и недостоверные начальные дан-
ные, либо по малой выборке пытаются экстраполировать прогнозы на
большие выборки и терпят неудачу. Кроме этого, сами модели исполь-
зуют методы, которые (в силу специфики современного образования) не
понятны ни врачам-клиницистам, ни управленцам в медицинской обла-
сти.

В настоящем исследовании предлагается использовать модели и ме-
тоды обработки данных, возникших в технологиях интеллектуального
(или углубленного) анализа данных (Big Data или Data Mining в ан-
глоязычной терминологии). Взаимодействие таких алгоритмов обработ-
ки данных может помочь в создании модели по выработке адекват-
ных управленческих процессов с целью предотвращения неблагопри-
ятных клинических событий, поскольку использует практически всю
имеющуюся информацию, включая ту, которая не поддается обработке
вероятностно-статистическими методами – в том числе слабоструктури-
рованную, неполную, противоречивую и т.д.

Для отбора и предварительной обработки такой информации требу-
ется наличие экспертов в предметной области и наличие самой инфор-
мации, а также профессионалов - математиков по указанным выше об-
ластям. НМИЦТиПМ обладает достаточно репрезентативным корпусом
информации (в том числе и в электронном виде) о пациентах, проходив-
ших лечение в его клинике.
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3. Используемый набор данных и предобработка
данных

В современных высокотехнологических клиниках благодаря внедрению
медицинских информационных систем (МИС) фиксируется и накапли-
вается большой объем данных о каждом конкретном пациенте (демогра-
фические, клинические данные, результаты лабораторных и инструмен-
тальных методов диагностики, характер оперативного лечения и пр.), а
также динамика происходящих с ним изменений.

В качестве данных для анализа были использованы 79 клинико- демо-
графических и лабораторных параметров из МИС «Медиалог» НМИЦ-
ТиПМ о 5062 пациентах, которым были выполнены высокотехнологич-
ные эндоваскулярные (60%) и интервенционные аритмологические вме-
шательства (40%). В группу рентгенэндоваскулярных операций входили
как диагностические (25% -коронарография, ангиография аорты и ее
ветвей, ангиография брахиоцефальных артерий), так и лечебные проце-
дуры (75% - ангиопластика и стентирование коронарных (77%), каротид-
ных (7%) и периферических артерий (12,7%), транскатетерное протези-
рование аортального клапана (0,3%), ренальная денервация 3%). Арит-
мологические операции были представлены:

1) Внутрисердечными электрофизиологическими исследованиями;

2) Радиочастотными и криоаблациями аритмогенных очагов различ-
ных локализаций;

3) Имплантациями окклюзирующих устройств ушка левого предсер-
дия;

4) Имплантациями электрокардиостимуляторов, кардиовертеров- де-
фибрилляторов, систем модулирующих сердечную сократимость,
устройств для ресинхронизирующей терапии;

5) Имплантациями петлевых регистраторов ЭКГ

В среднем 15% операций проводились по экстренным показаниям.
По разным причинам исходные данные о пациентах содержали 58%

пропусков (отсутствие записи), что считается довольно плохой оценкой
для построения моделей машинного обучения. В связи с этим встал во-
прос предобработки и очистки данных.

Целевой переменной являлся неблагоприятный клинический исход –
adverse clinical event (ACE). Неблагоприятный клинический исход - это
исход в периоперационном периоде, связанный с наступлением серьезно-
го неблагоприятного сердечного-сосудистого и церебрального события
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(смерть, инсульт, инфаркт миокарда и др.), а также клинически значи-
мого кровотечения и/или специфического для каждого вида операций
осложнения, приводящих к удлинению срока госпитализации и удоро-
жанию стоимости лечения. В представленной выборке ACE принимал
значение «1» в 84 случаях, значение «0» в 4978 случаях, соответствен-
но. Так как целевая переменная принимала бинарные значения, то далее
решалась задача классификации.

При анализе набора данных было обнаружено, что присутствуют
некоторые признаки, которые можно не использовать в построении клас-
сификатора из-за того, что они либо неизвестны на момент поступления
пациента в клинику, либо изначально не являются информативными.
Такими признаками, например, являлись дата операции, дата выписки,
количество койко-дней, id-пациента, город, должность и другие. Так-
же было принято не использовать некоторые признаки, которые имеют
достаточно большое количество пропусков. Такими признаками, напри-
мер, являлись наличие плоского эпителия, солей в общем анализе мочи.
В итоге был получен следующий набор данных в виде таблицы из 5062
строк (пациентов) и 66 столбцов (признаков). Процент пропусков, к со-
жалению, не изменился и составил 58%, поэтому была поставлена задача
уменьшить процент пропусков в данных.

К этому вопросу нужно было подходить осторожно, поскольку раз-
мер исходных данных небольшой, а процент пропуска был довольно су-
щественный. Существует несколько стандартных вариантов для реше-
ния:

• Отбрасывание записей. Это решение подходит только в том случае,
если недостающие данные не являются информативными.

• Отбрасывание признаков. Такое решение может применяться толь-
ко для неинформативных признаков.

• Внесение недостающих значений. Это решение подходит только в
том случае, если в постановке задачи предусмотрено внесение ис-
кусственно созданных значений признаков пациента.

• Замена недостающих значений. Такое решение может применяться,
когда возможны искусственные значения.

Для решения задачи нужны были данные только о реальных па-
циентах. Мы не могли просто отбросить все пропуски, так как имели
небольшой объем данных, поэтому какой-то процент пропусков так или
иначе должен быть. Было принято решение отбросить некоторое коли-
чество записей и признаков, учитывая особенности и размер исходных
данных так, чтобы процент пропусков находился в промежутке 10-20%.
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Эксперименты с набором данных показали, что для этого надо отбросить
признаки, которые заполнены менее чем у 3000 пациентов, и отбросить
пациентов, у которых заполнено менее чем 51 признак.

В итоге получился набор данных, содержащий сведения о 3146 па-
циентах и 23 признака, содержащих 16% пропусков. Задача достижения
заданного процента пропусков с минимальным отбрасыванием данных
нами не рассматривалась, поэтому описанная процедура, скорее всего,
не является оптимальной. Результаты описанной процедуры предобра-
ботки данных в таблицах 1 и 2.

Таблица 1. Пропуски в исходном наборе данных

Номер Признак Количество
пропусков

0 пол пациента 10
1 Натрий 2555
2 Кристаллы оксалатов 4324
3 Удельный вес 2993
4 АЧТВ 2927
5 Эритроциты (RBC) 349
6 Белок 3559
7 Аморфные фосфаты 4339
8 Гемоглобин (HGB) 341
9 Триглицериды 2708
10 Кристаллы трипельфосфатов 4325
11 Кислотность (pH) 2992
12 Фибриноген 2955
13 СОЭ(Скорость оседания эритроцитов) 1119
14 Цвет 419
15 Холестерин 2626
16 Лейкоциты (WBC) 340
17 Тромбоциты (PLT) 350
18 Калий 1934
19 Междунар. Нормализов. Отношение 2752
20 Гематокрит 349
21 Липопротеиды очень низкой плотности 4294
22 Креатинин 1741
23 Мочевая кислота 2883
24 ХС ЛПНП 3612
25 Глюкоза 2301
26 ХС ЛПВП 3594
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Номер Признак Количество
пропусков

27 Гликозилированный гемоглобин 4791
28 Ураты 4705
29 Гиалиновые цилиндры 3035
30 Протромбиновое время 2752
31 Неблагоприятное клиническое послед-

ствие
0

32 Диаметр аорты на уровне синусов 3487
33 Диаметр восходящей аорты 3422
34 Максимальное раскрытие створок аорт-

ного клапана
3483

35 Параметры систолического кровотока в
выносящем тракте левого желудочка

3877

36 Параметры аортального кровотока:
максимальная скорость

3434

37 Размер левого предсердия 3397
38 Объем левого предсердия 4217
39 Размер правого предсердия 3405
40 Объем правого предсердия 4463
41 Конечно-диастолический размер левого

желудочка
3306

42 Конечно-систолический размер левого
желудочка

3317

43 Толщина межжелудочковой перегород-
ки в диастолу в выносящем тракте ле-
вого желудочка

3533

44 Толщина межжелудочковой перегород-
ки

3408

45 Толщина задней стенки левого желудоч-
ка

3324

46 Масса миокарда левого желудочка 3597
47 Индекс массы миокарда левого желу-

дочка
3660

48 Конечно-диастолический объем левого
желудочка

3358

49 Конечно-систолический объем левого
желудочка

3361

50 Ударный объем левого желудочка 3391
51 Минутный объем кровотока 3939
52 Глобальная сократимость левого желу-

дочка фракция выброса
3301
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Номер Признак Количество
пропусков

53 Передне-заднее укорочение полости ле-
вого желудочка

3917

54 Максимальная скорость раннего диасто-
лического наполнения

3398

55 Максимальная скорость кровотока во
время предсердной систолы

3678

56 Е/А 4500
57 Максимальный передне-задний размер

правого желудочка
3330

58 Толщина передней стенки правого же-
лудочка в диастолу

4086

59 Диаметр ствола легочной артерии 3461
60 Кровоток в стволе легочной артерии: 3511
61 Белок1 4320
62 ЧСС во время исследования 3434
63 PPT 3611
64 Год рождения 0
65 Сезон госпитализации 0

Таблица 2. Пропуски в исходном наборе данных

Номер Признак Количество
пропусков

0 Пол пациента 7
1 Натрий 689
2 Удельный вес 1093
3 АЧТВ 1041
4 Эритроциты (RBC) 128
5 Гемоглобин (HGB) 126
6 Триглицериды 869
7 Кислотность (pH) 1093
8 Фибриноген 1066
9 СОЭ (Скорость оседания эритроцитов) 326
10 Цвет 138
11 Холестерин 789
12 Лейкоциты (WBC) 125
13 Тромбоциты (PLY) 129
14 Калий 413
15 Междунар.нормализов.отношение 956
16 Гематокрит 128
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Номер Признак Количество
пропусков

17 Креатинин 291
18 Мочевая кислота 989
19 Глюкоза 518
20 Протромбиновое время 956
21 Год рождения 0
22 Сезон госпитализации 0

Для заполнения пропусков в данных есть несколько стандартных ва-
риантов:

• медианное значение

• среднее значение

• наиболее часто встречающееся значение

• искусственное значение (например, отрицательное).

После обсуждений с врачами НМИЦТиПМ было решено использо-
вать медианное значение.

4. Решение задачи прогнозирования риска небла-
гоприятного клинического исхода

Для построения классификатора был выбран алгоритм построения де-
рева решений (Decision tree), так как требовалась хорошая интерпрети-
руемость модели для медицинских специалистов, которые будут поль-
зоваться классификатором. Именно в этом алгоритме, не прикладывая
больших усилий, способен разобраться человек, далекий от математики.
Для увеличения качества итогового дерева на исходных данных сначала
использовался алгоритм случайного леса (Random Forest), заключаю-
щийся в использовании ансамбля решающих деревьев, каждое из кото-
рых само по себе даёт очень невысокое качество классификации, но за
счёт их большого количества результат получается хорошим. Далее были
выбраны 15 признаков с наибольшим вкладом в предсказание случайно-
го леса, и итоговое дерево решений строилось на выборке, состоящей
только из них.

Использовались меры качества алгоритма классификации F1-score и
ROC AUC, так как они хорошо подходят для несбалансированных дан-
ных (значения целевой переменной относятся как 3079/67). Также для
улучшения качества модели обучения использовалась кросс-валидация
(cross-validation) - метод оценки аналитической модели и её поведения
на независимых данных.
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Во избежание переобучения алгоритмов Decision tree и Random forest
были введены ограничения на их параметры:

• criterion - критерий, по которому происходит разбиение вершины:
энтропия или Джини.

• max_depth - максимальная глубина дерева.

• min_samples_split - минимальное число элементов в вершине для
разделения.

• min_samples_leaf - минимальное число элементов в листе.

• n_estimators - число деревьев в лесу. (только для Random forest)

Также был использован алгоритм случайного поиска лучших пара-
метров классификатора по сетке - Random Search вместо перебора все-
возможных вариантов - Grid Search по причине его трудоемкости.

(а)

Для каждого алгоритма было проведено 50 запусков и выбран луч-
ший классификатор по согласованным выше метрикам: случайный лес
- F1-score = 0.97, ROC AUC = 0.85; дерево решений - F1-score = 0.96,
ROC AUC = 0.64. Результаты представлены на рис. 1.

Отличие в значениях ROC AUC метрики на построенных классифи-
каторах легко объясняется тем, что случайный лес изначально является
более сильным алгоритмом, нежели дерево решений.

В рамках используемого подхода возможна оценка степени важно-
сти признака в решении задачи классификации. Таблица с первыми 15
наиболее важными признаками представлена в таблице 3.

Таблица 3. Список 15 наиболее важных признаков
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(б)

Рис. 1. ROC-кривая случайного леса (а) и дерева решений (б)

Отметим, что в целом этот набор признаков согласуется с экспертными
представлениями. Некоторую дискуссию вызвала группа электролитов
(натрий и калий), что может быть результатом ограниченности экспе-
риментальной выборки и будет исследовано при разработке прототипа
системы.

Структура итогового дерева решений представлена на рис. 2.
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(а)
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(б)

Рис. 2. Итоговое дерево решений: (а)-левая ветка, (б)-правая ветка

Кроме того, для проверки качества работы алгоритмов на исходных
данных была создана и обучена нейронная сеть специального вида. За-
дача нейронной сети – выявление отклонений клинического состояния
на начальном этапе их формирования.

Коротко опишем результаты использования этой модели. В качестве
исходных данных использовались показатели 2959 пациентов по 23 при-
знакам. Так как неблагоприятные события составляли 2% от доступных
статистических данных, был разработан метод, используя который ней-
ронная сеть была обучена в условиях отсутствия знаний о неблагопри-
ятных событиях. Поскольку тип события может быть описан булевой
логикой, то класс неблагоприятных событий может быть определен как
отрицание благоприятного. То есть задача нейронной сети – выявить
отклонение от благоприятного события относительно индивидуальных
показателей пациента. В качестве исходного обучающего множества ис-
пользовалось 2826 наблюдений благоприятных событий на основе 23 при-
знаков, в качестве тестового множества использовалась совокупность из
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66 неблагоприятных событий (2% от общего множества) и, сопоставимо,
66 благоприятных событий (выбраны случайным образом, в обучающем
множестве не участвовали). Была разработана и обучена автоассоциа-
тивная нейронная сеть на основе алгоритма обратного распространение
ошибки (градиентного спуска).

Топология сети: 23 нейрона входного слоя, 12 нейронов скрытого
слоя, 23 нейрона выходного слоя (рис.3)

Рис. 3. Нейронная сеть

Результаты тестирования: на рассматриваемом тестовом множестве
достигнуто 100% точности. Результат получен на основе 23 существен-
ных признаков. При добавлении 12 несущественных признаков достиг-
нута точность 96,96%, при этом 3% пришлось на ошибку второго рода,
т.е. благоприятное событие принято за неблагоприятное.

Описание алгоритма: При обучении нейронная сеть в пространстве
значительно меньшей размерности формирует комбинацию зависимо-
стей, достаточных, чтобы на их основе интерпретировать в полной мере
все 23 признака при обратном отображении. Нейронная сеть обучает-
ся до тех пор, пока не достигнет необходимой точности при обратном
отображении. Скрытый слой может рассматриваться как нечеткое мно-
жество, содержащее 23 признака и функцию их принадлежности. Функ-
ция принадлежности формируется на основе весов связей между слоями.
Таким образом зависимости фиксируются весами после обучения на мак-
симально возможном множестве благоприятных событий. Далее при по-
ступлении на вход неблагоприятного события возникают отклонения при
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его обратном отображении. Событие определяется как неблагоприятное
в случае возникновения отклонения хотя бы по одному из признаков.

Таблица 4. Список наиболее важных признаков

Степень значимости признака определяется на основе функций при-
надлежности признаков к нечеткому подмножеству, то есть на основе
весов между первым и скрытым слоями. После обучения нейронной се-
ти на множестве благоприятных событий может быть составлен рейтинг
значимости признаков. Степени значимости признаков позволяют объяс-
нить принятое нейронной сетью решение, поскольку отклонение по каж-
дому из неблагоприятных событий фиксируется на основе конкретного
признака.

Полученные результаты демонстрируют высокую эффективность
разработанной нейронной сети при применении на медицинских данных
подобного рода и подтверждают применимость подобной архитектуры
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алгоритма для решения рассматриваемой задачи. Нейронная сеть бы-
ла разработка на языке Python без использования специальных пакетов.
Для операций с многомерными массивами использовались функции биб-
лиотеки NumPy, для предобработки и нормализации данных использо-
вались функции библиотеки Pandas.

5. Заключение

Итоги проведенного исследования показали, что методы машинного обу-
чения можно применять для анализа медицинских данных. Показано,
что можно предсказывать неблагоприятный клинический исход пациен-
та при поступлении в клинику, причем с хорошей точностью.

В ходе исследования были выявлены показатели, которые имели наи-
большую прогностическую ценность (таблица 1.) Эндоваскулярные и
аритмологические операции, несмотря на то, что имеют схожие черты
и относятся к разновидностям малоинвазивной интервенционной радио-
логии, существенно отличаются друг от друга характером проводимого
лечения и особенностями периоперационных осложнений. В литератур-
ных источниках доступна информация о предикторах неблагоприятного
клинического исхода только для определенного типа операций. Однако
такие клинико-демографические параметры, как пожилой возраст па-
циента, наличие сопутствующих анемии (гемоглобин, гематокрит), вос-
палительного процесса (лейкоциты, СОЭ), нарушений в свертывающей
системы крови (тромбоциты), метаболических (холестерин, триглицери-
ды; глюкоза) и электролитных нарушений отражают неблагоприятное
клиническое состояние пациента и ассоциированы с повышенным риском
развития операционных осложнений, что нашло подтверждение в мно-
гочисленных клинических исследованиях и регистрах.

Полученные результаты могут быть использованы в качестве реко-
мендации для медицинских работников при первичном осмотре посту-
пивших пациентов, а также позволяют разработать систему прогнозиро-
вания риска неблагоприятного клинического исхода по технологии ско-
ринговых систем. Получен вклад наиболее важных переменных в пред-
сказание риска неблагоприятного клинического исхода. Имея значения
этих признаков, медицинский работник может самостоятельно оценить
риск неблагоприятного клинического исхода.
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The adverse clinical outcome risk assessment by in-depth data
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Feshchenko D.A., Abdullaev A.M., Kontsevaya A.V.

The adverse events in the medical care providing process occurs in
10-15% of hospitalized patients. Even a few percent reducing of such
events will save thousands of lives. One of the ways to solve this crucial
problem is the usage of intelligent information technologies that allow
the predicting of an unfavorable clinical outcome risk in patients. The
paper presents the study results carried out jointly by the scientist of
the National Research Center for Therapy and Preventive Medicine of
the Ministry of Health of the Russian Federation and the the scientist
of Faculty of Mechanics and Mathematics of the Lomonosov Moscow
State University, showing the applicability of data analysis methods in
this important problem solving.

Keywords preventive medicine, adverse clinical outcome, in-depth
data analysis.
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Часть 2.
Специальные вопросы теории

интеллектуальных систем



 



Корректность базисной логики
относительно абсолютной

L-реализуемости

А.Ю. Коновалов1

Для каждого счетного расширения L языка арифметики опре-
деляется абсолютная L-реализуемость предикатных формул. Дока-
зывается, что базисная логика является корректной относительно
этих семантик.

Ключевые слова: конструктивная семантика, реализуемость,
абсолютная реализуемость, формальная арифметика, базисная ло-
гика.

Понятие абсолютной L-реализуемости для предикатных формул, где
L — произвольное расширение языка арифметики, впервые появля-
ется в работах [1], [2], в которых показана некорректность интуици-
онистской логики предикатов относительно семантики абсолютной L-
реализуемости. Таким образом, возникает вопрос о поиске более слабых
исчислений, для которых бы семантика абсолютной L-реализуемости бы-
ла бы корректна. Одним из таким таких исчислений может служить
базисная логика предикатов BQC [3]. В настоящей работе показана
корректность исчисления BQC относительно семантики абсолютной L-
реализуемости. Аналогичный результат был ранее получен автором для
семантик арифметической [4], гиперарифметической [5] и общерекурсив-
ной [6] реализуемостей.

Перейдем к формальному изложению. Будем считать, что язык
арифметики LA содержит обозначения для всех примитивно рекурсив-
ных функций, а также константы для обозначения всех натуральных чи-
сел. Расширение LA′ языка LA получается добавлением к LA предикат-
ных символов Pn

i и функциональных символов fni для всех i ≥ 0, n ≥ 1.
Валентность символов Pn

i и fni полагается равной n. Формулы языка
LA′ строятся обычным образом из атомов и логических констант >,⊥
при помощи логических связок ∧, ∨, → и кванторов ∃, ∀. Выражение
¬A условимся рассматривать как сокращение для формулы A→ ⊥. Бу-

1Коновалов Александр Юрьевич — канд. физ.-мат. наук, мл. науч. сотр. лаб. мате-
матических проблем искусственного интеллекта каф. математической теории интел-
лектуальных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: konoval@yopmail.com.

Konovalov Aleksandr Yurevich — Candidate of Physico-Mathematical Sciences, Junior
Researcher, Lomonosov Moscow State University, Faculty of Mechanics and Mathematics,
Chair of Mathematical Theory of Intellectual Systems, Laboratory of Mathematical
Problem of Artificial Intelligence.
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дем считать, что фиксирована геделева нумерация языка LA′. Формулу
языка LA′ с геделевым номером z обозначаем через Φz.

Фиксируем расширение L языка LA и интерпретацию NL языка L та-
кие, что L — подъязык языка LA′, а интерпретация NL является продол-
жением стандартной интерпретацией языка LA. Униформизацией фор-
мулы Φ(x1, . . . , xn, y) языка L, не содержащей параметров, отличных от
x1, . . . , xn, y, будем называть формулу

Φ(x1, . . . , xn, y) ∧ (∀y1 < y)¬Φ(x1, . . . , xn, y1),

которую обозначим ΦU (x1, . . . , xn, y). Каждая такая формула задает ча-
стичную функцию f : Nn → N, где f(k1, . . . , kn) = k, если и только
если NL |= ΦU (k1, . . . , kn, k), т. е. формула ΦU (k1, . . . , kn, k) истинна в ин-
терпретации NL. Через ILn обозначаем множество геделев номеров фор-
мул языка L, не содержащих параметров отличных от x1, . . . , xn, y. Если
z ∈ ILn , то посредством ϕL, n

z обозначим n-местную частичную функцию,
задаваемую формулой ΦU

z . В выражениях вида ϕL, n
z обычно будем опус-

кать второй верхний индекс там, где он может быть восстановлен из
контекста.

Предикатные формулы строятся обычным образом из атомов
P (v1, . . . , vn), где P есть n-местная предикатная переменная, а
v1, . . . , vn — предметные переменные, при помощи логических констант
>, ⊥, связок ∧, ∨, → и кванторов ∀, ∃.

Пусть фиксированы примитивно-рекурсивные двухместная функция
c, которая взаимно однозначно нумерует все пары натуральных чисел,
и одноместные обратные функции p1 и p2, так что выполняются соотно-
шения p1(c(x, y)) = x и p2(c(x, y)) = y. В выражениях вида p1(t), p2(t)
обычно будем опускать скобки.

Следуя [8], n-местным обобщенным предикатом будем называть вся-
кую функцию типа Nn → 2N. Пусть A — предикатная формула, f —
отображение, которое каждой предикатной переменной из A ставит в со-
ответствие обобщенный предикат соответствующей валентности. В этом
случае отображение f будем называть оценкой формулы A. Временно
введем в язык логики предикатов константы для обозначения всех на-
туральных чисел. Формулы с этими константами будем называть преди-
катными формулами расширенного языка.

Для каждого натурального числа e, произвольной замкнутой преди-
катной формулы расширенного языка A и оценки f определим отноше-
ние e rLf A (число e реализует A при оценке f):

1) неверно e rLf ⊥;
2) верно e rLf >;
3) e rLf P (a1, . . . , an) 
 e ∈ f(P )(a1, . . . , an), если P есть n-местная

предикатная переменная;
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4) e rLf (Φ ∧Ψ) 
 p1e r
L
f Φ и p2e r

L
f Ψ;

5) e rLf (Φ ∨Ψ) 
 (p1e = 0 и p2e r
L
f Φ) или (p1e = 1 и p2e r

L
f Ψ);

6) e rLf ∃x Φ(x) 
 p2e r
L
f Φ(p1e);

7) e rLf ∀x1, . . . , xn (Φ(x1, . . . , xn) → Ψ(x1, . . . , xn)) 
 e ∈ ILn+1 и для
всех1 натуральный чисел s, a1, . . . , an, если s rLf Φ(a1, . . . , an), то опреде-
лено ϕL

e (a1, . . . , an, s) и имеет место ϕL
e (a1, . . . , an, s) r

L
f Ψ(a1, . . . , an);

8) erLf ∀x1, . . . , xn Φ 
 erLf ∀x1, . . . , xn (> → Φ), если n > 0, формула Φ
не начинается с квантора ∀, и логическая связка → не является главной
в Φ.

Будем говорить, что замкнутая предикатная формула A является аб-
солютно L-реализуемой, если для любой оценки f формулы A найдет-
ся такое натуральное число e, что e rLf A. По аналогии с определением
примитивно рекурсивно реализуемой секвенции из работы С. Салехи [7]
распространим на секвенции понятие абсолютной L-реализуемости.

e rLf A(x)⇒ B(x) 
 e rLf ∀x (A(x)→ B(x)),

где x = x1, . . . , xn. Будем говорить, что секвенция A ⇒ B является аб-
солютно L-реализуемой, если для любой оценки f предикатных формул
A и B найдется такое натуральное число e, что e rLf A⇒ B.

Базисная логика предикатов в виде секвенциального исчисления
BQC описана в [3]. Мы будем рассматривать вариант исчисления BQC
в языке без предметных констант, функциональных символов и равен-
ства. Этот фрагмент задается следующими схемами аксиом, где x,y, t —
списки предметных переменных:

A1) A⇒ A;
A2) A⇒ >;
A3) ⊥ ⇒ A;
A4) A ∧ ∃xB ⇒ ∃x (A ∧B), где переменная x не свободнa в A;
A5) A ∧ (B ∨ C)⇒ (A ∧B) ∨ (A ∧ C);
A6) ∀x (A→ B) ∧ ∀x (B → C)⇒ ∀x (A→ C);
A7) ∀x (A→ B) ∧ ∀x (A→ C)⇒ ∀x (A→ B ∧ C);
A8) ∀x (B → A) ∧ ∀x (C → A)⇒ ∀x (B ∨ C → A);
A9) ∀x (A(x) → B(x)) ⇒ ∀x (A(t) → B(t)), где t — список перемен-

ных, каждая из которых свободна для соответствующей переменной в
формулах A(x) и B(x);

A10) ∀x(A(x) → B(x)) ⇒ ∀y(A(x) → B(x)), где каждая переменная
из списка y не входит свободно в левую часть секвенции;

1 Однако, если в списке x1, . . . , xn на некоторых позициях i и j стоят одинако-
вые переменные xi и xj , то мы не допускаем рассмотрение тех списков a1, . . . , an, в
которых ai 6= aj .
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A11) ∀x, x (B → A) ⇒ ∀x (∃xB → A), где переменная x не свободнa
в A.

Исчисление BQC имеет следующие правила вывода:

R1) A⇒ B B ⇒ C
A⇒ C ;

R2) A⇒ B A⇒ C
A⇒ B ∧ C ;

R3) A⇒ B ∧ C
A⇒ B (а), A⇒ B ∧ C

A⇒ C (б);

R4) B ⇒ A C ⇒ A
B ∨ C ⇒ A ;

R5) B ∨ C ⇒ A
B ⇒ A (а), B ∨ C ⇒ A

C ⇒ A (б);

R6) A(x)⇒ B(x)
A(t)⇒ B(t)

, где каждая переменная из списка t свободна для

соответствующей переменной из списка x в формулах A(x) и B(x);

R7) B ⇒ A
∃xB ⇒ A

, где переменная x не свободнa в A;

R8) ∃xB ⇒ A
B ⇒ A , где переменная x не свободнa в A;

R9) A ∧B ⇒ C
A⇒ ∀x(B → C)

, где каждая переменная из списка x не свободнa

в A.
Верна следующая теорема.

Теорема 1. Всякая выводимая в базисной логике предикатов секвенция
является абсолютно L-реализуемой.

Доказательство теоремы 1 осуществляется индукцией по построению
вывода в исчислении BQC. Ход доказательства с незначительными из-
менениями повторяет [4, теорема 2].

Если в исчислении BQC выводится секвенция > ⇒ A, то в этом слу-
чае говорят, что формула A выводится в BQC. Следующая теорема по-
лучается как следствие из теоремы 1.

Теорема 2. Всякая замкнутая предикатная формула, выводимая в ба-
зисной логике предикатов, является абсолютно L-реализуемой.

Понятие L-реализуемости является прямым обобщением арифмети-
ческой [4] и гиперарифметической [5] реализуемостей. Еще большего
уровня абстракции можно достичь, если использовать в определении ре-
ализуемости вместо какого-то конкретного класса функций произволь-
ный класс функций V , свойства которого задаются аксиоматически. По-
нятие V -реализуемости определяется в статьях [9], [10] для формул язы-
ка арифметики. В работах [11], [12], [13] рассматриваются различные ва-
рианты определения понятия V -реализуемости для предикатных формул
и исследуется корректность классической логики и принципа Маркова
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относительно V -реализуемости. В дальнейшей работе планируется обоб-
щить полученные для L-реализуемости результаты о интуиционистской
и базисной логиках на V -реализуемость.
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Basic Logic is sound with respect to absolute L-realizability
Konovalov A.Yu.

An absolute L-realizability of predicate formulas is introduced for
all countable extensions L of the language of arithmetic. It is proved
that the basic logic is sound with this semantics.
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ESI-замыкание мультифункций ранга 2:
критерий полноты, классификация и

типы базисов

В.И.Пантелеев1, Э. С. Тагласов2

Мультифункции представляют собой функции, задаваемые на
конечном множестве и возвращающие в качестве своих значений
все подмножества рассматриваемого множества. Оператор супер-
позиции приводит к континууму замкнутых множеств. Поэтому
возникает необходимость рассмотрения операторов замыкания, ко-
торые наряду с суперпозицией содержат другие операции. В ра-
боте рассматривается ESI -замыкание мультифункций, полученное
применением операции суперпозиции, основанной на пересечении
множеств, и оператора разветвления по предикату равенства. Для
мультифункций, задаваемых на двухэлементном множестве, указа-
ны все предполные множества, сформулирован и доказан критерий
полноты. Приведена классификация мультифункций, основанная
на принадлежности предполным множествам, описаны все типы
базисов.

Ключевые слова: замыкание; предикат равенства; мульти-
функция; замкнутое множество; суперпозиция, критерий полноты.

Введение

Теория гиперопераций — функций, которые отображают наборы элемен-
тов из множества A в непустые подмножества A берет начало в 30-х го-
дах прошлого века, когда Ф. Марти [17] определил гипергруппы, начал
анализировать их свойства и применять их к группам, рациональным
дробям и алгебраическим функциям. Под гипергруппой понималось мно-
жество A с бинарной операцией умножения (a, b)→ ab, сопоставляющей
любой паре элементов из A непустое подмножество в A.

В последствии эта идея была развита и гипергруппы стали рассмат-
риваться как частный случай гиперструктур — множеств с заданными

1Пантелеев Владимир Иннокентьевич — д.ф.-м.н, Институт математики и
информационных технологий, Иркутский государственный университет, e-mail:
vl.panteleyev@gmail.com;

Panteleev Vladimir Innokentievich, Doctor of Sciences (Physics and Mathematics),
Institute of Mathematics and Information Technologies, Irkutsk State University

2Тагласов Эдуард Станиславович — магистрант ИМИТ ИГУ, e-mail:
taglasov1@gmail.com

Taglasov Eduard Stanislavovich, student, Institute of Mathematics and Information
Technologies, Irkutsk State University
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на них гипероперациями. С различными приложениями гиперструктур
можно ознакомиться в [12, 1]. Следующим шагом в теории гиперструк-
тур стало изучение частичных гиперструктур — множеств с заданными
на них частичными гипероперациями1. Частичные гипероперации отоб-
ражают наборы элементов из множества A в произвольные (в том числе
и пустое) подмножества A.

Наряду с изучением гиперструктур стали активно изучаться и алгеб-
ры (частичных) гиперопераций. При этом отдельно выделяют алгебры
операций и алгебры частичных операций. Операции на множестве по-
нимаются в обычном смысле, а частичные операции отображают набо-
ры элементов из множества A в элементы множества A, но возможно и
в пустое подмножество A. Отождествив одноэлементное подмножество
{a} с элементом a, можно говорить об алгебрах операций, частичных
операций и гиперопераций как подалгебрах алгебры частичных гиперо-
пераций. Стоит заметить, что наряду с термином «операция» достаточно
часто в литературе используется и термин «функция»2. Алгебре функ-
ций и алгебре частичных функций на конечном множестве посвящена
монография [14]. Алгебру функций на конечном множестве A часто на-
зывают алгеброй |A|-значных функций.

Говоря об алгебре функций, частичных функций, гиперфункций или
частичных гиперфункций подразумевают, что используется оператор су-
перпозиции. Суперпозиция связана с такими понятиями как терм и зна-
чение терма на наборе значений неизвестных. Это приводит к тому, что
во-первых, формально, суперпозиция не является алгебраической опера-
цией на множестве функций. В монографии [3] показано, как это фор-
мальное противоречие можно преодолеть. Во-вторых для гиперфункций
и мультифункций при вычислении значения терма на заданном наборе
значений переменных возможна ситуация, когда приходится доопреде-
лять функции, заданные на одном множестве, до функций, заданных
на другом множестве. И это доопределение можно выполнить различ-
ными способами. И в-третьих, решетки подалгебр функций, частичных,
гипер- и частичных гиперфункций являются счетными или континуаль-
ными, поэтому интерес вызывают алгебры, которые наряду с операцией
суперпозиции, содержат и другие операции, приводящие к конечному
множеству подалгебр. Одной из таких является операция разветвления
по предикату [4].

В представленной работе рассматриваются мультифункции, задан-
ные на множестве E2 = {0, 1}. При этом, традиционно, вместо терми-

1В работе [19] вместо термина «частичная гипероперация» используется термин
«мультиоперация».

2Вместо термина «частичная гиперфункция» мы, следуя [19], используем термин
«мультифункция».
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на «алгебра» используется термин «замкнутое множество», вместо «по-
рождающее множество» — «полное множество». Замыкание множеств
мультифункций использует суперпозицию и разветвление по предикату
равенства (E-замыкание). Сформулирован и доказан критерий полно-
ты множества мультифункций, перечислены все предполные множества,
выполнена классификация мультифункций относительно принадлежно-
сти предполным множествам и найдены все типы базисов. Применен под-
ход, основанный на рассмотрении мультифункций, как не всюду опреде-
ленных функций.

E-замыкание для множеств частичных функций изучалось в [5, 6, 7],
а для гиперфункций — в [9, 18].

1. Основные понятия и определения

Всюду определенной n-местной функцией на конечном множестве A =
{a1, a2, ..., ak} называется отображение f : An → A.

Пусть A ⊆ C, тогда f : An → C называется n-местной не всюду опре-
деленной функцией на A, а множество C \ A — множеством «неопреде-
ленностей» функции f .

Пусть f(f1, ..., fm) — суперпозиция с внешней функцией f и внутрен-
ними функциями f1, ..., fm.

Если функции f, f1, ..., fm всюду определены на А, то значение су-
перпозиции f(f1, ..., fm) на наборе (a1, ..., an) ∈ An определяется как

f(f1(a1, ..., an), ..., fm(a1, ..., an)).

Для не всюду определенных функций в общем случае набор

(f1(a1, ..., an), ..., fm(a1, ..., an))

принадлежит Cm и не принадлежит Am, что не позволяет вычислить

f(f1(a1, ..., an), ..., fm(a1, ..., an)).

Доопределим некоторым образом функцию f до функции f# : Cm →
C, причем для произвольного набора (a1, ..., am) ∈ Am должно выпол-
няться

f(a1, ..., am) = f#(a1, ..., am).

Тогда значение суперпозиции f(f1, ..., fm) на наборе (a1, ..., an) можно
определить следующим образом:

f(f1, ..., fm)(a1, ..., an) = f#(f1(a1, ..., an), ..., fm(a1, ..., an)).
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В соответствии с этим определением находится значение супепозиции
на всех наборах и значит суперпозиция f(f1, ..., fm) задает некоторую не
всюду определенную функцию g на множестве A.

Первые исследования в теории дискретных не всюду определенных
функций были посвящены так называемым частичным функциям. Мно-
жество неопределенностей для таких функций состоит из одного эле-
мента, обозначаемого символом ∗. Первый важный результат для этих
функций был получен в [11]. В этой работе сформулирован и доказан
критерий полноты для частичных функций, заданных на двухэлемент-
ном множестве. В [2] есть ссылка на более раннюю публикацию этого
результата в Китае.

Доопределение частичной функции f : An → A ∪ {∗} до функции
f# : (A ∪ {∗})n → A ∪ {∗} выполняется следующим образом: для произ-
вольного набора (a1, ..., an), содержащего ∗, выполняется

f#(a1, ..., an) = ∗.

В [10] тоже рассматривались не всюду определенные функции, за-
даваемые на двухэлементном множестве A = {0, 1}. Множество неопре-
деленностей также состояло из одного элемента, который обозначался
символом 2, но фактически это было множество {0, 1}, т.е. речь в работе
шла о гиперфункциях.

Дадим строгие определения множеств мультифункций (M), гипер-
функций (H), частичных (O∗) и всюду определенных (O) функций на
конечном множестве A. Пусть n ∈ N, тогда

Mn =
{
f | f : An → 2A

}
, M =

⋃

n

Mn,

Hn =
{
f | f : An → 2A \ {∅}

}
, H =

⋃

n

Hn,

O∗n = {f | f : An → A ∪ {∅}} , O∗ =
⋃

n

O∗n,

On = {f | f : An → A} , O =
⋃

n

On.

Мощность множества A называется рангом мультифункций.
Отождествив одноэлементное подмножество {a}, a ∈ A с элементом

a, получим следующие вложения:

O ⊆ O∗ ⊆M, O ⊆ H ⊆M.

С учетом вышеприведенного отождествления мультифункции можно
рассматривать как не всюду определенные на множестве A функции,
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а пустое подмножество и подмножества, мощность которых больше 1,
как неопределенности.

Доопределение m-местной мультифункции f , заданной на множестве
A до всюду определенной функции f# на множестве 2A удовлетворяет
условию

f#({a1}, . . . , {am}) = f(a1, . . . , am)

для всех (a1, . . . , am) ∈ Am. Если для некоторого j ∈ {1, ...,m} выполня-
ется Bj = ∅, то значение f#(B1, ..., Bm) естественно положить равным
∅.

Для остальных наборов (B1, ..., Bm) (в наборе есть подмножество
мощности больше 1), принадлежащих (2A \ {∅})m часто встречае-
мым [15, 16, 19, 20, 13] является следующее определение

f#(B1, ..., Bm) =
⋃

β1∈B1,...,βm∈Bm

f(β1, ..., βm), (1)

используемое в гиперструктурах.
Набор (β1, . . . , βm) ∈ Am называется уточнением набора (B1, . . . , Bm) ∈

(2A \ {∅})m , если для всех i ∈ {1, . . . ,m} выполняется βi ∈ Bi.
Таким образом, значение функции f# на наборе (B1, ..., Bm) опре-

деляется как объединение значений f полученных при всех возможных
уточнениях набора (B1, ..., Bm).

Стоит заметить, что, как показывает следующий пример, при таком
доопределении не выполняется равенство

[f(g1, ..., gn)]# = f#(g#1 , ..., g
#
n ).

Пример 1. [10] Пусть мультифункции f, ϕ, ψ, заданы на множестве
A = {0, 1} следующим образом

f 0 1

0 {1} {1}
1 {1} {0}

ϕ 0 1

0 {1} {0, 1}
1 {0, 1} {0}

ψ 0 1

0 {1} {0}
1 {0} {0, 1}

Доопределим их до функций f#, ϕ#, ψ# (при этом не будем отобра-
жать наборы, содержащие ∅)

f# {0} {1} {0, 1}
{0} {1} {1} {1}
{1} {1} {0} {0, 1}
{0, 1} {1} {0, 1} {0, 1}

ϕ# {0} {1} {0, 1}
{0} {1} {0, 1} {0, 1}
{1} {0, 1} {0} {0, 1}
{0, 1} {0, 1} {0, 1} {0, 1}

ψ# {0} {1} {0, 1}
{0} {1} {0} {0, 1}
{1} {0} {0, 1} {0, 1}
{0, 1} {0, 1} {0, 1} {0, 1}

Пусть g = f(ϕ,ψ). В соответствии с (1) получим
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g 0 1

0 {0} {1}
1 {1} {1}

и

g# {0} {1} {0, 1}
{0} {0} {1} {0, 1}
{1} {1} {1} {1}
{0, 1} {0, 1} {1} {0, 1}

Таким образом
[f(ϕ,ψ)]#({1}, {0, 1}) = {1},
но [f#(ϕ#, ψ#)]({1}, {0, 1}) = f#(ϕ#({1}, {0, 1}), ψ#({1}, {0, 1}))] =
= f#({0, 1}, {0, 1}) = {0, 1}.

И значит [f(ϕ,ψ)]# 6= f#(ϕ#, ψ#).

В работе [8] вводится доопределение f до f#, отличное от (1). Среди
всех множеств, являющихся значениями мультифункции f при всех воз-
можных уточнениях набора (B1, ..., Bm) ∈ (2A \{∅})m выбирается общее
подмножество, если оно отлично от пустого. Иначе, когда не найдены
общие подмножества, берется объединение.

Данный подход находит объяснение, например, при интерпретации
подмножеств как множеств различных истинностных значений или от-
ветов экспертов. При этом естественным является процесс нахождения
общих элементов (ответов), если они есть. Если таких элементов нет, то
записываются все возникающие истинностные значения (ответы).

Дадим строгое определение.
Для мультифункции f(x1, ..., xm), заданной на конечном множестве A

доопределение до функции f#(x1, ..., xm) на множестве 2A выполняется
следующим образом: если (B1, . . . , Bm) ∈ 2A, то

f#(B1, . . . , Bm) =





⋂
β1∈B1,...,βm∈Bm

f(β1, . . . , βm), если пересечение не пусто;

⋃
β1∈B1,...,βm∈Bm

f(β1, . . . , βm), иначе.

(2)
Везде, ниже, мы будем использовать это доопределение и не будем

отличать множество {a} и элемент a (если это не вызывает недоразуме-
ния) и, соответственно, отождествлять утверждение a ∈ a с утвержде-
нием a ∈ {a} для a ∈ A.

Несложно убедиться в справедливости неравенства из примерa 1 и
для определения (2).

Определим множество M# как M# = {f# | f ∈ M}. Множество
M# является подмножеством множества всюду определенных функций
на множестве 2A. Каждая функция из множества M# на наборах, со-
ставленных из одноэлементных подмножеств может принимать произ-
вольное значение, на наборах, содержащих пустое подмножество, она
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возвращает пустое подмножество, а на остальных наборах ее значение
находится по формуле (2).

Приведенный выше пример 1 показывает, что справедливо

Предложение 1. Множество M# не замкнуто относительно супер-
позиции всюду определенных функций на множестве 2A.

Напомним, что значение суперпозиции f(f1, ..., fm) на произвольном
наборе (a1, ..., an) ∈ An определяется как

f(f1, ..., fm)(a1, ..., an) = f#(f1(a1, ..., an), ..., fm(a1, ..., an)). (3)

В соответствии с этим, положим по определению

f(B1, . . . , Bm) = f#(B1, . . . , Bm) (4)

для произвольного набора (B1, . . . , Bm) ∈ (2A)m.
Для всюду определенных функций определение (3) совпадает с обыч-

ным определением суперпозиции, так как в этом случае набор

(f1(a1, ..., an), ..., fm(a1, ..., an))

принадлежит Am, а на таких наборах функция f# совпадает с f .
Следующий пример показывает, что для суперпозиции мультифунк-

ций не выполняется тождество обобщенной ассоциативности, т.е. в общем
случае

[f(g1, ..., gm)](u1, ..., ut) 6= f(g1(u1, ..., ut), ..., gm(u1, ..., ut)).

Пример 2. Пусть мультифункции g(x1, x2), f1(x), f2(x) и u(x), зада-
ются следующими таблицами

x1 x2 g

0 0 {0}
0 1 {1}
1 0 {0, 1}
1 1 {0}

x f1 f2 u

0 {0} {0} {0, 1}
1 {1} {1} {0, 1}

Рассмотрим суперпозицию f(x) = g(f1(x), f2(x)). Имеем

f(0) = {0} и f(1) = {0}.
Для f(u) выполняется

f(u)(0) = f(u(0)) = f({0, 1}) = f(0) ∩ f(1) = {0}.
А для g(f1(u(x)), f2(u(x))) справедливо

g(f1(u(x)), f2(u(x)))(0) = g({0, 1}, {0, 1}) =

= g(0, 0) ∪ g(0, 1) ∪ g(1, 0) ∪ g(1, 1) = {0, 1}.
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В теории дискретных функций важную роль играет понятие сохра-
нение предиката функцией. Распространим это понятие на мультифунк-
ции.

Пусть ρm — m-местный предикат, заданный на множестве 2A.
Для мультифункции f(x1, ..., xn) будем говорить, что она сохраняет

предикат ρm, если для любых n наборов

(a11, ..., am1), ..., (a1n, ..., amn)

из предиката выполняется то, что набор
(
f(a11, ..., a1n), ..., f(am1, ..., amn)

)

также принадлежит предикату.
В соответствии с формулой (4) данное определение является коррект-

ным.
Множество функций, сохраняющих предикат R, обозначим как

Pol R.

Замечание 1. Если m-местный предикат R содержит всего t наборов,
то его удобно задавать в виде матрицы размерности m × t в которой
столбцами являются наборы из предиката.

Пусть задана n-местная мультифункция g и наборы (α1i, . . . , αmi) (i ∈
{1, . . . , n}), принадлежащие некоторому m-местному предикату, тогда

столбец




g(α11, . . . , α1n)
...

g(αm1, . . . , αmn)


 будем обозначать как g




α11 . . . α1n
...

αm1 . . . αmn




и называть значением функции на данных наборах.
В соответствии с этим, функция f(x1, . . . , xn) сохраняет m-местный

предикат

R =




α11 . . . α1t
...

αm1 . . . αmt


 ,

если для любых n столбцов (β1j , . . . , βmj)
T , j ∈ {1, ..., n} из R выполня-

ется

f




β11 . . . β1n
...

βm1 . . . βmn


 ∈ R.

В общем случае множество мультифункций, сохраняющих некоторый
предикат, не обязательно замкнуто относительно суперпозиции. Для m-
местного предиката R определим m-местный предикат R′ следующим
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образом:

(B1, ..., Bm) ∈ R′ ⇔ (B1, ..., Bm) ∈ R и |Bi| = 1 для всех i ∈ {1, ...,m}.

Предикат R′ содержит те и только те наборы из предиката R, в которых
не встречается пустое подмножество и подмножества мощности больше
1. Тогда справедлива следующая основная лемма.

Лемма 1. Пусть мультифункции g, g1, . . . , gt заданы на конечном
множестве A. Если мультифункция f получена суперпозицией муль-
тифункций g, g1, . . . , gt, сохраняющих некоторыйm-местный предикат
R, заданный на множестве 2A, то на наборах, которые принадлежат
R′, значение функции f принадлежит R.

Доказательство. Пусть наборы (a11, ..., am1), ..., (a1n, ..., amn) принадле-
жат R′. Так как все эти наборы построены из одноэлементных подмно-
жеств, то при вычислении значения функции f не будет использоваться
формула (2). Поэтому

f




a11 . . . a1n
. . . . . . . . .
am1 . . . amn


 =




f(a11, . . . , a1n)
. . .

f(am1, . . . , amn)


 =

=




g(g1(a11, . . . , a1n), . . . , gt(a11, . . . , a1n))
. . .

g(g1(am1, . . . , amn), . . . , gt(am1, . . . , amn))


 =

= g




g1(a11, . . . , a1n) . . . gt(a11, . . . , a1n)
. . .

g1(am1, . . . , amn) . . . gt(am1, . . . , amn)


 =

= g


g1




a11 . . . a1n
. . . . . . . . .
am1 . . . amn


 , . . . , gt




a11 . . . a1n
. . . . . . . . .
am1 . . . amn






Справедливость леммы следует из того, что мультифункции g, g1,
. . . , gt, сохраняют предикат R.

Лемма 2. Пусть мультифункция f(x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn) полу-
чена из мультифункции g(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) введением фиктив-
ной переменной xi, предикат R задан на множестве 2A. Мультифунк-
ция f сохраняет предикат R тогда и только тогда, когда мультифунк-
ция g сохраняет предикат R.
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Доказательство. Доказательство леммы следует из того, что для лю-
бого набора (A1, . . . , Ai−1, Ai, Ai+1, . . . , An) из (2A)n выполняется

f(A1, . . . , Ai−1, Ai, Ai+1, . . . , An) =

=





⋂
αi∈Ai

f(α1, . . . , αi−1, αi, αi+1, . . . , αn), если пересечение не пусто;

⋃
αi∈Ai

f(α1, . . . , αi−1, αi, αi+1, . . . , αn), иначе
=

=





⋂
αi∈Ai

g(α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αn), если пересечение не пусто;

⋃
αi∈Ai

g(α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αn), иначе
=

= g(A1, . . . , Ai−1, Ai+1, . . . , An)

Замечание 2. Пусть мультифункция f(y1, . . . , yn−1) получена из
мультифункции g(x1, . . . , xn) отождествлением переменных xi и xj.
Пусть g сохраняет некоторый предикат R, тогда необязательно, что
f сохраняет предикат R.

Ниже, в работе рассматриваются мультифункции, задаваемые на
множестве A = E2 = {0, 1}. При этом для множества E2 использует-
ся обозначение «−» (прочерк), а для пустого множества — обозначение
∗. Наряду с термином мультифункция используется термин функция,
если это не вызывает недоразумения.

Так как мы не различаем множество из одного элемента и элемент
этого множества, то наборы из элементов множества E2 считаем набора-
ми из элементов множества 2E2 , а наборы, состоящие из одноэлементных
подмножеств, считаем также наборами из элементов множества E2.

Для набора (α1, . . . , αn) ∈ En2 противоположный набор (ᾱ1, . . . , ᾱn)
определяется обычным образом, т.е 0̄ = 1 и 1̄ = 0.

Мультифункция f , зависящая от n переменных, записывается в ви-
де вектора (τ0̃, . . . , τ1̃) длины 2n, где каждый элемент τσ̃ есть f(σ̃), а
0̃, . . . , 1̃ — все двоичные представления чисел 0, . . . , 2n − 1, соответствен-
но. Для одноместных и двухместных мультифункций такой вектор имеет
вид (f(0) f(1)) и (f(0, 0) f(0, 1) f(1, 0) f(1, 1)), соответственно.

Пусть f — мультифункция, зависящая от n переменных, f1, . . . , fm
— мультифункции или переменные. Для мультифункции g, задаваемой
суперпозицией f(f1, . . . , fm) по правилам (3) и (2), будем говорить, что
она получена SI -суперпозицией из функций f , f1, . . . , fm.

В соответствии с (4) мы можем находить значение мультифункции на
наборах, составленных из элементов множества 2E2 . При этом, на любом
наборе, содержащем ∗, мультифункция возвращает ∗.
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Пример 3.

f(0,−, 1) =

{
f(0, 0, 1) ∩ f(0, 1, 1), если пересечение не пусто;

f(0, 0, 1) ∪ f(0, 1, 1), иначе.

и f(0, ∗, 1) = ∗

Функция g на наборе (α1, . . . , αn) ∈ (2E2 \ {∅})n возвращает ∗, тогда
и только тогда, когда на любом уточнении этого набора она принимает
значение ∗.

Пусть β = (β1, . . . , βn) ∈ (2E2 \{∅})n, а Cβ — множество всех возмож-
ных уточнений набора (β1, . . . , βn). Для мультифункции g(x1, . . . , xn) че-
рез g(Cβ) обозначим множество {g(α̃), α̃ ∈ Cβ}.

Лемма 3. Справедливы следующие утверждения о связи значения
мультифункции g на наборе и уточнениях набора.

• g(Cβ) ∈ {{−}, {0, 1}, {0, 1,−}, {∗,−}, {∗, 1,−}, {∗, 0,−}, {∗, 1, 0},
{∗, 1,−, 0}} тогда и только тогда, когда g(β) = −.

• g(Cβ) ∈ {{0}, {0,−}, {0, ∗}} тогда и только тогда, когда g(β) = 0.

• g(Cβ) ∈ {{1}, {1,−}, {1, ∗}} тогда и только тогда, когда g(β) = 1.

• g(Cβ) ∈ {{∗}} тогда и только тогда, когда g(β) = ∗.

Доказательство. Доказательство следует непосредственно из форму-
лы (2).

Будем говорить, что мультифункция g(x1, . . . , xn) получается из фу-
нкций f1(x1, . . . , xn), f2(x1, . . . , xn) с помощью операции разветвления по
предикату равенства, если для некоторых i, j ∈ {1, . . . , n} выполняется
соотношение

g(x1, . . . , xn) =

{
f1(x1, . . . , xn), если xi = xj ,

f2(x1, . . . , xn), в противном случае.
(5)

Определим ESI -замыкание множества Q ⊆ M2 как множество всех
мультифункций из M2, которые можно получить из Q операциями
введения фиктивных переменных, SI -суперпозиции и разветвления по
предикату равенства. ESI -замыкание множества Q обозначаем как [Q].
Мультифункции, отличающиеся только фиктивными переменными, бу-
дем обозначать одинаковыми символами.

Множество мультифункций, которое совпадает со своим замыкани-
ем называется ESI -замкнутым множеством. Будем говорить, что мно-
жество R ⊆ Q порождает ESI -замкнутое множество Q (ESI -полно в
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множестве Q), если [R] = Q. ESI -полные множества в множестве M2

называем ESI -полными множествами или просто полными множества-
ми. ESI -полные множества в множестве O2 (O∗2) называем E-полными.

Mножество R ⊆M2 называется ESI -предполным, если ESI -замыка-
ние R отлично отM2, но ESI -замыкание множества R ∪ {f} совпадает
сM2 для любой мультифункции f /∈ R.

2. Замкнутые множества

Введем в рассмотрение следующие девять множеств мультифункций
ранга 2:
K1 = PolR1, R1 = (0 ∗);
K2 = PolR2, R2 = (1 ∗);
K3 = O∗2;
K4 = H2;
K5 = {f | f(α1, . . . , αn) ∈ {∗, 1,−} для любого (α1, . . . , αn) ∈ En2 };
K6 = {f | f(α1, . . . , αn) ∈ {∗, 0,−} для любого (α1, . . . , αn) ∈ En2 };
K7 = PolR7; R7 =

(
0 1 ∗ −
1 0 ∗ −

)
;

K8 = PolR8; R8 =

(
0 1 ∗ ∗ ∗ ∗ 0 1 −
1 0 0 1 − ∗ ∗ ∗ ∗

)
;

K9 = PolR9; R9 =

(
0 ∗ ∗ ∗ ∗ 0 1 −
1 0 1 − ∗ ∗ ∗ ∗

)
.

Теорема 1. Множества K1 −K9 являются ESI-замкнутыми.

Доказательство. Множества K3 −K6 — это множества функций, кото-
рые не принимают одно из 4-х значений, поэтому эти множества явля-
ются ESI -замкнутыми.

Рассмотрим остальные множества. Замкнутость этих множеств отно-
сительно введения фиктивных переменных следует из Леммы 2.

Для множеств K1,K2,K8,K9 замкнутость относительно суперпози-
ции следует из Леммы 1, так как соответствующие предикаты, во-
первых, содержат все возможные наборы со ∗, а во-вторых, не содержат
набора, в котором есть подмножество мощности больше 1.

Соответствующие этим множествам предикаты обладают тем свой-
ством, что

• они содержат все возможные наборы со ∗;

• нет двух двоичных наборов (α1α2) и (β1β2) для которых α1 = β1,
но α2 6= β2 или α1 6= β1, но α2 = β2.
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Поэтому множества замкнуты относительно операции разветвления по
предикату равенства.

Рассмотрим множествоK7. Покажем, что оно замкнуто относительно
суперпозиции.

Пусть функции f, f1, . . . , fm сохраняют предикат R7, а функция

g(x1, . . . , xn) = f(f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn))

не сохраняет предикат R7, т.е.

g

(
α1, . . . , αn
β1, . . . , βn

)
∈
{

0 0 0 1 1 1 ∗ ∗ ∗ − − −
0 ∗ − 1 ∗ − 0 1 − 0 1 ∗

}
,

где для любого i ∈ {1, . . . , n} выполняется (αiβi)
T ∈ R7 и при этом

(αiβi) 6= (∗∗).
В силу того, что набор (αiβi)

T принадлежит предикату R7, тогда
и только тогда, когда набор (βiαi)

T тоже принадлежит предикату R7,
рассмотрим только случаи

g

(
α1, . . . , αn
β1, . . . , βn

)
∈
{

0 0 0 1 1 1 −
0 ∗ − 1 ∗ − ∗

}
,

Пусть

g

(
α1, . . . , αn
β1, . . . , βn

)
∈
{

1 0 −
∗ ∗ ∗

}
.

Тогда для набора (α1, . . . , αn) найдется уточнение (α′1, . . . , α
′
n) такое, что

g(α′1, . . . , α
′
n) ∈ {0, 1,−}, но на противоположном наборе (α′1, . . . , α

′
n), ко-

торый является уточнением набора (β1, . . . , βn) функция g возвращает
∗. Противоречие с Леммой 1.

Из оставшихся 4-х случаев достаточно рассмотреть два, так как два
других рассматриваются двойственным образом.
• Пусть g(α1, . . . , αn) = g(β1, . . . , βn) = 0. Для набора (α1, . . . , αn)

найдется уточнение α′1, . . . , α′n такое, что g(α′1, . . . , α
′
n) = 0. На противо-

положном наборе (α′1, . . . , α
′
n) функция g не возвращает 1. Противоречие

с Леммой 1.
• Пусть g(α1, . . . , αn) = 0, g(β1, . . . , βn) = −. На любом уточнении

набора (α1, . . . , αn) функция g, очевидно, не возвращает 1. Поэтому по
Лемме 1 нет уточнения (β′1, . . . , β

′
n) набора (β1, . . . , βn), для которого вы-

полняется g(β′1, . . . , β
′
n) = 0.

Рассмотрим случай, когда g(β′1, . . . , β
′
n) = ∗ для некоторого набора

(β′1, . . . , β
′
n) ∈ C(β1,...,βn). Противоречие с Леммой 1 получим в случае

g(β′1, . . . , β
′
n) 6= ∗. Значит для набора (α1, . . . , αn) есть уточнение, на кото-

ром функция g возвращает ∗ и нет уточнения на котором функция g воз-
вращает−. (Если есть уточнения, на которых функция возвращает ∗ и−,
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то на самом наборе функция возвращает −.) Поэтому по Лемме 1 для на-
бора (β1, . . . , βn) нет уточнения (β′1, . . . , β

′
n) такого, что g(β′1, . . . , β

′
n) = −

или g(β′1, . . . , β
′
n) = 0. А из этого следует, что g(β1, . . . , βn) 6= −. Получи-

ли противоречие.
Пусть g(β′1, . . . , β

′
n) 6= ∗ для любого (β′1, . . . , β

′
n) ∈ C(β1,...,βn).

Тогда для любого уточнения (β′1, . . . , β
′
n) набора (β1, . . . , βn) выпол-

няется g(β1, . . . , βn) = −. Так как найдется уточнение (α′1, . . . , α
′
n) набора

(α1, . . . , αn) для которого g(α′1, . . . , α
′
n) = 0, то снова получаем противо-

речие с Леммой 1.
А теперь покажем, что множество K7 замкнуто относительно раз-

ветвления по предикату равенства.
Пусть функция g(x1, . . . , xm) получена по формуле (5).
Предположение о том, что функция g не сохраняет предикат R7 снова

приводит к тому, что найдется двоичный набор (α1, . . . , αn) такой, что

g

(
α1, . . . , αn
α1, . . . , αn

)

не принадлежит предикату R7.

Можно заметить, что при вычислении g

(
α1, . . . , αn
α1, . . . , αn

)
в верхней

строке элементы в i и j позициях совпадают, тогда и только тогда, когда
они совпадают в нижней строке.

Таким образом g

(
α1, . . . , αn
α1, . . . , αn

)
совпадает с f1

(
α1, . . . , αn
α1, . . . , αn

)
или

совпадает с f2
(
α1, . . . , αn
α1, . . . , αn

)
. И далее получаем противоречие с тем,

что функции f1 и f2 сохраняют предикат R7.

Теорема 2. Для множеств K1, . . . ,K9 выполняется Ki 6⊆ Kj при i 6= j.

Доказательство. Справедливость утверждения следует из таблицы 1 в
которой на пересечении i-ой строки и j-го столбца находится мульти-
функция f такая, что f ∈ Ki и f 6∈ Kj .

3. Критерий полноты

Для f(x1, ..., xn) ∈ M2 определим f0 — 0-характеристическую функцию
следующим образом: f0(σ̃) = 1 тогда и только тогда, когда f(σ̃) ∈ {0,−},
в противном случае f0(σ̃) = 0 (σ̃ ∈ En). Аналогично определяется f1 —
1-характеристическая функция для f : f1(σ̃) = 1 тогда и только тогда,
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Таблица 1. Попарная различность множеств K1 −K9

K1 K2 K3 K4 K5 K6 K7 K8 K9

K1 × 0− 0− ∗∗ 00 01 00 0− 00
K2 11 × −1 ∗∗ 01 01 11 11 11
K3 11 00 × ∗∗ 01 01 11 11 11
K4 11 00 −− × 00 11 00 −− −−
K5 −− −− −− ∗∗ × 11 11 11 − 1
K6 −− −− −− ∗∗ 00 × 00 00 00
K7 10 10 −− ∗∗ 01 01 × −− −−
K8 10 10 ∗− ∗∗ 01 01 −∗ × 10
K9 1∗ ∗0 ∗− ∗∗ 01 01 −∗ 0111 ×

когда f(σ̃) ∈ {1,−}. Отметим, что характеристические функции принад-
лежат O2.

Определим бинарную функцию x . y :

1 . 0 = 0, 0 . 1 = 1, 0 . 0 = ∗, 1 . 1 = −.

Лемма 4. Множество функций R = P ∪ {.}, где P — E-полное мно-
жество в O2, является полным вM2.

Доказательство. Доказательство следует из равенства f = f0 . f1 спра-
ведливого для любой f ∈M2.

Определим унарную функцию λ(x): λ(0) = ∗, λ(1) = −.

Лемма 5. Множество функций S = P ∪ {λ}, где P — E-полное мно-
жество в классе O2, является полным в классеM2.

Доказательство. Доказательство следует из Леммы 4 и представления
. следующей суперпозицией: x . y = x →

(
y · (λ(x ∨ y))

)
, где →, ·,∨ это

импликация, умножение и дизъюнкция (функции из O2).

Будем в дальнейшем использовать обозначение fKi для функции, не
принадлежащей множеству Ki (i ∈ {1, . . . , 9}).

Лемма 6. Справедливо [0, 1, fK3 , fK4 ] =M2.

Доказательство. Из fK3 и fK4 подстановкой констант 0 и 1 можно по-
лучить функции-константы (∗) и (−). В [5] показано, что [0, 1, ∗] = O∗2.

Разветвление по предикату равенства позволяет из (∗) и (−) получить
функцию (∗−−∗). Подставив в эту функцию вместо первой переменной
константу 0, получим функцию (∗−). И далее применяем Лемму 5.
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Лемма 7. Пусть g1(x) = (−−), g2(x) = (10). Тогда справедливо
[g1, g2, fK3 , fK4 , fK7 ] =M2.

Доказательство. Подставляя в функцию fK7 на соответствующие места
функции g1(x) и g2(x), получим одну из функций: (00), (11), (0∗), (∗0),
(1∗), (∗1), (0−), (−0), (1−), (−1), (∗−), (−∗). Первые десять случаев легко
сводятся к константам и Лемме 6. Последние две функции сводятся друг
к другу, поэтому рассмотрим одну из них: u1(x) = (−∗).

Суперпозиция g2(u1, g2) определяет функцию (0∗), из которой с по-
мощью функции g1 легко получить константу 0 и свести доказательство
к Лемме 6.

Лемма 8. Пусть g1(x) = (−−), g2(x) = (11). Тогда справедливо
[g1, g2, fK3 , fK4 , fK5 ] =M2.

Доказательство. Для доказательства достаточно получить констан-
ту 0 и воспользоваться Леммой 6. Для функции fK5 возьмем набор
(α1, . . . , αn) такой, что fK5(α1, . . . , αn) = 0.

Рассмотрим функцию h(x), где h(x) = fK5(u1(x), . . . , un(x)),

и ui(x) =

{
xi, если αi = 0;

1, если αi = 1
.

Тогда h(x) одна из следующих функций: (00), (0∗), (0−), (01). Так как
первые три функции очевидным образом сводятся к константе 0 с помо-
щью функции g1, то осталось рассмотреть функцию t(x) = (01).

Пусть p(x, y) =

{
g1(x), если x = y;

t(x) если x 6= y.

Суперпозиция p(g2, g1) определяет константу 0.

Лемма 9. Пусть g1(x) = (−−), g2(x) = (00). Тогда справедливо
[g1, g2, fK3 , fK4 , fK6 ] =M2.

Доказательство. Доказательство этой леммы двойственно доказатель-
ству Леммы 8.

Теорема 3. Множество мультифункций R является ESI-полным в
M2 тогда и только тогда, когда оно не содержится целиком ни в одном
из классов K1 −K9.

Доказательство. Отождествлением переменных из функции fK9 можно
получить одну из восьми следующих одноместных функций:

f1K9
= (−−), f2K9

= (00), f3K9
= (11), f4K9

= (10), f5K9
= (0−), f6K9

=
(−0), f7K9

= (1−), f8K9
= (−1).
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Так как f6K9
(f6K9

(x)) = f5K9
и f5K9

(f5K9
(x)) = (00), f7K9

(f7K9
(x)) = f8K9

и
f8K9

(f8K9
(x)) = (11), то достаточно рассмотреть первые четыре случая.

Случай 1. f1K9
= (−−). Из функции fK5 отождествлением перемен-

ных можно получить функцию h(x, y) такую, что на наборах (01) и (10)
она принимает одно из следующих четырех значений — (00), (01), (0∗),
(0−).

Определим функцию t(x, y): t(x, y) =

{
−, если x = y;

h(x, y), иначе.
Суперпозиция t(x,−) определяет одноместную функцию p(x) = (0β),

где β ∈ {0,−, 1}. Первые два случая сводятся к Лемме 9. Рассмотрим
оставшийся случай: p(x) = (01).

Оператор разветвления по предикату равенства позволяет из функ-
ции p(x) и (−) получить функцию (−01−), а с помощью суперпозиции -
(10). Справедливость утверждения следует из Леммы 7.

Случай 2. f2K9
= (00). Подставляя константу 0 в функцию fK1 , по-

лучим одну из двух функций: (1) или (−).
Для первой функции воспользуемся Леммой 6. Для второй — Лем-

мой 9.
Случай 3. f3K9

= (11). Подставляя константу 1 в функцию fK2 , по-
лучим одну из двух функций: (0) или (−).

И далее применяем Лемму 6 или Лемму 8.
Случай 4. f4K9

= (10). Функция fK8 на некоторой паре противопо-
ложных наборов возвращает одну из следующих пар — (00), (11), (0−),
(−0), (1−), (−1). А это означает, что, подставляя в функцию fK8 на со-
ответствующие места переменных функцию (10), можно получить од-
ну из следующих одноместных функций — (00), (11), (0−), (−0), (1−),
(−1), (−−), которые легко сводятся к случаю 1.

Следствие 1. Множества K1—K9 являются ESI-предполными.

4. Классификация мультифункций

Для каждой мультифункции ранга 2 однозначным образом определим
вектор принадлежности ESI -предполным множествам. Длина такого
вектора равна 9 и i-я координата равна 1, если мультифункция при-
надлежит предполному множеству Ki, и 0, иначе.

На множестве всех мультифункций определим отношение эквива-
лентности следующим образом: эквивалентными будут функции, у кото-
рых совпадают векторы принадлежности ESI -предполным множествам.
Так как число ESI -предполных множеств равно 9, то наибольшее воз-
можное число классов эквивалентности равно 29.
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Через K обозначим множество функций, не принадлежащих множе-
ству K.

Лемма 10. Число классов эквивалентности мультифункций, принад-
лежащих множествам K1 и K2, относительно принадлежности ESI-
предполным множествам равно 22.

Доказательство. Если мультифункция принадлежит множеству
K1 ∩ K2, то она, очевидно, принадлежит множеству K9. Осталось рас-
смотреть принадлежность множествам K3,K4,K5,K6,K7,K8.

Для перечисления всех классов разобьем множество рассматривае-
мых функций на 4 множества — K3 ∩K4, K3 ∩K4, K3 ∩K4 и K3 ∩K4.

а) Множество K3∩K4 — множество булевых функций. Так как буле-
ва функция на нулевом наборе возвращает 0, а на единичном 1, то она
не принадлежит множествам K5 и K6. Также несложно заметить, что
она принадлежит множесту K7 тогда и только тогда, когда она принад-
лежит множеству K8. Таким образом в этом случае получили не более
2-х функций.

б) Рассмотрим второе множество K3 ∩ K4 — множество функций,
которые хотя бы на одном наборе возвращают ∗ и ни на одном из на-
боров не возвращают −. В этом случае разобьем оставшееся множество
функций на 4 множества — K5 ∩K6, K5 ∩K6, K5 ∩K6 и K5 ∩K6.

Множество K5 ∩K6 состоит из одной функции — ∗, которая принад-
лежит множествам K7 и K8.

Функция, принадлежащая множеству K5∩K6, на какой-то паре про-
тивоположных наборах возвращает значения: (11), (1∗). Поэтому нет
функций, принадлежащих K7. И остается не более 2-х функций.

То же самое выполняется и для множества K5 ∩K6.
Так как функция, принадлежащая множеству K5 ∩K6, ни на одном

из наборов не возвращает −, то нет функций, принадлежащих K7 и не
принадлежащих K8. Остается не более 3-х функций.

в) Функция из множества K3∩K4 на некотором наборе возвращает −
и ни на одном из наборов не возвращает ∗. В этом случае очевидно, что
функция, принадлежащая K9, не принадлежит K5 и K6. Кроме этого
функция не принадлежит K8. И остается не более 2-х функций.

г) Рассмотрим последнее множество — K3 ∩K4.
Если мультифункция не возвращает только одну из констант 0 или

1, то нет мультифункций, принадлежащих K7, так как найдется пара
противоположных наборов, на которых функция принимает значения
(αβ), где α ∈ {0, 1}, β ∈ {α,−, ∗}. Всего не более 4-х функций.

Иначе нет мультифункций принадлежащихK7 и принадлежащихK8.
Остается не более 6-ти вариантов.
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В табл. 2 приведены 22 функций из множества K1 ∩ K2, принадле-
жащие различным классам.

Лемма доказана.

Таблица 2. Функции из множества K1 ∩K2, принадлежащие различным
классам

функция вектор функция вектор
1 (01) 1 1 1 1 0 0 1 1 1 2 (0001) 1 1 1 1 0 0 0 0 1
3 (∗∗) 1 1 1 0 1 1 1 1 1 4 (∗1) 1 1 1 0 1 0 0 1 1
5 (∗111) 1 1 1 0 1 0 0 0 1 6 (0∗) 1 1 1 0 0 1 0 1 1
7 (000∗) 1 1 1 0 0 1 0 0 1 8 (0 ∗ ∗1) 1 1 1 0 0 0 1 1 1
9 (∗101) 1 1 1 0 0 0 0 1 1 10 (∗001) 1 1 1 0 0 0 0 0 1
11 (0−−1) 1 1 0 1 0 0 1 0 1 12 (0− 01) 1 1 0 1 0 0 0 0 1
13 (∗ − −∗) 1 1 0 0 1 1 1 0 1 14 (∗ ∗ −∗) 1 1 0 0 1 1 0 1 1
15 (∗ ∗ − −−−−∗) 1 1 0 0 1 1 0 0 1 16 (∗ ∗ −1) 1 1 0 0 1 0 0 1 1
17 (∗ − 11) 1 1 0 0 1 0 0 0 1 18 (0 ∗ −∗) 1 1 0 0 0 1 0 1 1
19 (0− 0∗) 1 1 0 0 0 1 0 0 1 20 (01− ∗ ∗ −01) 1 1 0 0 0 0 1 0 1
21 (0 ∗ −1) 1 1 0 0 0 0 0 1 1 22 (∗ − 01) 1 1 0 0 0 0 0 0 1

Лемма 11. Число классов мультфункций, принадлежащих множест-
вам K1 и K2, относительно принадлежности ESI-предполным множе-
ствам равно 20.

Доказательство. Если мультифункция принадлежит множеству
K1 ∩K2, то она не принадлежит множеству K7, так как на наборах из
всех нулей и всех единиц функция возвращает один из следующих на-
боров: (00), (0−), (∗0), (∗−). Осталось рассмотреть принадлежность мно-
жествам K3,K4,K5,K6,K8,K9.

Как и в предыдущем доказательстве рассмотрим 4 случая: функции,
принадлежащие множествам а)K3∩K4, б)K3∩K4, в)K3∩K4, г)K3∩K4.

В случае а) множество K3∩K4 — множество булевых функций. Оче-
видно, что в этом случае функция не принадлежит множествам K5, K8,
K9. Число возможных классов эквивалентности не более 2.

Аналогичный результат получаем и в случае в).
Если функция принадлежит множеству K3 ∩K4, то она не принад-

лежит множеству K5, так как на единичном наборе она возвращает 0.
Также несложно заметить, что если функция не принадлежит K9, то
есть на нулевом и единичном наборе возвращает (00), то она не принад-
лежит K8. Осталось не более 6 вариантов.
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Рассмотрим последнее множество K3 ∩K4. Если мультифункция не
возвращает 0, то она, очевидно, принадлежит K5, K9 и осталось не более
4 вариантов.

Иначе она не принадлежит K5 и, кроме того, не может одновременно
принадлежать K8 и не принадлежать K9, что дает не более 6 вариантов.

В таблице 3 приведены 20 мультифункций, принадлежащих разным
классам. Лемма доказана.

Таблица 3. Функции из множества K1 ∩K2, принадлежащие различным
классам

функция вектор функция вектор
1 (00) 1 0 1 1 0 1 0 0 0 2 (0100) 1 0 1 1 0 0 0 0 0
3 (∗0) 1 0 1 0 0 1 0 1 1 4 (∗000) 1 0 1 0 0 1 0 0 1
5 (0 ∗ 00) 1 0 1 0 0 1 0 0 0 6 (∗100) 1 0 1 0 0 0 0 1 1
7 (∗110) 1 0 1 0 0 0 0 0 1 8 (0 ∗ 10) 1 0 1 0 0 0 0 0 0
9 (0−) 1 0 0 1 0 1 0 0 0 10 (0− 10) 1 0 0 1 0 0 0 0 0
11 (∗−) 1 0 0 0 1 1 0 1 1 12 (∗ − −−) 1 0 0 0 1 1 0 0 1
13 (∗ ∗ 1−) 1 0 0 0 1 0 0 1 1 14 (∗11−) 1 0 0 0 1 0 0 0 1
15 (∗ ∗ −0) 1 0 0 0 0 1 0 1 1 16 (∗ − 00) 1 0 0 0 0 1 0 0 1
17 (0 ∗ −0) 1 0 0 0 0 1 0 0 0 18 (∗10−) 1 0 0 0 0 0 0 1 1
19 (∗ − 10) 1 0 0 0 0 0 0 0 1 20 (0 ∗ 1−) 1 0 0 0 0 0 0 0 0

Лемма 12. Число классов мультфункций, принадлежащих множест-
вам K1 и K2, относительно принадлежности ESI-предполным множе-
ствам равно 20.

Доказательство. Доказательство того, что классов не более 20, двой-
ственно доказательству в Лемме 11. Функции и соответствующие им
векторы приведены в табл. 4.

Лемма 13. Число классов мультфункций, принадлежащих множест-
вам K1 и K2, относительно принадлежности ESI-предполным мно-
жествам равно 17.

Доказательство. Из условия следует, что рассматриваемые функции
удовлетворяют условиям f(0, . . . , 0) ∈ {1,−}, f(1, . . . , 1) ∈ {0,−}. Оче-
видно, что такие функции не принадлежат K9. Рассмотрим принадлеж-
ность оставшимся множествам K3,K4,K5,K6,K7,K8.

Как и в предыдущих доказательствах рассмотрим 4 случая: функции,
принадлежащие множествам а)K3∩K4, б)K3∩K4, в)K3∩K4, г)K3∩K4.
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Таблица 4. Функции из множества K1 ∩K2, принадлежащие различным
классам

функция вектор функция вектор
1 (11) 0 1 1 1 1 0 0 0 0 2 (1001) 0 1 1 1 0 0 0 0 0
3 (1∗) 0 1 1 0 1 0 0 1 1 4 (111∗) 0 1 1 0 1 0 0 0 1
5 (1 ∗ 11) 0 1 1 0 1 0 0 0 0 6 (110∗) 0 1 1 0 0 0 0 1 1
7 (100∗) 0 1 1 0 0 0 0 0 1 8 (1 ∗ 01) 0 1 1 0 0 0 0 0 0
9 (−1) 0 1 0 1 1 0 0 0 0 10 (−001) 0 1 0 1 0 0 0 0 0
11 (−∗) 0 1 0 0 1 1 0 1 1 12 (−−−∗) 0 1 0 0 1 1 0 0 1
13 (− ∗ 1∗) 0 1 0 0 1 0 0 1 1 14 (−11∗) 0 1 0 0 1 0 0 0 1
15 (− ∗ 11) 0 1 0 0 1 0 0 0 0 16 (− ∗ 0∗) 0 1 0 0 0 1 0 1 1
17 (−00∗) 0 1 0 0 0 1 0 0 1 18 (−10∗) 0 1 0 0 0 0 0 1 1
19 (1− 0∗) 0 1 0 0 0 0 0 0 1 20 (− ∗ 01) 0 1 0 0 0 0 0 0 0

В случае а) рассматриваются булевы функции, которые на всех ну-
лях возвращают 1, а на всех единицах возвращают 0, поэтому они не
принадлежат множествам K5 и K6. Заметим, что булева функция при-
надлежит K7 тогда и только тогда, когда она принадлежит K8. Таким
образом число классов не более 2.

Рассмотрим случай б). Функция возвращает ∗ и не возвращает −,
поэтому на всех нулях она возвращает 1, а на всех единицах возвращает
0. Следовательно она не принадлежит классам K5, K6. Легко показать,
что если она принадлежит K7, то и принадлежит K8. Поэтому число
классов не более 3.

Случай в). Функция не возвращает ∗ и возвращает −, тогда она не
принадлежит K8.

Если функция также не возвращает константу 0, но возвращает 1,
то она очевидно не принадлежит классам K6, K7 и принадлежит классу
K5. Получаем один вектор принадлежности.

Если функция возвращает константу 0, но не возвращает 1, то она
очевидно не принадлежит классам K5, K7 и принадлежит классу K5.
Получаем один вектор принадлежности.

Если же она не возвращает ни одну из констант, то очевидно, что это
одна функция — (−).

Если функция возвращает константу 0 и возвращает 1, то число век-
торов принадлежности не более 2.

Случай г). Функция возвращает ∗ и возвращает −.
Функции, возвращающие одну из констант и не возвращающие дру-

гую константу, образуют два класса. Также два класса образуют функ-
ции, возвращающие только ∗ и −. И наконец три класса образуют функ-
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ции, возвращающие и 0, и 1, так как такие функции не могут одновре-
менно принадлежать K7 и K8.

В табл. 5 приведены 17 функций и соответствующие им классы. Лем-
ма доказана.

Таблица 5. Функции из множества K1∩K2, принадлежащие различным
классам

функция вектор функция вектор
1 (10) 0 0 1 1 0 0 1 1 0 2 (1000) 0 0 1 1 0 0 0 0 0
3 (1 ∗ ∗0) 0 0 1 0 0 0 1 1 0 4 (1 ∗ 00) 0 0 1 0 0 0 0 1 0
5 (1 ∗ 000000) 0 0 1 0 0 0 0 0 0 6 (−−) 0 0 0 1 1 1 1 0 0
7 (1−) 0 0 0 1 1 0 0 0 0 8 (−0) 0 0 0 1 0 1 0 0 0
9 (1−−0) 0 0 0 1 0 0 1 0 0 10 (−100) 0 0 0 1 0 0 0 0 0
11 (− ∗ ∗−) 0 0 0 0 1 1 1 0 0 12 (− ∗ −−) 0 0 0 0 1 1 0 0 0
13 (1 ∗ 1−) 0 0 0 0 1 0 0 0 0 14 (− ∗ 00) 0 0 0 0 0 1 0 0 0
15 (11− ∗ ∗ −00) 0 0 0 0 0 0 1 0 0 16 (1 ∗ −0) 0 0 0 0 0 0 0 1 0
17 (− ∗ 10) 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Теорема 4. Число классов мультфункций относительно принадлеж-
ности ESI-предполным вM2 множествам равно 79.

Доказательство. Справедливость утверждения следует из Лемм 10–13.

5. Типы базисов

Для того, чтобы система функций была базисом в M2, необходимо со-
блюдать условия полноты и минимальности. Согласно критерию полно-
ты система функций полна тогда и только тогда, когда она целиком не
содержится ни в одном из 9 ESI -предполных множеств. Минимальность
означает, что при удалении из системы любой функции система стано-
вится неполной.

Функция f(x, y) = (− ∗ 10) из табл. 5 не принадлежит ни одному
из ESI -предполных множеств, поэтому минимальная мощность базиса
равна 1.

Теорема 5. Максимальная мощность базиса не больше 4.

Доказательство. Пусть множество B является базисом. Тогда в этом
множестве есть функция fK9 . Рассмотрим все возможные значения этой
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функции на наборах (0, . . . , 0) и (1, . . . , 1). Возможны 8 вариантов: (1−),
(−0), (10), (−−), (00), (11), (0−), (−1).
• В первых двух вариантах функция fK9 не принадлежит еще 6 ESI -

предполным множествам, а значит максимальная мощность базиса в
этих случаях не больше 3.
• Рассмотрим третий случай: fK9(0, . . . , 0) = 1 и fK9(1, . . . , 1) = 0. В

этом случае fK9 не принадлежит множествам K1, K2, K5, K6. В мно-
жестве B выберем функцию fK8 , которая на противоположных наборах
может возвратить (00), (11), (−0), (0−), (−1), (1−), (−−). Поэтому fK8

не принадлежит множеству K7 либо K3.
• Пусть fK9(0, . . . , 0) = 0 и fK9(1, . . . , 1) = 0. Тогда fK9 не принадле-

жит множествам K2, K5, K7, K8. Если fK1(0, . . . , 0) = 1, то исключаем
множество K6, а если fK1(0, . . . , 0) = −, то исключаем множество K3.
• Вариант fK9(0, . . . , 0) = 1 и fK9(1, . . . , 1) = 1 двойственен предыду-

щему.
• Пусть fK9(0, . . . , 0) = − и fK9(1, . . . , 1) = −. В этом случае fK9

не принадлежит множествам K1, K2, K3, K8. В множестве B выберем
функцию fK7 , которая на противоположных наборах может возвратить
(00), (0∗), (0−), (11), (1∗), (1−), (−0), (−1), (−∗), (∗0), (∗1), (∗−). Далее
замечаем, что, если функция на некотором наборе принимает значение
0, то она не принадлежит K5, если принимает значение 1, то не принад-
лежит K6, а если — ∗, то не принадлежит K4.
• В последних двух вариантах функция fK9 не принадлежит еще 5

ESI -предполным множествам, а значит максимальная мощность базиса
не больше 4.

Будем говорить, что два базиса B1 и B2 одинаковой мощности имеют
разный тип, если у них не совпадают множества векторов принадлеж-
ности ESI -предполным множествам.

Полный компьютерный перебор показал, что имеется 1 тип базиса
мощности 1, 749 типов базиса мощности 2, 4323 типа базиса мощности
3, 93 типа базиса мощности 4.

Заключение

В работе рассмотрены мультифункции, заданные на 2-х элементном мно-
жестве. Следующим шагом является рассмотрение мультифункций, за-
данных на 3-х элементном множестве и затем рассмотрение общего слу-
чая — мультифункций, заданных на k-элементном множестве.

77



Список литературы
[1] Литвинов Г. Л., “Гипергруппы и гипергрупповые алгебры,”, Итоги науки

и техн. Сер. Соврем. пробл. мат. Нов. достиж., 1985, №26, 57–106.
[2] Ло Джукай, “Максимальные замкнутые классы в множестве частичных

функций многозначной логики”, Кибернетический сборник. Новая серия
№25., 1988, 131–141.

[3] Мальцев А. И., Мальцев И. А., Итеративные алгебры Поста, Изд-во Ин-
та математики, Новосибирск, 2009, 194 pp.

[4] Марченков С. С., “Операторы замыкания с разветвлением по предикату”,
Вестник МГУ, Сер. 1, Математика и механика., 6 (2003), 37–39

[5] Марченков С. С., “Оператор замыкания с разветвлением по предикату
равенства на множестве частичных булевых функций”, Дискретная ма-
тематика, 20:6 (2008), 80–88

[6] Марченков С. С., “Оператор E-замыкания на множестве частичных
функций многозначной логики”, Математические вопросы кибернети-
ки, 2013, №18, 227–238

[7] Матвеев С. А., “Построение всех E-замкнутых классов частичных буле-
вых функций”, Математические вопросы кибернетики, 2013, №18, 239–
244

[8] Пантелеев В.И., “Критерий полноты для доопределяемых булевых функ-
ций”, Вестник Самарского государственного университета. Естествен-
нонаучная серия, 2009, №2 (68), 60-79

[9] Пантелеев В. И., Рябец Л. В., “Оператор замыкания с разветвлением по
предикату равенства на множестве гиперфункций ранга 2”, Известия Ир-
кут. гос. ун-та. Сер. Математика, 10 (2014), 93–105

[10] Тарасов В. В., “Критерий полноты для не всюду определенных функций
алгебры логики”, Проблемы кибернетики №30, 1975, 319–325

[11] Фрейвалд Р. В., “О полноте частичных функций алгебры логики”, ДАН
СССР, 167:6 (1966), 1249–1250

[12] Corsini P., Leoreanu V., Applications of Hyperstructure Theory, Springer-
Science+Business Media, B.V., 2003, 322 pp.
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ESI-closure of rank 2 multi-functions: completeness criterion,
classification, and types of bases
Panteleev V. I., Taglasov E. S.

Multifunctions are functions that are defined on a finite set and
return subsets of the considered set as their values. This paper
deals with the closure of multifunctions that can be obtained using
the operations of adding dummy variables, composition operator,
and operator with the equality predicate branching. We obtain nine
precomplete closed classes of multifunctions of rank two and prove
the completeness criterion. A classification of multifunctions based on
belonging to precomplete classes is presented, and all types of bases
are described.

Keywords: closure, equality predicate, multioperation, closed set,
composition.

References
[1] LitvinovG. L., “Hypergroups and Hypergroup Algebras,”, Journal of Soviet

Mathematics., 1987, №38, no. 2, 1734–1761 DOI: 10.1007/BF01088201.
[2] Lo Czu Kai, “Maksimalnye zamknutye klassy v mnozhestve chastichnykh

funkciy mnogoznachnoy logiki [Maximal Closed Classes on the Set of Partial
Many-valued Logic]”, Kiberneticheskiy Sbornik №25., 1988, 131–141 (in
Russian)

[3] MalcevA. I., Malcev I. A., Iterativnye algebry Posta [Iterative Post Algebras],
Publishing House of Institute of Mathematics, Novosibirsk, 2009 (in Russian),
194 pp.

[4] Marchenkov S. S., “Operatory zamykaniya s razvetvleniem po predicatu
[Closure Operators with Predicate Branching]”, Bulletin of Moscow State
University. Series 1. Mathematics and Mechanics, 6 (2003), 37–39 (in Russian)

[5] Marchenkov S. S., “The Closure Operator with the Equality Predicate
Branching on the Set of Partial Boolean Functions”, Discrete Math. Appl.,
18:4 (2008), 381–389. DOI: 10.1515/DMA.2008.028.

[6] Marchenkov S. S., “Operator E-zamykaniya na mnozhestve chastichnykh
funkciy mnogoznachnoy logiki [The E-closure Operator on the Set of Partial
Many-valued Logic Functions]”, Mathematical problems in cybernetics, 2013,
№18, 227–238 (in Russian)

[7] Matveev S. S., “Postroenie vsekh E-zamknutykh klassov chastichnykh bulevykh
funkciy [Construction of All E-closed Classes of Partial Boolean Functions]”,
Mathematical problems in cybernetics, 2013, №18, 239–244 (in Russian)

[8] PanteleevV. I., “iteriy polnoty dlya doopredelyaemylh bulevikh fukciy [The
Completeness Criterion for Depredating Boolean Functions]”, Vestnik of
Samara State University. Series Mathematics, 2009, №2 (68), 60-79 (in
Russian)

79



[9] PanteleevV. I., Riabets L.V., “Operator zamykaniya s razvetvleniem po
predicatu ravenstva na mnozhestve giperfunkciy ranga 2 [The Closure Operator
with the Equality Predicate Branching on the Set of Hyperfunctions on Two-
Element Set]”, The Bulletin of Irkutsk State University. Series Mathematics,
10 (2014), 93–105 (in Russian)

[10] TarasovV.V., “Kriteriy poloty dlya ne vsyudu opredelennykh funkciy algebry
logiki [Completeness Criterion for Partial Logic Functions]”, Problemy
Kibernetiki №30, 1975, 319–325 (in Russian)

[11] FreiwaldR.V., “O polnote chastichnykh funkciy algebry logiki [On
Completeness of Partial Functions of Boolean Algebra]”, DAN USSR, 167:6
(1966), 1249–1250 (in Russian)

[12] Corsini P., LeoreanuV., Applications of Hyperstructure Theory, Springer-
Science+Business Media, B.V., 2003, 322 pp.
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Оценка длины минимальной
параметрической сети в

гиперпространствах при деформации
граничного множества

А.М. Тропин1

Задача Ферма—Штейнера заключается в поиске такой точки
метрического пространства Y (которую будем называть астровер-
шиной Штейнера), что сумма расстояний от нее до точек некоторо-
го конечного фиксированного подмножества A ⊂ Y , называемого
границей, минимальна. Минимальную сумму расстояний мы бу-
дем называть длиной минимальной астросети. Мы рассматриваем
эту задачу в гиперпространстве Y = H(X) непустых, замкнутых
и ограниченных подмножеств ограниченно компактного простран-
ства X, в данном пространстве являющихся компактами.

В настоящей статье описывается широкий класс деформаций
граничных компактов, не увеличивающих длину минимальной аст-
росети. Также рассматривается усреднение в смысле суммы Мин-
ковского конечного числа границ, состоящих из равного числа эле-
ментов, и показывается, что при таком усреднении также не уве-
личивается длина минимальной астросети.

Ключевые слова: задача Ферма-Штейнера, минимальное де-
рево Штейнера, минимальная параметрическая сеть, минимальная
астросеть, астрокомпакт Штейнера, гиперпространство, расстоя-
ние Хаусдорфа.

1. Введение

Напомним хорошо известную задачу нахождения минимального дере-
ва Штейнера на евклидовой плоскости. Пусть даны n фиксированных
точек на плоскости, называющихся граничными. Требуется построить
связный граф с вершинами в граничных и, если необходимо, дополни-
тельных точках плоскости такой, что сумма длин его ребер минимальна
(длиной ребра называется расстояние между двумя инцидентными ребру
вершинам в евклидовой метрике). Такой граф является деревом и назы-
вается минимальным деревом Штейнера, дополнительные вершины —
вершинами Штейнера.

1Тропин Александр Михайлович — аспирант каф. математической теории интел-
лектуальных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: amtropin@gmail.com.

Tropin Alexander Mikhailovich — graduate student, Lomonosov Moscow State
University, Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of
Intellectual Systems.
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Исходная постановка задачи, которую принято сейчас называть за-
дачей Штейнера, предполагала добавление одной дополнительной точки
к граничным и рассматривалась самим Якобом Штейнером (задачу для
трех граничных точек сформулировал Пьер Ферма). Формальная поста-
новка задачи, разрешающая добавлять сколько угодно дополнительных
точек, была опубликована только в 1934 году Войтехом Ярник и Ми-
лошом Кёсслером [1]. Если при этом фиксировать топологию сети, со-
единяющей граничные точки, т.е. заранее определить, как вершины сети
соединяются между собой, и минимизировать сумму длин ребер такой
сети, то получаются минимальные параметрические сети.

Под задачей Ферма—Штейнера мы понимаем обобщение Штейне-
ра задачи Ферма, а именно, для фиксированного конечного подмно-
жества A = {a1, . . . , an} метрического пространства (Y, ρ) необходимо
найти все точки y ∈ Y , минимизирующие значение функции SA(y) =
Σn
i=1ρ(y, ai). Множество A фиксированных вершин сети назовем гра-

ницей, а ее элементы — граничными вершинами. Минимальное значе-
ние функции SA(y) назовем длиной минимальной астросети. Точки,
являющиеся решением задачи Ферма—Штейнера, мы будем называть
астровершинами Штейнера, а их множество обозначим через Σ(A).
Определим вектор расстояний d(y,A) =

(
ρ(y, a1), . . . , ρ(y, an)

)
и по-

ложим Ω(A) =
{
d(y,A) : y ∈ Σ(A)

}
. Для каждого d ∈ Ω(A) положим

Σd(A) =
{
y ∈ Σ(A) : d(y,A) = d

}
. Таким образом, множество Σ(A)

разбивается на классы одинаковой взвешенности Σd(A), d ∈ Ω(A).

В данной статье мы рассматриваем в качестве объемлющего про-
странства гиперпространство H(X) непустых, замкнутых и ограничен-
ных подмножеств ограниченно компактного метрического пространства
X, наделенное метрикой Хаусдорфа dH [2], см. также [3]. Геометрия про-
странства H(X) используется в таких важных приложениях как распо-
знавание образов, сравнение двумерных и трехмерных геометричских
объектов, построение непрерывных деформаций одного объекта в дру-
гой.

Ограниченная компактность пространства X гарантирует существо-
вание решений задачи Ферма—Штейнера для границы в H(X). Более
того, в таких X любое непустое замкнутое и ограниченное множество
является компактом, поэтому мы фактически будем говорить о задаче в
пространстве компактов. Астровершину Штейнера для границы в H(X)
в случае ограниченно компактного X будем называть астрокомпактом
Штейнера. Заметим, что астрокомпакты Штейнера могут быть опреде-
лены неоднозначно, то есть что класс одинаковой взвешенности может
состоять более чем из одного элемента.
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В данной статье получены результаты, позволяющие деформировать
граничные компакты в ограниченно компактном пространстве с неувели-
чением длины минимальной астросети, а в некоторых случаях и длины
минимальной параметрической сети.

В конечномерном нормированном пространстве разработана теория,
позволяющая для конечного числа границ с равным числом элементов
построить семейство новых границ с неувеличением длины минимальной
параметрической сети. Элементы новой границы лежат в симплексах, по-
строенных с помощью суммы Минковского на вершинах соответствую-
щих граничных компактов исходных границ, либо равняются объедине-
нию всех точек этих симплексов. В частности, получена верхняя оценка
на длину минимальной параметрической сети с вершинами в выпуклых
оболочках граничных компактов.

Для каждой пары компактов A,K в ограниченно компактном про-
странстве найдены их компактные подмножества RK(A) и RA(K), со-
храняющие расстояния Хаусдорфа и названные редукцией. Для каждо-
го компакта A построено некоторое подмножество FK(A) пространства
относительно компакта K, названное K-облаком, любой компакт из ко-
торого, содержащий при этом RK(A), находится от K на расстоянии не
меньшем, чем A. Сформулированы некоторые ограничения на компак-
ты A и K, при которых расстояние от K до компактных подмножеств,
зажатых между редукцией и K-облаком, в точности равно расстоянию
dH(A,K).

Отметим, что полученные результаты оказываются полезными при
изучении задачи Ферма—Штейнера для границы в ограниченно ком-
пактном пространстве. Предположим, что явным образом найден хотя
бы один астрокомпакт Штейнера K для одной границы. Тогда можно
заменить каждый из граничных компактов любым компактом, который
удовлетворяет описанным выше условиям, и получить целый класс гра-
ниц, длина минимальной астросети для каждой из которых не превосхо-
дит длины минимальной астросети для исходной границы.

Автор благодарит своих научных руководителей профессоров А.А.
Тужилина и Э.Э. Гасанова, а также профессора А.О. Иванова за поста-
новку задачи и постоянное внимание к работе.

2. Основные определения и предварительные ре-
зультаты

В данном разделе приведены необходимые сведения из теории сетей (под-
раздел 2.1) и геометрии пространства компактов с расстоянием по Хау-
сдорфу (подраздел 2.2).
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2.1. Графы и сети. Проблема Штейнера. Теоремы суще-
ствования

Мы будем рассматривать простые графы, подробные сведения по теории
которых можно найти, например, в [4].

В дальнейшем мы будем рассматривать граничные задачи, вводя
ограничения на те или иные совокупности вершин изучаемых графов.
Если некоторое такое семейство вершин выбрано, то его будем называть
границей графа, а сам граф — графом с границей. Мы всегда будем пред-
полагать наличие границы (возможно, пустой). Как правило, границу
графа G мы будем обозначать через ∂G. Вершины из ∂G будем назы-
вать граничными, а все остальные вершины графа G — внутренними.
Бинарным деревом мы будем называть дерево с границей, степени вер-
шин которого равны 1 или 3, а множество граничных вершин состоит из
всех вершин степени 1.

Пусть A — произвольное множество, и G — связный граф. Будем го-
ворить, что граф G (c границей ∂G) соединяет A, если ∂G = A. Опреде-
лим сеть Γ типа G = (V,E) в множестве X как отображение Γ : V → X;
граф G называется параметризующим графом сети или ее топологией.
Ограничения отображения Γ на ребра, вершины (граничные, внутрен-
ние), границу параметризующего графа называются соответственно реб-
рами, вершинами (граничными, внутренними), границей сети Γ. Ребро
Γ : {vi, vj} → X сети Γ называется вырожденным, если Γ(vi) = Γ(vj);
в противном случае ребро называется невырожденным. Сеть, все ребра
которой невырождены, также будем называть невырожденной. Границу
сети Γ будем обозначать через ∂Γ. Если множество A ⊂ X является об-
разом границы ∂Γ сети Γ, то говорят, что сеть Γ соединяет множество
A по отображению ∂Γ и обозначают A ⊂ Γ. Если (X, ρ) — метриче-
ское пространство, и Γ — сеть типа G = (V,E) в X, то длина ребра
Γ : {vi, vj} → X сети Γ определяется как расстояние ρ

(
Γ(vi),Γ(vj)

)
, а

длина сети Γ — как сумма длин всех ее ребер:

ρ(Γ) :=
∑

vivj∈E
ρ
(
Γ(vi),Γ(vj)

)
.

Пусть теперь A — подмножество в множестве X, и граф G соеди-
няет A. Условимся считать, что в этом случае все сети Γ типа
G = (V,E) в X удовлетворяют следующему условию: ограни-
чение Γ на A — тождественное отображение. Тем самым, каждая
такая сеть Γ однозначно задается положением своих внутренних вершин.
Поэтому если v1, . . . , vk — внутренние вершины параметризующего гра-
фа G, то сеть Γ типа G, соединяющая A ⊂ X, однозначно определяется
множеством

(
Γ(v1), . . . ,Γ(vk)

)
.

84



Пусть даны два графа G1 и G2, соединяющие A ⊂ X, и сети Γi типа
Gi, i = 1, 2. Назовем эти сети равными, если существует изоморфизм
ν : V1 → V2 графов Gi, тождественный на A и такой, что Γ1 = Γ2 ◦
ν. Отождествляя Γ1 и Γ2 с помощью этого изоморфизма ν, мы будем
считать, что равные сети — это сети одного и того же типа, скажем, G1.
Если Γi — сети одного и того же типа G = (V,E), и для каждого ребра
e ∈ E его длина в каждой из сетей Γi одна и та же, то такие сети назовем
одинаково взвешенными.

Для фиксированной границы A в метрическом пространстве (X, ρ)
рассмотрим связный граф G = (V,E), соединяющий A. Обозначим че-
рез [G,A] множество всех сетей Γ типа G (в силу сделанного выше согла-
шения, все сети Γ ∈ [G,A] удовлетворяют условию Γ|∂G = id). Сеть из
[G,A], имеющая наименьшую возможную длину среди всех таких сетей,
называется минимальной параметрической сетью типа G, соединяю-
щей A. Минимальная параметрическая сеть существует не всегда. Тем
не менее, точная нижняя грань величин ρ(Γ) по всем сетям из Γ ∈ [G,A]
всегда существует, называется длиной минимальной параметрической
сети и обозначается через mpn[G,A].

Длиной минимального дерева Штейнера на A называется величина

smt(A) = inf
Γ:A⊂Γ

ρ(Γ) = inf
G:∂G=A

mpn[G,A],

где первый имфимум берется по всевозможным сетям, соединяющим A,
а второй — по всем связным графам с границей A. Эти инфимумы могут
не достигаться. Если же первый из них достигается на некоторой сети,
то, как несложно показать, см., например, [5], он достигается также и на
невырожденной сети. Эта невырожденная сеть является деревом, имею-
щим не более n − 2 внутренних вершин, и называется минимальным
деревом Штейнера на A. Внутренние вершины минимального дерева
Штейнера называются точками Штейнерами. Изучение минимальных
деревьев Штейнера называется проблемой Штейнера.

Рассмотрим дерево G с n граничными вершинами степени 1 и един-
ственной неграничной вершиной, которая смежна с каждой из гранич-
ных. Если такое дерево G соединяет границу A = {a1, . . . , an}, то па-
раметрические сети Γ из [G,A] назовем сетями типа звезда. Назовем
неграничную вершину сети типа звезда, соединяющей A, астроверши-
ной для границы A. Если некоторая сеть типа звезда имеет наименьшую
длину среди сетей этого типа, то эту величину назовем длиной мини-
мальной астросети и обозначим через SA, а астровершину — аcтровер-
шиной Штейнера. Изучение минимальных астросетей называется про-
блемой Ферма—Штейнера. Множество всех астровершин Штейнера мы
обозначим через Σ(A). Длину параметрической сети типа звезда, соеди-
няющей границу A с компактом K, будем обозначать через SA(K).
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Следующий результат доказывается точно так же, как теоремы су-
ществования минимальных сетей для полных римановых многообразий,
см. [5].

Теорема 1. Пусть X — ограниченно компактное метрическое про-
странство. Тогда для любого его конечного подмножества A в про-
странстве X существует минимальное дерево Штейнера, соединяю-
щее A, и для любого связного графа G с границей A существует соеди-
няющая A минимальная параметрическая сеть типа G в X.

Лемма 1. Если метрическое пространство X ограниченно компакт-
но, то пространство H(X) его компактных подмножеств с метрикой
Хаусдорфа также ограниченно компактно.

В дальнейшем нам будет нужна следующая теорема существования
минимальных сетей в пространстве компактов с метрикой Хаусдорфа.
Необходимые определения приведены в разделе 2.2.

Следствие 1. Пусть X — ограниченно компактное метрическое про-
странство, и H(X) — пространство его компактных подмножеств с
метрикой Хаусдорфа. Тогда для любого конечного семейства компактов
A ⊂ H(X) в пространстве H(X) существует минимальное дерево
Штейнера, соединяющее A, и для любого связного графа G с границей A
существует соединяющая A минимальная параметрическая сеть типа
G в H(X).

Следующий результат следует из следствия 1 и леммы 1.

Следствие 2. Пусть X — ограниченно компактное метрическое про-
странство, и A — непустое конечное подмножество H(X). Тогда Σ(A)
непусто.

2.2. Определение и некоторые свойства метрики Хаусдор-
фа

Напомним, что замкнутой окрестностью радиуса r множества A ⊂ X в
метрическом пространстве (X, ρ) называется множество BX

r (A) :=
{
x ∈

X : ρ(x,A) ≤ r
}
, где ρ(x,A) = infa∈A ρ(x, a). Отметим, что если A состо-

ит из одной точки, то BX
r (A) — это замкнутый шар в X с центром в этой

точке и радиуса r. Ниже, там где это не вызовет недоразумений, мы бу-
дем опускать в обозначениях явную ссылку на пространство, записывая
просто Br(A) вместо BX

r (A).
Расстоянием Хаусдорфа между подмножествами A и B метрического

пространства (X, ρ) называется величина

dH(A,B) := inf
{
r : Br(A) ⊃ B,Br(B) ⊃ A

}
.
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Эквивалентное определение:

dH(A,B) = max
{

sup
a∈A

inf
b∈B

ρ(a, b), sup
b∈B

inf
a∈A

ρ(a, b)
}
.

Хорошо известно, что расстояние Хаусдорфа является метрикой на про-
странстве H(X), см. [3].

Для любых точек a, b из X будем обозначать ρ(a, b) просто через |ab|.
Следующие леммы, которые нам потребуются, доказаны в [6].

Лемма 2. Пусть A и B — компакты в метрическом пространстве X.
Тогда для любой точки a ∈ A существует точка b ∈ B такая, что
|ab| ≤ dH(A,B).

Лемма 3. Пусть A — компакт в ограниченно компактном простран-
стве X. Тогда для любого d > 0 множество Bd(A) также является
компактом.

3. Верхняя оценка длины минимальной астросети
для границ из симплекса Минковского

Напомним, что суммой Минковского множеств A и B в линейном про-
странстве X называется множество A ⊕ B := {a + b : a ∈ A, b ∈ B}.
Определим симплекс ∆p =

{
(λ1, . . . , λp) ∈ Rp : λi ≥ 0,

∑p
i=1 λi = 1

}
. Для

упорядоченного набора компактов Â = (A1, . . . , Ap) и вектора λ ∈ ∆p

определим множества λÂ :=
⊕p

i=1 λiA
i и span(Â) :=

⋃
λ∈∆p λÂ.

Лемма 4. Пусть Â = (A1, . . . , Ap) — вектор компактов в линейном
нормированном пространстве X конечной размерности. Тогда множе-
ства λÂ и span(Â) являются компактами.

Доказательство. Рассмотрим отображение

ϕ : Rp ×X × · · · ×X︸ ︷︷ ︸
p множителей

→ X,

определенное как ϕ
(

(λ1, . . . , λp), a
1, . . . , ap

)
=
∑p

i=1 λia
i. Это отображе-

ние линейное, поэтому является непрерывным. Поскольку множества
{λ}×A1×· · ·×Ap и ∆p×A1×· · ·×Ap являются компактами, то их образы
при непрерывном отображении ϕ, равные λÂ и span(Â) соответственно,
также являются компактами. Лемма доказана.
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Теорема 2. Пусть Â = (A1, . . . , Ap) и B̂ = (B1, . . . , Bp) — векторы ком-
пактов линейном нормированном пространстве X конечной размерно-
сти такие, что dH(Ai, Bi) = di, i = 1, . . . , p. Тогда для любого вектора
λ ∈ ∆p справедливы неравенства dH(λÂ, λB̂) ≤∑p

i=1 λidi ≤ max{di : i =

1, . . . , p} и dH
(

span
(
Â
)
, span

(
B̂
))
≤ max{di : i = 1, . . . , p}.

Доказательство. По лемме 2, для любой точки ai ∈ Ai существует точка
bi ∈ Bi такая, что ||ai − bi|| ≤ di. Обозначим max{di : i = 1, . . . , p} через
d, а

∑p
i=1 λidi — через dλ. Поскольку

∣∣∣∣
∣∣∣∣
( p∑

i=1

λia
i
)
−
( p∑

i=1

λib
i
)∣∣∣∣
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∣∣∣∣
p∑

i=1

λi(a
i−bi)

∣∣∣∣
∣∣∣∣ ≤

p∑

i=1

λi||ai−bi|| ≤
p∑

i=1

λidi ≤ d,

то для каждой точки
(∑p

i=1 λia
i
)
∈ λÂ нашлась точка

(∑p
i=1 λib

i
)
∈ λB̂

на расстоянии не более dλ, то есть λÂ ⊂ Bdλ
(
λB̂
)
. Получив аналогично

включение λB̂ ⊂ Bdλ
(
λÂ
)
, получаем, что dH

(
λÂ, λB̂

)
≤ dλ.

Если точка
(∑p

i=1 λia
i
)
принадлежит span

(
Â
)
, то она принадлежит

некоторому λÂ, и, по доказанному выше, существует точка
(∑p

i=1 λib
i
)

из λB̂ на расстоянии не более d, но эта точка лежит также и в
span

(
B̂
)
. Значит, span

(
Â
)
⊂ Bd

(
span

(
B̂
))

и, аналогично, span
(
B̂
)
⊂

Bd

(
span

(
Â
))

, откуда dH
(

span
(
Â
)
, span

(
B̂
))
≤ d.

Лемма доказана.

Следствие 3. Отображения

λ·, span : H(X)× · · · ×H(X)︸ ︷︷ ︸
p множителей

→ H(X)

являются 1-липшицевыми по отношению к метрике max{dH , . . . , dH}
в H(X)× · · · ×H(X).

Рассмотрим матрицу компактов A =
(
Aji
)
, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , p,

где каждая строкаAj = (Aj1, . . . , A
j
n) является упорядоченной границей в(

H(X), dH
)
. Через Âi обозначим столбец (A1

i , . . . , A
p
i )
T . Через λA будем

обозначать упорядоченную границу
(
λÂ1, . . . , λÂn

)
, а через span(A) —

упорядоченную границу
(

span(Â1), . . . , span(Ân)
)
. Множество {λA : λ ∈

∆p} будем называть симплексом Минковского для границ A1, . . . ,Ap.
Пусть G = (V,E) — дерево с границей ∂G = {v1, . . . , vn} и пусть ϕj :

∂G→ H(X), ϕj : vi 7→ Aji . Пусть Γj — сеть типа G c границей ∂Γj = ϕj в
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(
H(X), dH

)
. Положим Γ := (Γ1, . . . ,Γp) и ϕ := (ϕ1, . . . , ϕp). Для любого

λ ∈ ∆p рассмотрим сеть λΓ с границей λϕ, которая переводит каждую
вершину v графа G в

∑p
j=1 λjΓ

j(v). Таким образом, ∂(λΓ) =
∑p

j=1 λjϕ
j .

Также определим сеть span(Γ) с границей span(ϕ), которая переводит v
в span

(
Γ1(v), . . . ,Γp(v)

)
. Из теоремы 2 вытекает следующий результат.

Теорема 3. Во введенных выше обозначениях, в линейном нормирован-
ном пространстве X конечной размерности справедливы неравенства

dH(λΓ) ≤
p∑

j=1

λjdH(Γj), dH

(
span(Γ)

)
≤ max

j∈{1,...,p}
dH(Γj).

В частности, получаем результат для минимальных параметрических
сетей, в том числе для астросети.

Следствие 4. Во введенных выше обозначениях, в линейном нормиро-
ванном пространстве X конечной размерности справедливы неравен-
ства

mpn[G,λϕ] ≤
p∑

j=1

λj mpn[G,ϕj ], mpn[G, span(ϕ)] ≤ max
j∈{1,...,p}

mpn[G,ϕj ].

Следствие 5. Пусть A =
(
Aji
)
— матрица компактов в линейном

нормированном пространстве X конечной размерности, i = 1, . . . , n,
j = 1, . . . , p. Тогда для любого вектора λ ∈ ∆p справедливы неравенства

SλA ≤
p∑

j=1

λiSAj , Sspan(A) ≤ max
j∈{1,...,p}

SAj .

Следствие 6. Существуют границы такие, что в следствии 5 выпол-
няются строгие неравенства. Пусть P = a1a2a3a4 — квадрат с диаго-
налью 1 в R2, точки kij — середины сторон квадрата [ai, aj ], квадрат
k12k23k34k41 обозначим через Q (см. рис. 1). Пусть A1

1 = A2
2 = [a1, a3],

A1
2 = A2

1 = [a2, a4]. Тогда для границ A1 = {A1
1, A

1
2} и A2 = {A2

1, A
2
2}

имеем SA1 = SA2 = 1
2 .

Для любого λ ∈ ∆2 компакт λÂ1 = λ1A
1
1 ⊕ λ2A

2
1 является прямо-

угольником со сторонами, параллельными диагоналям квадрата P , и
вершинами, лежащими на сторонах квадрата P так, что они делят
стороны в отношении λ1 : λ2, считая от концов диагонали [a1, a3] (см.
рис. 2). Тогда

(
1
2 ,

1
2

)
Â1 = 1

2(A1
1 ⊕ A2

1) = Q, а span(Â1) = P . Аналогично,(
1
2 ,

1
2

)
Â2 = Q и span(Â2) = P , откуда S( 1

2
, 1
2

)
A = 0 и Sspan(A) = 0.
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Рис. 1. К следствию 6.
Рис. 2. Компакт λÂ1 =
λ1A

1
1 ⊕ λ2A

2
1.

Напомним, что выпуклой оболочкой множества A в линейном про-
странстве X называется наименьшее по включению выпуклое множе-
ство в X, содержащее A. Будем обозначать её через conv(A). В случае
X конечной размерности m, согласно теореме Каратеодори (см., напри-
мер, [7]),

conv(A) =
⋃

a1,...,am+1∈A

⋃

(λ1,...,λm+1)∈∆m+1

m+1∑

i=1

λiai,

поэтому conv(A) = span(Â), где Â = (A, . . . , A) (из m + 1 компоненты).
Из леммы 4 получаем, что если A является компактом, то conv(A) тоже
компакт. Если в теореме 2 положить все Aj = A и Bj = B, а p = m+ 1,
то получим следствие.

Следствие 7. Пусть A,B — компакты в линейном нормированном
пространстве X конечной размерности. Тогда

dH

(
conv(A), conv(B)

)
≤ dH(A,B).

Следствие 8. Существуют компакты такие, что в следствии 7 вы-
полняется строгое неравенство. Пусть a1a2a3a4 — квадрат с диаго-
налью 1 в R2, и A = {a1, a3}, B = {a2, a4}. Тогда conv(A) = [a1, a3],
conv(B) = [a2, a4]. Значит, dH(A,B) =

√
2

2 , но dH
(

conv(A), conv(B)
)

=
1
2 .

Пусть G = (V,E) — дерево в
(
H(X), dH

)
. Через conv(G) =(

conv(V ), Ē
)
обозначим дерево, вершины которого — выпуклые оболоч-
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ки вершин из V , причем вершины из conv(V ) смежны тогда и только
тогда, когда смежны соответствующие вершины из V . В случае конеч-
номерного линейного нормированного пространства X применим след-
ствие 7 к каждой паре смежных вершин из V и получим следующую
теорему.

Теорема 4. Пусть X — линейное нормированное пространство конеч-
ной размерности. Тогда для любого дерева G в

(
H(X), dH

)
выполняется

неравество dH
(

conv(G)
)
≤ dH(G).

Рассмотрим границу A = {A1, . . . , An}. Через conv(A) обозначим гра-
ницу, состояющую из компактов conv(Ai), i = 1, . . . , n. Получаем след-
ствие из теоремы 4.

Следствие 9. Пусть X — линейное нормированное пространство ко-
нечной размерности, A — граница в H(X), и G — соединяющее ее дерево,
тогда

mpn[G, conv(A)] ≤ mpn[G,A].

Поскольку кратчайшее дерево можно получить перебором минималь-
ных параметрических сетей, то из следствия 9 получаем следующий
факт.

Следствие 10. Пусть X — линейное нормированное пространство ко-
нечной размерности, и A — граница в H(X), тогда smt

(
conv(A)

)
≤

smt(A).

Частным случаем следствия 9 является утверждение для минималь-
ной астросети.

Следствие 11. Пусть X — m-мерное нормированное пространство, и
A — граница в H(X), тогда Sconv(A) ≤ SA.

Следствие 12. Существует граница A такая, что в следствии 11 вы-
полняется строгое неравенство. Пусть A = {A,B}, где A и B постро-
ены в следствии 8. Тогда SA =

√
2

2 , но Sconv(A) = 1
2 .

Таким образом, если дана граница A = {A1, . . . , An}, для границы
B = {conv(A1), . . . , conv(An)} известен астрокомпакт Штейнера KB, и
выполняется SA(KB) = SB, то KB является астрокомпактом Штейнера и
для границы A. Пример такой границы B будет построен в последующих
публикациях.
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4. Редукция компактов. Деформация граничных
компактов с неувеличением длины минималь-
ной астросети

Пусть A,K — компакты в ограниченно компактном пространстве X. На-
помним, что мы обозначаем ρ(a, k) через |ak|, а infk∈K |ak| — через |aK|.
Введем также следующие обозначения: dAK := min

{
d : A ⊂ Bd(K)

}
=

supa∈A |aK|, dKA := min
{
d : K ⊂ Bd(A)

}
= supk∈K |kA|. По определе-

нию, что dH(A,K) = max{dAK , dKA}.
Определим следующие подмножества компактов A и K:

toK(A) := A \ UdAK (K), fromA(K) := K ∩BdAK
(

toK(A)
)
,

toA(K) := K \ UdKA(A), fromK(A) := A ∩BdKA
(

toA(K)
)
.

Введенные множества для произвольных компактов A и K изобра-
жены на рис. 3.

Рис. 3. Компакты A, K (за-
крашены серым) и множества
fromK(A), toK(A), fromA(K),
toA(K).

Рис. 4. Редукции RK(A) и
RA(K) (обведены овалами).

Лемма 5. Множества toK(A) и fromK(A) не обязаны содержаться в
границе ∂A. Примеры компактов A и K, для которых не выполняются
эти включения, изображены на рис. 5 и 6.

Лемма 6. Множества toK(A) и fromA(K) непусты для любых компак-
тов A и K и являются компактами.
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Рис. 5. Компакты A (прямоуголь-
ник) и K = K1 ∪ K2, для которых
toK(A) = [a1, a2] не лежит в ∂A, а
fromA(K) равен [k11, k12] ∪ [k21, k22].

Рис. 6. Компакты A (прямо-
угольник) и K = [k1, k2], для
которых toA(K) = {k1, k2},
а fromK(A) (закрашен темно-
серым) не содержится в ∂A.

Доказательство. Поскольку A — компакт, то существует точка a1 ∈ A
такая, что |a1K| = dAK . Но тогда a1 /∈ UdAK (K), значит, a1 ∈ toK(A).

Поскольку K — компакт, то |a1K| достигается в некоторой точке k1 ∈
K, и |a1k1| = dAK . Из этого и того факта, что a1 ∈ toK(A), следует, что
k1 ∈ BdAK

(
toK(A)

)
. Значит, k1 ∈ fromA(K).

Поскольку A — компакт, то его пересечение с X \ UdAK (K) так-
же является компактом, а это пересечение и есть toK(A). По лемме 3,
BdAK

(
toK(A)

)
— компакт, значит, fromA(K) также является компактом.

Лемма доказана.

Лемма 7. Компакты toK(A) и fromA(K) связаны следующими соотно-
шениями:

1) Справедливо равенство toK(A) =
{
a ∈ A : |aK| = dAK

}
=
{
a ∈ A :

|a fromA(K)| = dAK
}
;

2) Справедливо равенство fromA(K) =
{
k ∈ K : |k toK(A)| = dAK

}
;

3) Для любой пары точек (a, k) ∈ toK(A) × K или (a, k) ∈ A ×
fromA(K) выполняется |ak| ≥ dAK ;
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4) Для любой точки a ∈ toK(A) существует такая точка k ∈
fromA(K), и для любой точки k ∈ fromA(K) существует такая
точка a ∈ toK(A), что |ak| = dAK ;

5) Верны равенства dAK = dtoK(A)K = dtoK(A) fromA(K) =

dfromA(K) toK(A) = dH

(
toK(A), fromA(K)

)
= inf

{
|ak| : a ∈

toK(A), k ∈ fromA(K)
}
, и инфимум достигается.

Доказательство. 1. Докажем первое равенство. Из определения следу-
ет, что toK(A) ⊂ BdAK (K), тогда для любой точки a ∈ toK(A) справед-
ливо |aK| ≤ dAK . Поскольку toK(A) ⊂

(
X \ UdAK (K)

)
, то для любой

точки a ∈ toK(A) справедливо |aK| ≥ dAK . Значит, для любой точки
a ∈ toK(A) справедливо |aK| = dAK . Следовательно, toK(A) ⊂

{
a ∈ A :

|aK| = dAK
}
. Обратно, если для a ∈ A выполняется |aK| = dAK , то

a /∈ UdAK (K), откуда toK(A) ⊃
{
a ∈ A : |aK| = dAK

}
.

Докажем второе равенство. Если для a ∈ A выполняется |aK| =
dAK , то существует k ∈ K такая, что |ak| = dAK . По определению,
k ∈ fromA(K), поэтому |a fromA(K)| ≤ dAK . Но из fromA(K) ⊂ K следует
|a fromA(K)| ≥ |aK| = dAK . Значит, |a fromA(K)| = dAK и, следователь-
но,

{
a ∈ A : |aK| = dAK

}
⊂
{
a ∈ A : |a fromA(K)| = dAK

}
. Обратно,

если для a ∈ A выполняется |a fromA(K)| = dAK , то |aK| ≤ dAK . Однако∣∣∣a
(
K \ fromA(K)

)∣∣∣ ≥ dAK , поэтому |aK| ≥ dAK . Значит, |aK| = dAK и,

следовательно,
{
a ∈ A : |aK| = dAK

}
⊃
{
a ∈ A : |a fromA(K)| = dAK

}
.

2. Рассмотрим произвольную точку k ∈ fromA(K). C одной стороны,
k ∈ K, поэтому из определения toK(A) следует, что |k toK(A)| ≥ dAK . C
другой стороны, k ∈ BdAK

(
toK(A)

)
, поэтому |k toK(A)| ≤ dAK . Значит,

для любой точки k ∈ fromA(K) справедливо |k toK(A)| = dAK . Следо-
вательно, fromA(K) ⊂

{
k ∈ K : |k toK(A)| = dAK

}
. Обратно, если для

k ∈ K выполняется |k toK(A)| = dAK , то a ∈ BdAK

(
toK(A)

)
, откуда

{
k ∈ K : |k toK(A)| = dAK

}
⊂ fromA(K).

3. Следует из пунктов 1 и 2.
4. По пункту 1, для любой a ∈ toK(A) выполняется |aK| = dAK . По-

скольку K — компакт, для каждой a ∈ toK(A) существует k ∈ K такая,
что |ak| = dAK . Следовательно, k ∈ BdAK

(
toK(A)

)
. Тогда, по определе-

нию, k ∈ fromA(K). Второе утверждение пункта следует из пункта 2.
5. Равенство dAK = dtoK(A)K следует из пункта 1.
По пункту 3, dtoK(A) fromA(K) ≥ dAK , а по пункту 4, dtoK(A) fromA(K) ≤

dAK , поэтому dAK = dtoK(A) fromA(K). Аналогично, dAK = dfromA(K) toK(A).

Из последних двух равенств следует dAK = dH

(
toK(A), fromA(K)

)
.
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Равенство dAK = inf
{
|ak| : a ∈ toK(A), k ∈ fromA(K)

}
и достижение

инфимума следует из пунктов 3 и 4.
Лемма доказана.

Лемма 8. Компакты toK(A) и fromK(A) удовлетворяют следующим
соотношениям:

1) Справедливо равенство A = toK(A) t
(
A ∩ UdAK (K)

)
;

2) Справедливо включение
(
A \ toK(A)

)
⊂ UdAK (K);

3) Множество toK(A)∩Bd(K ′) пусто для d < dAK и компакта K ′ ⊂
K;

4) Справедливо равенство A = fromK(A) t
(
A \BdKA

(
toA(K)

))
;

5) Справедливо включение
(
A \ fromK(A)

)
⊂
(
X \BdKA

(
toA(K)

))
;

6) Множество fromK(A) ∩
(
X \Bd

(
toA(K)

))
пусто для d > dKA.

Доказательство. 1. Верна цепочка равенств:

A = A ∩
((

X \ UdAK (K)
)
t UdAK (K)

)
=

=

(
A ∩

(
X \ UdAK (K)

))
t
(
A ∩ UdAK (K)

)
= toK(A) t

(
A ∩ UdAK (K)

)
.

2. Из пункта 1 получаем A \ toK(A) =
(
A ∩ UdAK (K)

)
, поэтому

(
A \

toK(A)
)
⊂ UdAK (K).

3. Следует из того, что toK(A) = A∩
(
X \UdAK (K)

)
и
(
X \UdAK (K)

)

не пересекается с Bd(K ′) для любых d < dAK и компакта K ′ ⊂ K.
4. Верна цепочка равенств:

A = A ∩
((

BdKA

(
toA(K)

)
t
(
X \BdKA

(
toA(K)

)))
=

=

(
A ∩BdKA

(
toA(K)

))
t
(
A ∩

(
X \BdKA

(
toA(K)

)))
=
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= fromK(A) t
(
A \BdKA

(
toA(K)

))
.

5. Из пункта 4 получаем A \ fromK(A) = A \BdKA
(

toA(K)
)
, поэтому

(
A \ fromK(A)

)
⊂
(
X \BdKA

(
toA(K)

))
.

6. По определению, fromK(A) ⊂ BdKA
(

toA(K)
)
, но BdKA

(
toA(K)

)
не

пересекается с X \Bd
(

toA(K)
)
для любого d > dKA.

Лемма доказана.

Компакт fromK(A)∪toK(A) обозначим через RK(A) и будем называть
редукцией компакта A относительно компакта K (см. рис. 4). Если ре-
дукции RK1(A1) и RK2(A2) совпадают как множества, то будем называть
их совпадающими и обозначать это через RK1(A1) = RK2(A2), а если к
тому же fromK1(A1) = fromK2(A2) и toK1(A1) = toK2(A2), то будем гово-
рить о равенстве редукций и обозначать его через RK1(A1) ' RK2(A2).

Лемма 9. Верны равенства: dH
(
RK(A), RA(K)

)
= dRK(A)RA(K) =

dRA(K)RK(A) = dH(A,K).

Доказательство. Докажем сначала, что dRK(A)RA(K) = dH(A,K). По
пункту 3 леммы 7, для любой пары точек (a, k) ∈ toK(A) × K вы-
полняется |ak| ≥ dAK , а для любой пары точек (a, k) ∈ fromK(A) ×
K выполняется |ak| ≥ dKA. Поэтому для любой a ∈ toK(A) вер-
но |aRA(K)| ≥ dAK , а для любой a ∈ fromK(A) верно |aRA(K)| ≥
dKA, следовательно, dRK(A)RA(K) = supa∈RK(A) |aRA(K)| ≥ dH(A,K).

Из пункта 4 леммы 7 следует, что toK(A) ⊂ BdAK

(
fromA(K)

)
и

fromK(A) ⊂ BdKA

(
toK(A)

)
, поэтому dRK(A)RA(K) ≤ dH(A,K). Следо-

вательно, dRK(A)RA(K) = dH(A,K).
Показывая аналогично, что dRA(K)RK(A) = dH(A,K), получаем ра-

венство dH
(
RK(A), RA(K)

)
= dH(A,K). Лемма доказана.

Однако если мы заменим на редукцию только один из двух компактов
(например, A), то расстояние, как будет показано далее в следствии 13,
может увеличиться.

Введем множество (см. рис. 7)

FK(A) := RK(A) ∪
(
UdAK (K) \BdKA

(
toA(K)

))
,

которое будем называть K-облаком компакта A.
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Рис. 7. Компакты A иK (закрашены темно-
серым) и множество FK(A) (закрашено
светло-серым).

Лемма 10. Множество FK(A) обладает следующими свойствами:

1) Редукция RK(A) не пересекается с
(
UdAK (K) \BdKA

(
toA(K)

))
;

2) Верно включение A ⊂ FK(A);

3) Для любого множества B такого, что RK(A) ⊂ B ⊂ FK(A),
верны равенства toK(A) = B \ UdAK (K), fromK(A) = B ∩
BdKA

(
toA(K)

)
и B = toK(A) t

(
B ∩ UdAK (K)

)
= fromK(A) t

(
B \

BdKA

(
toA(K)

))
.

Доказательство. 1. Следует из пунктов 1 и 4 леммы 8.
2. Пересекая левые и правые части включений из пунктов 2 и 5 лем-

мы 8, получаем
(
A \RK(A)

)
⊂
(
UdAK (K) \BdKA

(
toA(K)

))
,

откуда следует доказываемое включение.
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3. Поскольку toK(A) не пересекается с UdKA(K), то из определения B
следует toK(A) ⊂ B ⊂

(
toK(A)tUdAK (K)

)
. Вычитая из всех частей мно-

жество UdKA(K), получаем toK(A) ⊂
(
B \ UdKA(K)

)
⊂ toK(A), откуда

toK(A) = B \ UdKA(K).
Аналогично, поскольку fromK(A) лежит в BdKA

(
toA(K)

)
и не пере-

секается с X \BdKA
(

toA(K)
)
, то из определения B следует

fromK(A) ⊂ B ⊂
(

fromK(A) t
(
X \BdKA

(
toA(K)

)))
.

Пересекая все части с BdKA
(

toA(K)
)
, получаем

fromK(A) ⊂
(
B ∩BdKA

(
toA(K)

))
⊂ fromK(A),

откуда fromK(A) = B ∩BdKA
(

toA(K)
)
.

Остальные два равенства следуют из доказанных.
Лемма доказана.

Из пункта 1 леммы 10 следует, что если вторая компонента в объеди-
нении непустая, то FK(A) не является компактом.

ПустьK — некоторый компакт. Будем говорить, что компакт B явля-
ется K-деформацией компакта A, если RK(A) ⊂ B ⊂ FK(A). Из пункта 2
леммы 10 следует, что A является своей K-деформацией.

Лемма 11. Пусть компакт B является K-деформацией компакта A.
Тогда:

1) dBK = dAK ;

2) dKB ≥ dKA, причем равенство достигается тогда и только тогда,
когда K ⊂ BdKA(B);

3) dH(K,B) ≥ dH(K,A);

4) toK(B) = toK(A);

5) fromB(K) = fromA(K);

6) Если dKB = dKA, то toB(K) ⊃ toA(K);

7) Если dKB = dKA, то fromK(B) ⊃ fromK(A);
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8) Если toB(K) = toA(K), то dKB = dKA.

Доказательство. 1. По определению FK(A), верно B ⊂ BdAK (K), по-
этому dBK ≤ dAK . Для любого d < dAK выполняется toK(A) 6⊂ Bd(K).
Значит, dBK = dAK .

2. По пункту 5 леммы 7,

dKA = inf

{
d : toA(K) ⊂ Bd

(
fromK(A)

)}
.

Поскольку B = fromK(A) t
(
B \BdKA

(
toA(K)

))
и

inf
k∈toA(K)

∣∣∣∣∣k
(
B \BdKA

(
toA(K)

))∣∣∣∣∣ ≥ dKA,

то dKA = inf
{
d : toA(K) ⊂ Bd(B)

}
. Значит,

dKB = min{d : K ⊂ Bd(B)} ≥ min
{
d : toA(K) ⊂ Bd(B)

}
=

= min

{
d : toA(K) ⊂ Bd

(
fromK(A)

)}
= dKA.

При этом равенство выполняется тогда и только тогда, когда K ⊂
BdKA(B).

3. Следует из пунктов 1 и 2, поскольку dH(K,B) = max{dBK , dKB} ≥
max{dAK , dKA} = dH(K,A).

4. По определению, toK(B) = B \ UdBK (K). Из пункта 1 следу-
ет toK(B) = B \ UdAK (K). Поскольку из пункта 3 леммы 10 следует
B = toK(A) t

(
B ∩ UdAK (K)

)
, то toK(B) = toK(A).

5. Следует из определения и пунктов 1 и 4.
6. По пункту 1 леммы 7, toA(K) =

{
k ∈ K : |k fromK(A)| = dKA

}
.

Пусть k ∈ toA(K). Поскольку fromK(A) ⊂ B, то |kB| ≤ dKA. Однако(
B \ fromK(A)

)
⊂
(
X \ BdKA

(
toA(K)

))
, поэтому

∣∣∣∣k
(
B \ fromK(A)

)∣∣∣∣ ≥
dKA. Значит, |kB| ≥ dKA и, окончательно, |kB| = dKA. По пункту 1
леммы 7, с учетом dKB = dKA, имеем toB(K) =

{
k ∈ K : |kB| = dKA

}
.

Следовательно, toA(K) ⊂ toB(K).
7. Следует из пункта 6 и определения fromK(B).
8. По пункту 2, dKB ≥ dKA. Предположим, что dKB > dKA. Из опре-

деления следует, что fromK(A) ⊂ BdKA

(
toA(K)

)
⊂ UdKB

(
toA(K)

)
. Зна-

чит, для любой a ∈ fromK(A) выполняется |a toA(K)| < dKB. Однако, по
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пункту 3 леммы 7, для любой пары точек (k, a) ∈ toB(K)×B выполня-
ется |ka| ≥ dKB. Поскольку toA(K)× fromK(A) ⊂ toB(K)×B, получили
противоречие. Значит, dKB = dKA.

Лемма доказана.

Рис. 8. К следствиям 13 и 15.
Компакты A = [a1, a2] и
K = {k1, k2, k3, k4}. Множе-
ство FK(A) закрашено серым.

Рис. 9. К следствию 14. Компак-
ты A и K (закрашены серым),
компакт B (закрашен полоска-
ми).

Следствие 13. В пункте 2 леммы 11 компакты K,A,B могут быть
такими, что dKB > dKA, и тогда в пункте 3 имеем строгое нера-
венство: dH(K,B) > dH(K,A). Пример таких A = [a1, a2] и K =
{k1, k2, k3, k4} изображен на рис. 8. Здесь |k1a1| = |k2a2| = |k3a1| =
|k3a2| = dKA = dAK , k4 лежит в четырехугольнике a1a2k2k1 и
|k4a1| > dAK , |k4a2| > dAK , |k4A| < dAK . Тогда toK(A) = {a1, a2},
fromK(A) = {a1, a2}, toA(K) = {k1, k2}, fromA(K) = {k1, k2, k3}, откуда
RK(A) = {a1, a2}, RA(K) = {k1, k2, k3}. Следовательно, BdAK

(
RK(A)

)

не содержит k4, откуда имеем dKRK(A) > dKA. Положим B = RK(A).
Кроме того, из отсутствия равенства между dKB и dKA пере-

стает работать пункт 6, поскольку toB(K) = {k4} не пересекается
с toA(K) = {k1, k2}.
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Следствие 14. В пунктах 6 и 7 леммы 11 компакты K,A,B могут
быть такими, что toB(K) 6= toA(K) и fromK(B) 6= fromK(A). Пример
таких K,A,B изображен на рис. 9. Здесь компактом A является объ-
единение прямоугольника a1a3a4a6 и четверти круга с центром в a6

и радиуса |a4a6|, точка a5 лежит в пересечении окружности и пря-
мой a1a6 так, что a6 ∈ [a1, a5]. На отрезке [a4, a6] возмем точку a7.
Очевидно, что полукруг с центром в a7 радиуса |a7a4|, построенный на-
ружу относительно прямоугольника a1a3a4a6, целиком содержится в
A. Компакт K — выпуклая фигура k1k2k4k3, граница которой состоит
из трех отрезков [k1, k2], [k1, k3], [k3, k4] и дуги окружности с центром
a7 радиуса |a7k4| с концами k2 и k4, причем k1k2 параллельно k3k4 и
a1a5, a3 ∈ [a1, k3], k1 ∈ [a3, k3], a4 ∈ [a6, k4]. Тогда toA(K) = [k3, k4] и
fromK(A) = [a3, a4]. Построим точку a8 на пересечении окружности с
центром a7 радиуса |a4a7| с отрезком [a6, a7] и точку a9 на пересече-
нии этой же окружности с отрезком [a7, k2]. Определим компакт B
как объединение прямоугольника a1a3a4a6, треугольника 4a5a6a8 и по-
лукруга с центром в a7 и радиуса |a7a4|. Поскольку RK(A) ⊂ B ⊂ A, то

RK(A) ⊂ B ⊂ FK(A). При этом toA(K) = [k3, k4]∪
^
k2k4 и fromK(A) =

[a3, a4]∪ ^
a4a9.

Будем говорить, что компакты A и B редуктивно эквивалентны от-
носительно компакта K, если RK(A) ' RK(B) и RA(K) ' RB(K).

Лемма 12. Если компакты A и B редуктивно эквивалентны от-
носительно K, то B является K-деформацией A и A является K-
деформацией B.

Доказательство. Из пункта 5 леммы 7 и равенства toK(A) = toK(B)
получаем

dBK = min{d : toK(B) ⊂ Bd(K)} = min{d : toK(A) ⊂ Bd(K)} = dAK .

Аналогично, dKA = dKB.
По пункту 2 леммы 8,

(
B \ toK(B)

)
⊂ UdBK (K), поэтому, c учетом

равенств toK(A) = toK(B) и dBK = dAK , получаем (1)
(
B \ toK(A)

)
⊂

UdAK (K).

По пункту 5 леммы 8,
(
B \ fromK(B)

)
⊂
(
X \ BdKB

(
toB(K)

))
, по-

этому, c учетом равенств fromK(A) = fromK(B), (3) toA(K) = toB(K) и

dKA = dKB, получаем (2)
(
B \ fromK(A)

)
⊂
(
X \BdKA

(
toA(K)

))
.
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Пересечение левых и правых частей (1) и (2) дает
(
B \ RK(A)

)
⊂

(
UdAK (K) \ BdKA

(
toA(K)

))
и, следовательно, B ⊂ FK(A). Кроме того,

RK(A) = RK(B) ⊂ B. Таким образом, B является K-деформацией A.
Аналогично получаем, что A является K-деформацией B. Лемма до-

казана.

Лемма 13. Если компакты A и B редуктивно эквивалентны относи-
тельно компакта K, то dH(K,B) = dH(K,A).

Доказательство. Из леммы 12 следует, что B является K-деформацией
A и что A является K-деформацией B. Тогда из леммы 11 следует,
что dH(K,B) ≥ dH(K,A) и dH(K,A) ≥ dH(K,B), значит, dH(K,B) =
dH(K,A). Лемма доказана.

Следствие 15. Из того, что B является K ′-деформацией A, не сле-
дует редуктивной эквивалентности A и B относительно компакта
K. Рассмотрим компакты A = [a1, a2] и K ′ = {k1, k2, k3}, изображен-
ные на рис. 8, и определим B = {a1, a2}. Тогда toB(K ′) = {k1, k2, k3},
toA(K ′) = {k1, k2}, поэтому RB(K ′) 6' RA(K ′).

Будем говорить, что компакты A и B K-связаны, если toB(K) =
toA(K).

Лемма 14. Если компакт B является K-деформацией компакта A, и
A и B K-связаны, то A и B редуктивно эквивалентны относительно
K.

Доказательство. Согласно пунктам 4 и 5 леммы 11, toK(B) = toK(A)
и fromB(K) = fromA(K). Также по условию toB(K) = toA(K),
что, по пункту 8 леммы 11, влечет dKB = dKA. По пункту 3 лем-
мы 10, fromK(A) = B ∩ BdKA

(
toA(K)

)
. По определению с учетом по-

лученных ранее равенств имеем fromK(B) = B ∩ BdKB
(

toB(K)
)

=

B ∩ BdKA
(

toA(K)
)
. Значит, fromK(B) = fromK(A) и, окончательно,

RK(B) ' RK(A) и RB(K) ' RA(K). Лемма доказана.

Следствие 16. Если компакты A и B K-связаны, то A и B редук-
тивно эквивалентны относительно K тогда и только тогда, когда B
является K-деформацией A.
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Следствие 17. Если компакт B является K-деформацией компакта
A, и A и B K-связаны, то dH(K,B) = dH(K,A).

Пусть K — некоторый компакт. Будем говорить, что компакт B яв-
ляется верхней K-деформацией компакта A, если A ⊂ B ⊂ FK(A). Оче-
видно, что если B является верхней K-деформацией компакта A, то он
является и K-деформацией A.

Лемма 15. Если компакт B является верхней K-деформацией компак-
та A, то A и B K-связаны.

Доказательство. По определению, K ⊂ BdKA(A). Поскольку A ⊂ B,
то BdKA(A) ⊂ BdKA(B). Значит, K ⊂ BdKA(B). Отсюда и из пункта 2
леммы 11 следует, что dKB = dKA. Следовательно, применим пункт 6
леммы 11 и получим, что toB(K) ⊃ toA(K). По определению имеем

toB(K) =

(
K ∩

(
X \ UdKB (B)

))
⊂
(
K ∩

(
X \ UdKA(A)

))
= toA(K).

Таким образом, toB(K) = toA(K). Лемма доказана.

Из лемм 14, 13 и 15 получаем следствие.

Следствие 18. Пусть компакт B является верхней K-деформацией
компакта A. Тогда A и B редуктивно эквивалентны относительно K
и dH(K,B) = dH(K,A).

Будем говорить, что компакт A from-покрывает компакт K, если
(
K \ toA(K)

)
⊂ UdKA

(
fromK(A)

)
.

Лемма 16. Если компакт B является K-деформацией компакта A и
A from-покрывает K, то A и B K-связаны.

Доказательство. Поскольку fromK(A) ⊂ B, то из from-покрытия сле-
дует, что

(
K \ toA(K)

)
⊂ UdKA(B). Значит, K ⊂

(
UdKA(B) ∪ toA(K)

)
.

Так как toA(K) ⊂ BdKA

(
fromK(A)

)
⊂ BdKA(B), то K ⊂ BdKA(B). По

пунктам 2 и 6 леммы 11, из последнего включения следует dKB = dKA и
toB(K) ⊃ toA(K).

Из того, что
(
K \ toA(K)

)
⊂ UdKA(B), следует

(
K ∪ toA(K)

)
⊂

(
UdKA(B) ∪ toA(K)

)
, откуда

((
K ∪ toA(K)

)
\ UdKA(B)

)
⊂
(

toA(K) \ UdKA(B)
)

= toA(K).
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Значит,
((

K \ UdKA(B)
)
∪
(

toA(K) \ UdKA(B)
))
⊂ toA(K). Поскольку

toA(K) и UdKA(B) не пересекаются по построению, то
((

K \UdKA(B)
)
∪

toA(K)

)
⊂ toA(K), откуда

(
K \UdKA(B)

)
⊂ toA(K). Но по определению

с учетом равенства dKB = dKA имеем toB(K) = K \ UdKA(B), откуда
toB(K) ⊂ toA(K). Значит, toB(K) = toA(K).

Лемма доказана.

Из лемм 14, 13 и 16 получаем следствие.

Следствие 19. Пусть компакт B является K-деформацией компак-
та A и A from-покрывает K. Тогда A и B редуктивно эквивалентны
относительно K и dH(K,B) = dH(K,A).

Перейдем к деформации границ и оценке длины минимальной аст-
росети. Пусть K — некоторый компакт, и даны A = {A1, . . . , An}
и B = {B1, . . . Bn}. Границу B назовем K-деформацией (верхней K-
деформацией) границы A, если Bi является K-деформацией (верхней
K-деформацией) компакта Ai для каждого i = 1, . . . , n. Будем говорить,
что границы A и B редуктивно эквивалентны относительно компакта
K (K-связаны), если Ai и Bi редуктивно эквивалентны относительно
компакта K (K-связаны) для каждого i = 1, . . . , n. Скажем, что граница
A from-покрывает K, если каждый Ai from-покрывает K.

Теорема 5. Если для границ A = {A1, . . . , An}, B = {B1, . . . Bn} и аст-
рокомпакта Штейнера KA для границы A выполняется хотя бы одно
из условий:

1) A и B редуктивно эквивалентны относительно KA;

2) B является KA-деформацией A, и A и B K-связаны;

3) B является верхней KA-деформацией A;

4) B является KA-деформацией A, и A from-покрывает KA;

то SB ≤ SA.

Доказательство. Из леммы 13, следствий 17, 18 и 19 следует равенство
SB(KA) = SA(KA) для пунктов 1, 2, 3 и 4 соответственно. Поскольку
KA — астрокомпакт Штейнера для A, то SB ≤ SB(KA) = SA(KA) = SA.
Теорема доказана.
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Следствие 20. На практике редуктивная эквивалентность границ
неудобна для поиска границы B, поэтому далее при изучении при-
меров границы A, для которых найдено Σ(A), мы будем использо-
вать KA-деформацию

(
KA ∈ Σ(A)

)
c дополнительным условием (KA-

связанность, включение Ai ⊂ Bi, from-покрытие).

Следствие 21. Вообще говоря, деформации границы A относительно
различных астрокомпактов Штейнера различаются.

Следствие 22. Продемонстрируем полученные результаты на грани-
це A1 = {A1

1, A
1
2} из следствия 6. Положим A := A1, Ai := A1

i . По-
скольку граница состоит из двух элементов, то SA = dH(A1, A2) = 1

2 .
Из статьи [6] следует, что для каждого d ∈

[
0, 1

2

]
компакт Kd :=

Bd(A1) ∩B 1
2
−d(A2) является астрокомпактом Штейнера для A.

Рис. 10. Kd-облако компакта
A2 = [a2, a4] (открытая компо-
нента выделена светло-серым).

Рис. 11. Kd-облака компактов
A1, A2 (открытые компоненты
выделены серым и светло-
серым).

Обозначим вершины Kd через kij, если они лежат на сторонах
[ai, aj ] квадрата P . Тогда toKd(A2) = {a2, a4}, toA2(Kd) = [k12, k41] ∪
[k23, k34] и fromKd(A2) = [b2, b4], где bi — ближайшая к ai точка пересе-
чения компакта A1 ∪A2 c границей компакта Kd, i = 1, 2, 3, 4. Множе-
ство FKd(A2) построено на рис. 10 и состоит из двух открытых кри-
волинейных треугольников, объединенных с RKd(A2) = {a2, a4} ∪ [b2, b4].
Также заметим, что

(
Kd \ toA2(Kd)

)
⊂ UdKdA2

(
fromKd(A2)

)
, то есть

A2 from-покрывает Kd.
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Аналогично получаем, что A1 from-покрывает Kd, следовательно,
граница A from-покрывает Kd. Согласно теореме 5, если граница B яв-
ляется Kd-деформацией A, то SB ≤ SA = 1

2 . Оба Kd-облака граничных
компактов A1, A2 построены на рис. 11. Таким образом, для каждого
из континуума астрокомпактов Штейнера Kd для границы A суще-
ствует континуум Kd-деформаций границы, не увеличивающих длину
минимальной астросети.
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An estimate for the length of a minimal parametric network in
hyperspaces under deformation of the boundary set

Tropin A.M.

The Fermat—Steiner problem is to find a point in the metric space
Y (which we will call the Steiner astrovertex) such that the sum of the
distances from it to the points of some finite fixed subset A ⊂ Y , called
the boundary, is minimal. We will call the minimal sum of distances
the length of the minimal astronet. We consider this problem in the
hyperspace Y = H(X) of nonempty, closed, and bounded subsets of
the proper space X, which are compact in this space.

This article describes a wide class of deformations of boundary
compact sets that do not increase the length of the minimal astronet.
Averaging in the sense of the Minkowski sum of a finite number of
boundaries consisting of an equal number of elements is also considered,
and it is shown that such averaging also does not increase the length
of the minimal astronet.
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Автоматный анализ свойств графа быть
деревом и псевдодеревом

А.А. Демидова1

В данной работе исследуется применение автоматов со сти-
раемыми красками для определения свойств связных планарных
неориентированных простых графов. Доказываются следующие
факты: автоматам хватит двух стираемых красок для того, что-
бы определить, является ли граф деревом или псевдодеревом.

Ключевые слова: Автоматы, графы, деревья, псевдодеревья.

1. Введение

Исследования автоматов, обходящих лабиринты, берут исток из работы
Шеннона [1], а активное изучение поведения автоматов в лабиринтах
и на графах началось после появления работ Деппа [2-3]. Подробный
анализ данного направления теории автоматов представлен в работе [4].

Известно, что даже в случае рассмотрения плоских лабиринтов авто-
маты не могут обойти любой лабиринт без каких-либо вспомогательных
средств ([5]); поэтому для того, чтобы проблема завершения обхода явля-
лась разрешимой, необходимо либо вводить определённые ограничения
на среду, которую обходит автомат, либо наделять автомат дополнитель-
ными возможностями, которые позволяют добиться разрешимости зада-
чи для более широкого класса сред. В частности, автоматы можно усили-
вать за счёт наделения их способностью оставлять метки на рёбрах или
вершинах графа при его обходе. В работах, в которых рассматриваются
подобные усиления автоматов, эти отметки называются красками.

В работе [6] установлено существование автомата с нестираемой крас-
кой, который может обойти произвольный прямоугольный лабиринт,
оставляя метки в его вершинах.

В работе [7] представлен автомат с некоторым количеством красок,
«принудительно» оставляющий отметки в посещённых вершинах лаби-
ринта.

В работе [8] рассматриваются автоматы с одной нестираемой краской,
оставляющие отметки в вершинах связных простых (без параллельных
рёбер и петель) ориентированных графов с ограничением на степень вер-
шин. Автором представлен алгоритм, который позволяет автомату без

1Демидова Анна Андреевна — студент каф. математической теории интеллекту-
альных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: anna.dem98@mail.ru.

Demidova Anna Andreevna — student, Lomonosov Moscow State University, Faculty
of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of Intellectual Systems.

111



краски осуществить обход графа, который ранее был обойдён автоматом
с нестираемой краской.

Псевдодеревом является связный неориентированный граф, содержа-
щий не более одного цикла. Данный объект из теории графов впервые
встречается в книге [9] и используется при решении задач линейного про-
граммирования. Помимо этого результаты, связанные с псевдодеревьями
и их хроматическими числами, приведены в работе [10].

В данной работе рассматриваются автоматы, анализирующие, явля-
ются ли обходимые ими связные планарные простые неориентированные
графы деревьями и псевдодеревьями. Автоматы передвигаются между
вершинами графа и могут ставить стираемые отметки (краски) на рёб-
рах, по которым проходят.

Основными результатами данной работы являются доказательства
следующих фактов: автоматам хватит двух стираемых красок для того,
чтобы определить, является ли обходимый граф деревом; более того, их
же хватит для того, чтобы определить, является ли он псевдодеревом.

Автор выражает благодарность профессору Э.Э. Гасанову за поста-
новку задачи и помощь в работе.

2. Основные понятия и формулировка результа-
тов

Обозначим через G класс всех связных планарных неориентированных
простых графов. Будем считать, что до начала обхода графа все его
рёбра имеют серый цвет.

Конечным автоматом называется пятёрка A=(A,Q,B, ϕ, ψ), где A,
B и Q являются конечными алфавитами (входным, выходным и состо-
яний), ϕ : Q × A → Q – функция переходов, ψ : Q × A → B – функция
выходов. Автомат с фиксированным начальным состоянием q0 ∈ Q –
инициальный. Пусть A∗ и B∗ – множества всех слов a = a(1)...a(n) и
b = b(1)...b(n) над алфавитами A и B. Система канонических уравнений
инициального автомата имеет следующий вид:





q(1) = q0,

q(t+ 1) = ϕ(q(t), a(t)),

b(t) = ψ(q(t), a(t)).

(1)

Опишем два класса автоматов: A1 и A2.
Автоматы из класса A1 осуществляют обход графа по правилу левой

руки и всегда перекрашивают изначально серые рёбра графа в чёрный
цвет. Если автомат находится в вершине, степень которой больше 1, то
автомат выбирает в качестве следующего ребро, которое находится слева
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от того, по которому он попал в текущую вершину; если же степень
вершины равна 1, то автомат выбирает единственное возможное ребро.

Автоматы из класса A2 по умолчанию осуществляют обход графа по
правилу левой руки, однако в определённые моменты они могут выби-
рать не левые рёбра. На вход автомата поступает неполная информация
о степени текущей вершины, а также о цветах некоторых рёбер, а имен-
но тех, которые отмечены на Рисунке 1а: текущем ребре, ребре слева,
втором ребре слева, втором ребре справа и ребре справа. На этом рисун-
ке, так же как и на всех остальных, стрелкой отмечено, откуда автомат
пришёл в текущую вершину. На выходе автомат сообщает, по какому
ребру следует идти в следующий момент времени и нужно ли красить
его в некоторый цвет, причём в определённых ситуациях автомат может
выбирать первое или второе чёрное ребро справа (см. Рисунок 1б).

Рис. 1. Некоторые рёбра, инцидентные текущей вершине

В данной работе приводятся следующие теоремы, доказательства ко-
торых представлены в разделах 3 и 4 соответственно:

Теорема 1. Существует автомат A1 ∈ A1 с двумя красками, который
сможет установить, является ли произвольный граф g ∈ G деревом.

Теорема 2. Существует автомат A2 ∈ A2 с двумя красками, который
сможет установить, является ли произвольный граф g ∈ G псевдоде-
ревом.

3. Поиск циклов в графе автоматом с двумя крас-
ками

Данный раздел содержит доказательство Теоремы 1.

Доказательство. Проведём доказательство следующим образом: снача-
ла опишем компоненты входного и выходного векторов, а также вектора
состояний; далее представим алгоритм, которому должен следовать ав-
томат; наконец, приведём обоснование того, что алгоритм работает.
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В произвольный момент времени t на вход автомату подаётся век-
тор ~a(t) = (a1(t), ..., a6(t)), компоненты которого содержат следующую
информацию:

• a1 – степень вершины (a1(t) = 1, если степень равна 1; a1(t) = 2,
если степень равна 2; a1(t) = 0, если степень больше 2);

• a2 – серые рёбра (a2(t) = 0, если их нет; a2(t) = 1, если есть ровно
1; a2(t) = 2, если их больше 1);

• a3 – чёрные рёбра (a3(t) = 0, если их нет; a3(t) = 1, если есть ровно
1; a3(t) = 2, если их 2; a3(t) = 3, если их больше 2);

• a4 – цвет ребра слева (a4(t) = 0, если оно серое; a4(t) = 1, если оно
чёрное);

• a5 – цвет ребра справа (a5(t) = 0, если оно серое; a5(t) = 1, если
оно чёрное);

• a6 – цвет текущего ребра (a6(t) = 0, если оно серое; a6(t) = 1, если
оно чёрное).

Выход автомата в момент времени t – вектор ~b(t) = (b1(t), b2(t), b3(t)),
где:

• b1 – выбор цвета, в который нужно красить следующее ребро:

1) b1(t) = 0, если его не надо красить;

2) b1(t) = 1, если нужен чёрный цвет;

• b2 – выбор ребра, по которому автомат должен перейти в следую-
щий момент времени:

1) b2(t) = 0 – выбор ребра, по которому автомат только что при-
шёл в вершину;

2) b2(t) = 1 – выбор левого из рёбер, инцидентных вершине;

• b3 содержит информацию о результате исследования графа авто-
матом:

1) b3(t) = 0, если автомат ещё не определил, какими свойствами
обладает граф;

2) b3(t) = 1, если автомат установил, что граф является деревом;

3) b3(t) = 2, если автомат определил, что граф не является дере-
вом.
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Состояние автомата в момент t определяется лишь одной компонен-
той q(t), содержащей информацию о том, красил ли автомат только что
ребро (q(t) = 0, если нет, и q(t) = 1 в противном случае).

Мы не будем приводить строгое описание функций ϕ и ψ.
Алгоритм, которому должен следовать автомат A1, можно описать

следующим образом:

1) Автомат осуществляет движение по графу по правилу левой руки.
Он красит рёбра, по которым проходит, в чёрный цвет.

2) Если в некоторый момент обхода графа автомат видит среди рёбер,
инцидентных текущей вершине, хотя бы два чёрных ребра, одно
из которых он только что красил, то обнаружено наличие цикла.
В таком случае граф не является деревом, и автомат завершает
обход.

3) В случае отсутствия циклов в графе автомат завершает обход в тот
момент, когда впервые переходит в вершину степени 1 по ребру,
которое уже было покрашено в чёрный цвет ранее. Граф является
деревом.

Перейдём к обоснованию работы алгоритма.
Автомат осуществляет обход графа по правилу левой руки. Если в

графе присутствует цикл, то его наличие будет устанавливаться в ситу-
ациях, когда автомат покрасил некоторое ребро в чёрный цвет и увидел
среди рёбер, инцидентных текущей вершине, хотя бы ещё одно чёрное
ребро. Таким образом, в случае наличия в графе цикла автомат с двумя
красками сможет его обнаружить и прекратить обход графа.

В случае, если цикла в графе нет, автомату нужно будет определить,
когда это дерево будет обойдёно полностью. Возможны два случая:

1) Степень корня равна 1;

2) Степень корня больше 1.

Рассмотрим первый случай. Ребро, инцидентное корню, было покра-
шено в чёрный цвет в начальный момент времени. Когда автомат во вре-
мя обхода переходит в произвольную вершину степени 1, единственное
инцидентное ребро ей имеет чёрный цвет. Автомат обладает информа-
цией о том, красил ли он только что это ребро. Если красил, то текущая
вершина является листом дерева; в противном случае автомат во второй
раз оказался в корне. К моменту возвращения в корень автомат пол-
ностью обошёл дерево по правилу левой руки. Таким образом, автомат
завершит обход графа.
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Теперь перейдём к рассмотрению второго случая. Если степень корня
больше 1, то автомат прекратит обход после второго посещения первого
листа. Второе посещение первого листа можно отличить от первых попа-
даний во все остальные листья аналогично второму посещению корня в
случае, если степень корня равна 1. К указанному моменту автомат пол-
ностью обойдёт дерево по правилу левой руки и так же, как и в первом
случае, завершит обход графа.

4. Анализ псевдодеревьев автоматом с двумя
красками

Данный раздел содержит доказательство Теоремы 2.

Доказательство. Доказательство приведём в том же порядке, что и в
Теореме 1.

В произвольный момент времени t на вход автомату подаётся век-
тор ~a(t) = (a1(t), ..., a7(t)), компоненты которого содержат следующую
информацию:

• a1 – степень вершины (a1(t) = 1, если степень равна 1; a1(t) = 2,
если степень равна 2; a1(t) = 3, если степень равна 3; a1(t) = 4,
если степень равна 4; ; a1(t) = 5, если степень равна 5; a1(t) = 0,
если степень больше 5);

• a2 – серые рёбра (a2(t) = 0, если их нет; a2(t) = 1, если есть ровно
1; a2(t) = 2, если их больше 1);

• a3 – чёрные рёбра (a3(t) = 0, если их нет; a3(t) = 1, если есть ровно
1; a3(t) = 2, если их 2; a3(t) = 3, если их больше 2);

• a4 – цвет ребра слева (a4(t) = 0, если оно серое; a4(t) = 1, если оно
чёрное);

• a5 – цвет ребра справа (a5(t) = 0, если оно серое; a5(t) = 1, если
оно чёрное);

• a6 – цвет текущего ребра (a6(t) = 0, если оно серое; a6(t) = 1, если
оно чёрное);

• a7 – цвет второго слева ребра (a7(t) = 0, если оно серое; a7(t) = 1,
если оно чёрное).

Выход автомата в момент времени t – вектор ~b(t) = (b1(t), b2(t), b3(t)),
где:
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• b1 – выбор цвета, в который нужно красить следующее ребро:

1) b1(t) = 0, если его не надо красить;
2) b1(t) = 1, если нужен серый цвет;
3) b1(t) = 2, если нужен чёрный цвет;

• b2 – выбор ребра, по которому автомат должен перейти в следую-
щий момент времени:

1) b2(t) = 0 – выбор ребра, по которому автомат только что при-
шёл в вершину;

2) b2(t) = 1 – выбор левого из рёбер, инцидентных вершине;
3) b2(t) = 2 – выбор второго слева из рёбер, инцидентных вер-

шине, если её степень больше 2;
4) b2(t) = 3 – выбор второго справа чёрного ребра среди инци-

дентных вершине, если её степень больше 2;
5) b2(t) = 4 – выбор правого из чёрных рёбер, исходящих из вер-

шины, если её степень больше 2;
6) b2(t) = 5 – выбор правого из рёбер, инцидентных вершине;

• b3 содержит информацию о результате исследования графа авто-
матом:

1) b3(t) = 0, если автомат ещё не определил, какими свойствами
обладает граф;

2) b3(t) = 1, если автомат установил, что граф является деревом;
3) b3(t) = 2, если автомат установил, что граф является псевдо-

деревом с одним циклом;
4) b3(t) = 3, если граф обнаружил, что в графе больше одного

цикла.

Состояние автомата в момент t определяется вектором ~q(t) =
(q1(t), ..., q8(t)) со следующими компонентами:

• q1 – направление обхода графа (q1(t) = 0, если обход осуществ-
ляется по правилу левой руки, и q1(t)=1, если по правилу правой
руки);

• q2 – красил ли автомат только что ребро (q2(t) = 0, если нет, и
q2(t) = 1 в противном случае);

• q3 – стадия, на которой находится автомат в исследовании свойств
графа. Стадиями в данном случае могут быть обход графа в поис-
ках цикла, второй обход по циклу в поисках ветвлений и т.д.;
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• q4 – красил ли автомат некоторое ребро в серый цвет до текущего
момента обхода;

• q5 – наличие ветвлений в вершинах цикла, отличных от той, в кото-
рой было установлено существование цикла. До перехода к стадии
поиска ветвлений во время второго прохода по циклу q5(t) = 0.
Автомату нужна информация только о наличии хотя бы одного
ветвления. Если при повторном проходе по циклу по правилу ле-
вой руки автомат оказывается в вершине, степень которой больше
2, то он обнаруживает наличие ветвления. Ветвление может быть
левым или правым: левое обнаруживается (q5(t) = 2), если некото-
рой вершине инцидентны хотя бы 3 чёрных ребра; если в вершине
есть правое ветвление (q5(t) = 1), то правое ребро должно быть се-
рого цвета. Приоритетом обладают левые ветвления, так что, если
автомат обнаружит сначала некоторое правое ветвление, а потом –
левое, то в результате q5(t) = 2;

• q6 – наличие левого ветвления в вершине, в которой было обнару-
жено существование цикла в графе. До перехода к стадии поиска
ветвлений во время второго прохода по циклу q6(t) = 0. q6(t) = 1,
если либо соответствующей вершине инцидентны по крайней мере
2 чёрных ребра, либо левое ребро является серым;

• q7 – наличие правого ветвления в вершине, в которой было обнару-
жено существование цикла в графе. До перехода к стадии поиска
ветвлений во время второго прохода по циклу q7(t) = 0. q7(t) = 1,
если в соответствующей вершине правое ребро – серое;

• q8 – индикатор того, встречались ли автомату вершины, степень
которых больше 2.

Мы не будем приводить строгое описание функций ϕ и ψ.
Алгоритм, которому следует автомат A2, можно описать следующим

образом:

1) Автомат осуществляет движение по графу по правилу левой руки,
нанося чёрную краску на все рёбра, по которым проходит, пока
не обнаружит наличие цикла. Если к моменту второго посещения
первого листа цикл не был обнаружен, то граф является деревом.

2) Автомат перекрасит ребро, по которому только что прошёл, в се-
рый цвет. После этого он вернётся в вершину, в которой было обна-
ружено наличие цикла, и осуществит второй обход цикла с целью
установить, были ли в цикле левые (лежащие вне грани, ограни-
ченной циклом, и раскрашенные при первом проходе по циклу) и
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правые (лежащие внутри грани, ограниченной циклом, и не обой-
дённые при первом проходе по циклу) ответвления. Поскольку по-
следовательности рёбер при двух проходах по циклу будут совпа-
дать, то первым левым серым ребром, которое встретится автомату
в ходе движения по правилу левой руки, будет то, которое он пе-
рекрашивал в серый цвет.

3) Возможны следующие ситуации:

а) Если автомат не обнаружил ни левых, ни правых ветвлений,
то граф является циклом, и, следовательно, псевдодеревом.
Автомат завершает обход.

б) Если ветвления были, но среди них не было левых (в том числе
отсутствовало левое ветвление в вершине, в которой было об-
наружено наличие цикла), автомат, двигаясь по правилу левой
руки в том же направлении, что было первоначально, перекра-
сит цикл обратно в серый цвет. Вернувшись в вершину цикла,
из которой был начат обход, автомат начнёт поиск вершины,
степень которой больше 2. Перейдя в соответствующее пра-
вое ветвление, автомат начнёт красить рёбра в чёрный цвет.
Ситуация сведена к случаю, когда обход графа начинается из
вершины, лежащей внутри грани, ограниченной циклом.

в) Если левые ответвления были, то дальнейшие действия авто-
мата зависят от наличия левого и правого ветвлений в вер-
шине, в которой было обнаружено наличие цикла. Если левое
есть, а правого нет, то автомат просто переходит по обнару-
женному им серому ребру, не крася его; во всех остальных слу-
чаях автомат дополнительно перекрашивает соответствующее
ребро в чёрный цвет. Далее, если левое есть, то автомат обхо-
дит его и перекрашивает самое правое из ведущих в него рёбер
в серый цвет. Если левое в графе отсутствует, то автомат идёт
по циклу по правилу левой руки и ищет первое левое ветвле-
ние, в котором красит в серый цвет самое правое из рёбер, ве-
дущих в соответствующее ветвление. Среди всех рёбер, инци-
дентных соответствующей вершине цикла, это ребро является
вторым чёрным справа. После этого автомат возвращается по
тому же ребру, уже не нанося на него краску. Автомат перехо-
дит по второму слева ребру и начинает движение по циклу по
правилу левой руки в направлении, противоположном перво-
начальному. Автомат обойдёт цикл и все правые ветвления и
установит, что обход окончен, когда окажется в вершине, кото-
рой инциденты хотя бы два чёрных ребра и ровно одно серое,
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причём левое ребро для автомата будет чёрным, а правое –
серым.

4) Если в некоторый момент времени автомат обнаружил существова-
ние ещё одного цикла, то граф не является псевдодеревом. Автомат
завершает обход.

Перейдём к обоснованию работы алгоритма.
Из Теоремы 1 следует, что автомату хватит двух красок для того,

чтобы установить отсутствие циклов в графе. Далее будем предполагать,
что в графе есть один цикл.

Общий вид рассматриваемого графа представлен на Рисунке 2. Бу-
дем считать, что цикл имеет длину n; vi (i = 1, n) – вершины цикла,
занумерованные в том порядке, в котором автомат посещает их в пер-
вый раз; Gi,j (i = 1, n, j = 1, 2) – поддеревья, исходящие из вершин
цикла, такие, что для ∀i = 1, n Gi,1 лежит вне грани, ограниченной рас-
сматриваемым циклом, а Gi,2 располагается в ней. Подразумевается, что
на рисунке рёбра, ведущие из vi в Gi,1 и Gi,2 (i = 1, n), на самом деле
могут обозначать наличие более одного ребра.

Автомат установит наличие цикла, когда окажется в вершине, кото-
рой инцидентны по крайней мере 2 чёрных ребра, одно из которых он
только что красил. Это соответствует переходу из вершины vn в v1.

Рис. 2. Общий вид рассматриваемого графа

Возможны следующие случаи:

1) Автомат начал обход графа из G1,1 (см. Рисунок 3а);

2) Автомат начал обход графа из G1,2 (см. Рисунок 3б);

3) Автомат начал обход графа из вершины v1, принадлежащей циклу.
В начальный момент времени он мог либо приступить к движению
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по циклу (см. Рисунок 3в), либо перейти из v1 в G1,j (j = 1, 2). Эти
случаи сводятся к первым двум.

Порядок обхода графа до обнаружения наличия цикла представлен
на Рисунке 3. В зависимости от того, из какого G1,j , j = 1, 2, автомат
начинал обход графа, при движении по циклу по правилу левой руки он
также будет обходить либо Gi,1 (i = 2, n), лежащие вне грани, ограни-
ченной рассматриваемым циклом, либо Gi,2 (i = 2, n), лежащие внутри
этой грани. Следует отметить, что к моменту начала движения по циклу
соответствующий G1,j (j = 1, 2) может быть обойдён не полностью, что
отражено на Рисунках 3а и 3б.

Рис. 3. Порядок обхода графа до обнаружения наличия цикла

Будем рассматривать случай, когда движение по псевдодереву начи-
нается из G1,1 (возможно, G1,1 состоит лишь из вершины v1).

Последовательность действий после обнаружения цикла отражена на
Рисунке 4. Автомат перекрасит ребро, которое только что красил в чёр-
ный цвет, в серый цвет (это ребро, соединяющее v1 и vn), вернётся об-
ратно в v1 и отдельно запомнит, увидел ли он в ней левые и правые
ветвления. Далее автомат перейдёт по самому правому из чёрных рёбер
в v2 и начнёт движение по циклу по правилу левой руки в направлении,
совпадающем с первоначальным, с целью установить, были ли в цикле
левые (лежащие вне грани, ограниченной циклом, и раскрашенные при
первом проходе по циклу) и правые (лежащие внутри грани, ограничен-
ной циклом, и не обойдённые при первом проходе по циклу) ветвления.
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Поскольку последовательности рёбер при двух проходах по циклу будут
совпадать, то первым серым ребром, которое встретится автомату в ходе
движения по правилу левой руки, будет vnv1. При этом автомат будет
помнить, что он уже перекрашивал одно из рёбер графа в серый цвет.

Рис. 4. Повторный обход цикла с целью выявления левых и правых ветв-
лений

К этому моменту автомат ещё не обошёл Gi,2, i = 1, n, и, возможно,
не полностью обошёл G1,1. Автомат уже обладает информацией о том,
были ли в цикле левые и правые ветвления, а также о наличии в графе
G1,1 и G1,2.

Если в ходе повторного движения по циклу автомат вообще не попа-
дал в вершины степени больше 2, то граф является циклом и, соответ-
ственно, псевдодеревом. При этом в результате повторного обхода цикла
автомат всё же попадёт в ситуацию, когда ребро справа будет белым.
Это произойдёт при возвращении в вершину vn. Автомат определит, что
это не признак правого ветвления: во-первых, степень вершины равна 2;
во-вторых, ему вообще не попадались вершины степени больше 2.

Если ветвления были, но среди них не было левых (в том числе от-
сутствовал G1,1), то существует i ∈ 1, n: Gi,2 6= ∅. В таком случае авто-
мат может осуществить следующие действия: он продолжит движение по
циклу по правилу левой руки в том же направлении, которое было пер-
воначально, но теперь будет перекрашивать рёбра цикла в серый цвет.
Когда автомат перекрасит весь цикл, он увидит вокруг только серые
рёбра, после чего должен будет начать движение по циклу по прави-
лу левой руки в направлении, совпадающем с первоначальным. Однако
красить что-то в чёрный цвет он начнёт только после того, как увидит
слева Gi,2 6= ∅ (это произойдёт тогда, когда автомат окажется в вер-
шине, степень которой больше 2). Автомат перейдёт по правилу левой
руки в Gi,2 и начнёт красить рёбра в чёрный цвет. Таким образом, ситу-
ация сведена в случаю, когда автомат начинает движение по графу из
поддерева, лежащего внутри грани, ограниченной циклом, причём хотя
бы одно такое поддерево существует.

Остальные ситуации можно разбить на 3 случая в зависимости от
наличия в графе G1,1 и G1,2:

1) G1,1 в графе отсутствует, но есть другие левые ветвления;
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2) В графе есть как G1,1, так и G1,2;

3) В графе есть G1,1, но нет G1,2.

Разбор каждого из этих случаев начинается c того момента, когда
автомат прошёл по циклу по второму разу по правилу левой руки в на-
правлении, совпадающем с первоначальным, и увидел слева серое ребро
(это будет ребро, соединяющее вершины vn и v1).

1) G1,1 в графе отсутствует, но есть другие левые ветвления
(см. Рисунок 5).
Автомат перекрасит увиденное им серое ребро, соединяющее вер-

Рис. 5. Первый случай

шины vn и v1, в чёрный цвет, после чего продолжит движение по
правилу левой руки в направлении, совпадающем с первоначаль-
ным, в поисках первого левого ветвления. Поскольку случай, когда
автомат при повторном обходе цикла не обнаружил ни одного ле-
вого ветвления, уже был разобран ранее, теперь хотя бы одно левое
ветвление есть. Без ограничения общности будем считать, что это
G3,1. Автомат дойдёт до вершины, которой инцидентны по крайней
мере 3 чёрных ребра, одно из которых относится к циклу, второе
ведёт в поддерево G3,1, которое было обойдено ранее, а третье либо
ведёт в то же поддерево, либо относится к циклу. Поскольку авто-
мат знает цвет текущего ребра, а также цвета первого и второго
слева, он сможет понять, что дошёл до v3. Автомат раскрасит вто-
рое справа чёрное ребро, являющееся самым правым из ведущих в
G3,1, в серый цвет, после чего начнёт движение по циклу по прави-
лу левой руки в направлении, противоположном первоначальному.
При этом автомат обойдёт и G3,2, G2,2, G1,2, Gn,2,..., G4,2. Когда
автомат окажется в вершине, которой инцидентно лишь одно серое
ребро, являющееся при этом самым правым, и хотя бы 2 чёрных
ребра, он поймёт, что вернулся в v3. В таком случае самое левое
ребро будет чёрным, а самое правое – серым. Когда автомат шёл
по циклу в направлении, противоположном первоначальному, то в
вершинах v2, v1, vn,...,v4 самыми правыми для него были некото-
рые чёрные ребра, а при обходе Gi,2 (i ∈ {1, 2, 4, ..., n}) самое правое
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могло быть серым, но тогда и левое было бы серым. Следовательно,
ситуация, когда самое левое – чёрное, а самое правое – серое, озна-
чает, что автомат вернулся к ребру, которое перекрашивал в серый
цвет. Более того, к этому моменту обход псевдодерева завершён.

2) В графе есть как G1,1, так и G1,2 (см. Рисунок 6).

Рис. 6. Второй случай

Автомат перекрасит увиденное им серое ребро, соединяющее вер-
шины vn и v1, в чёрный цвет, после чего по правилу левой руки
обойдёт G1,1. Возможно, что данное поддерево уже было частично
обойдено до попадания в цикл. Когда автомат обойдёт G1,1, он по
правилу левой руки должен будет перейти из v1 в v2, и при этом
правее этого ребра будет лежать ещё не обойдённый G1,2. При об-
ходе G1,1 по правилу левой руки автомат не может попасть в си-
туацию, когда левое ребро, по которому он должен пройти, имеет
чёрный цвет, а следующее за ним среди рёбер, инцидентных той же
вершине, имеет серый цвет, – следовательно, если автомат увидит
такую пару рёбер, ему станет известно, что G1,1 обойдён полно-
стью, а второе из увиденных им рёбер является самым левым из
рёбер, ведущих из v1 в G1,2. Как только автомат установит, что G1,1

обойдён полностью, он перекрасит в серый цвет то ребро из G1,1, по
которому только что прошёл, пройдёт обратно по этому ребру в v1
и начнёт движение по циклу по правилу левой руки в направлении,
противоположном первоначальному. При этом автомат обойдёт и
G1,2, Gn,2, Gn−1,2,..., G3,2, G2,2. Когда автомат вернётся в верши-
ну, которой инцидентно лишь одно серое ребро, являющееся при
этом самым правым, и хотя бы 2 чёрных ребра, он установит, что
вернулся в v1. Так же, как и в первом случае, автомат завершит
обход.

3) В графе есть G1,1, но нет G1,2 (см. Рисунок 7).

Как и во втором случае, автомат должен пройти по увиденному им
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Рис. 7. Третий случай

серому ребру, соединяющему vn и v1, и обойти G1,1, однако в случае
отсутствия в графеG1,2 по правилу левой руки за ребром v1v2 будет
следовать v1vn. Поскольку при втором обходе цикла можно было
запомнить, есть ли в графе G1,1 и G1,2, автомат не станет красить
ребро, увиденное им серое ребро, соединяющее vn и v1, в чёрный
цвет, в результате чего признак окончания обхода G1,1 останется
прежним. Так же, как и во втором случае, автомат перекрасит в
серый цвет последнее ребро из G1,1, по которому он проходил, после
чего перейдёт по второму ребру слева (из v1 в vn), покрасив соот-
ветствующее ребро, и начнёт движение по циклу по правилу левой
руки в направлении, противоположном первоначальному. При этом
автомат обойдёт и Gn,2, Gn−1,2,..., G3,2, G2,2. Когда автомат попадёт
в вершину, которой инцидентно лишь одно серое ребро, являющее-
ся при этом самым правым, и хотя бы 2 чёрных ребра, он установит,
что это v1. Так же, как и в первых двух случаях, автомат завершит
обход.

Рис. 8. Обход графа с двумя циклами, имеющими общее ребро

Если граф, обход которого осуществляет автомат, содержит более од-
ного цикла, то при обнаружении второго цикла автомат установит, что
граф не является псевдодеревом. Допустим, что в графе есть два цикла,
и приведём примеры. Если они имеют общее ребро, то наличие второго
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Рис. 9. Обход графа с двумя циклами, имеющими общую вершину

цикла может быть обнаружено тогда, когда автомат будет обходить под-
деревья, лежащие внутри грани, ограниченной циклом (см. Рисунок 8).
Если они имеют общую вершину, то наличие цикла может быть обнару-
жено после повторного прохода по циклу (см. Рисунок 9).

Случай, когда автомат начинает обход графа из G1,2, разбирается
аналогично.

5. Выводы

В данной работе представлены два алгоритма для автоматов, осуществ-
ляющих обход графов. Доказано, что автоматы, действующие соглас-
но этим алгоритмам, смогут установить, является ли граф деревом или
псевдодеревом, с использованием двух стираемых красок.
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[3] Döpp K., “Automaten in Labyrinthen II”, EIK, 7:3 (1971), 167–190.
[4] Кудрявцев В. Б., Килибарда Г., Ушчумлич Ш., “Системы автоматов в

лабиринтах”, Интеллектуальные системы, 10:1–4 (2006), 449–562.
[5] Budach L., “Automata and labyrinths”, Mathematische Nachrichten, 86:1

(1978), 195–282.
[6] Насыров А. З., “Об обходе лабиринтов автоматами, оставляющими нести-

раемые отметки”, Дискретная математика, 9:1 (1997), 123–133.

126



[7] Голованов А. В., “Об обходе лабиринтов автоматами, оставляющими след в
вершинах лабиринта”, Интеллектуальные системы, 3:3–4 (1998), 193–212.

[8] Голубев Д. В., “Об обходе графов автоматами с одной нестираемой крас-
кой”, Интеллектуальные системы, 4:1–2 (1999), 243–272.

[9] Dantzig G., Linear programming and extensions, Princeton university press,
1963.

[10] Ищенко Р. А., “О разложении графов на подграфы специального вида”,
Интеллектуальные системы. Теория и приложения, 20:4 (2016), 184–192.

Automaton analysis of the properties of a graph to be a tree and
a pseudo-tree

Demidova A.A.

In this paper, we investigate the use of automata with erasable
colors to determine the properties of connected planar undirected
simple graphs. The following facts are proved: two erasable colors are
enough for automata to determine whether the graph is a tree or a
pseudo-tree.
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О формульном представлении функции
Шеннона

М.В. Носов1

В работе представлена формула, задающая функцию Шеннона
для схем в базисе из штриха Шеффера.

Ключевые слова: штрих Шеффера, схема из функциональ-
ных элементов, функция Шеннона.

Пусть штрих Шеффера является базисом схем из функциональных
элементов, пусть f ∈ P2,n. Будем полагать, что схема обязательно содер-
жит хотя бы один элемент, это условие коснётся только селекторов (их
сложность будет равна 2). Представим сложность минимальной схемы f
(см. Носов М.В. Об аналитическом представлении функции сложности
минимальной схемы в базисе из штриха Шеффера. Интеллектуальные
системы. Теория и приложения. 2017. Т.21, вып.2, М., С.193-196).

L{|}(f) =
m∑

p=n+1

F (f, p),

F (f, p) =
∏

( {(il,jl,l)}
l=n+1,...,m)

∏

Ym

(
1−

2n∏

k=1

m∏

l=n+1

A×B
)
,

A =
(
1− (ykp − f (yk1, . . . , ykn))2

)
,

B =
(
1− (ykl − 1 + ykilykjl)

2
)
,

где m такое натуральное число, что для любая булевская функция
от n переменных реализуется схемой в базисе из штриха Шеффера,
сложности не более m − n, {(il, jl, l)} множество троек натуральных
чисел,l = n+1, . . . ,m, il < l, jl < l, Ym = (yrt)-матрица размером 2n×n, у
которой первые n столбцов есть En

2 , а остальные переменные свободные,
принимающие значения {(0, 1)}. Функционал F (f, p) таков, что

F (f, p) = 1⇐⇒ p ≤ L{|}(f),

F (f, p) = 0⇐⇒ L{|}(f) < p ≤ m.
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Следовательно,
∑

f∈P2,n

F (f, p) = 0⇐⇒ p > L(n),

∑

f∈P2,n

F (f, p) ≥ 1⇐⇒ p ≤ L(n).

Таким образом,

L(n) = m−
m∑

p=n+1

1∫

0

exp{2πi(
∑

f∈P2,n

F (f, p))t}dt.

On the formulaic representation of the Shannon function
Nosov M.V.

The paper presents a formula for the Shannon function for schemes
in the basis of the Schaeffer stroke.

Keywords: Schaeffer’s stroke, schema of functional elements,
Shannon function.
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Сложность многослойных d-мерных схем

Т. Р. Сытдыков1, Г. В. Калачев2

В данной работе рассматривается модель многослойных схем с
одним функциональным слоем. В качестве графов-носителей вы-
ступают λ-сепарируемые графы. Доказана нижняя оценка функ-
ции Шеннона для сложности данного вида схем max

(
2n

n ,
2n(1−λ)
log k

)
,

где k — число слоев. Для d-мерных графов, которые являются част-
ным случаем λ-сепарируемых графов для λ = d−1

d , таким образом
получена нижняя оценка функции Шеннона 2n

min(n,d log k) . Для пря-
моугольных многомерных схем доказанная нижняя оценка асимп-
тотически совпадает с верхней оценкой.

Ключевые слова: многослойные схемы, многомерные схемы,
асимптотика функции Шеннона, сложность схем, сепараторы в
графах.

1. Введение

Задача синтеза схем, вычисляющих булевы функции и обладающих в
некотором смысле оптимальными или субоптимальными характеристи-
ками, возникла в середине XX века в связи с бурным развитием вы-
числительной техники. С 1950-х гг. одной из наиболее интенсивно ис-
следуемых моделей схем являются схемы из функциональных элемен-
тов (СФЭ). Одной из естественных характеристик оптимальности СФЭ
является сложность — количество функциональных элементов в схеме.
Соответственно, сложность булевой функции можно определить как ми-
нимальную сложность схемы, реализующей данную функцию. Маллер
в [24] показал, что для любой булевой функции от n переменных поря-
док ее сложности не превосходит 2n

n . Лупанов в [12] доказал, что для
почти всех булевых функций от n переменных сложность в стандарт-
ном базисе {∨,&,¬} асимптотически равна 2n

n . Также Лупанов получил
асимптотические оценки сложности булевых функций для произвольно-
го конечного базиса.

1Сытдыков Тимур Рашидович — инженер-программист, Google LLC, e-mail:
s7t1r9@gmail.com.

Sitdikov Timur Rashidovich — Software Engineer, Google LLC, e-
mail:s7t1r9@gmail.com.

2Калачев Глеб Вячеславович — к.ф.-м.н., м.н.с. лаборатории проблем теоретиче-
ской кибернетики мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: gleb.kalachev@yandex.ru.

Kalachev Gleb Vyacheslavovich — Candidate of Physical and Mathematical Sciences,
Junior Researcher, Lomonosov Moscow State University, Faculty of Mechanics and
Mathematics, Problems of Theorecical Cybernetics Lab.
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На практике, однако, при синтезе схем необходимо учитывать такие
моменты, как расположение функциональных элементов в пространстве,
разводку проводов и др. В 1960-х гг. появились работы, в которых рас-
сматривались модели схем, в той или иной степени учитывающие эти
факторы. Коршунов в [10] получил оценки сложности для случая СФЭ,
размещенных в трехмерном пространстве с ограниченными снизу рассто-
яниями между элементами и расстояниями между проводами, а также
ограниченными сверху длинами проводов. Кравцов в [11] рассматривал
плоские схемы, элементы которых определенным образом размещены в
клетках прямоугольной решетки, и получил порядок функции Шенно-
на 2n. МакКолл в [22] получил порядок нижней оценки функции Шен-
нона 2n для планарных схем.

Модели клеточных схем, аналогичные или идентичные модели Крав-
цова, рассматривались в ряде более поздних работ. Так, Альбрехт в [1]
показал, что асимптотика функции Шеннона для клеточных схем имеет
вид c · 2n, где c — некоторая константа, зависящая от базиса. Грибок в
[2] получил асимптотику функции Шеннона 2n для определенного ба-
зиса клеточных элементов. Также исследовалась взаимосвязь сложно-
сти и других характеристик клеточных схем. Черемисин в [15] показал
невозможность реализации дешифратора клеточными схемами с одно-
временно минимальными по порядку сложностью и мощностью. Кала-
чев в [5, 6, 7, 8, 9] исследовал одновременную минимизацию сложности
и других характеристик плоских схем, таких как мощность и глубина.
Ефимов в [3, 4] изучал энергопотребление объемных схем.

Одной из наиболее приближенных к практике моделей схем являются
VLSI-схемы. В данной модели длина проводов схемы определяет время
распространения сигнала между функциональными элементами. VLSI-
схемы рассматривались в ряде работ (Томпсон [27], Ульман [28]). Крамер
и ван Льювен [20] исследовали одновременную минимизацию сложности
и времени работы VLSI-схем.

Еще одним направлением исследований является взаимосвязь меж-
ду характеристиками схем из различных моделей. Сэведж в [25, 26] ис-
следовал связь между VLSI-схемами и планарными схемами. В работе
Шкаликовой [16] показана зависимость между площадью плоских схем
и объемом трехмерных схем.

Оценки сложности, полученные для перечисленных выше моделей
схем, превосходят по порядку оценку Лупанова 2n

n сложности для СФЭ.
Одной из причин данного различия является невозможность в условиях
пространственных ограничений провести произвольное количество про-
водов для соединения функциональных элементов. В случае, когда схе-
мы укладываются в граф (например, в прямоугольную решетку), чис-
ло проводов, которое можно провести между фрагментами графа, есте-
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ственным образом ограничивается размером реберного сепаратора, раз-
деляющего данные фрагменты.

В данной работе исследуется зависимость функции Шеннона от ха-
рактеристик сепарируемости графа, в который укладываются схемы.
Рассматриваются схемы с ограничениями на укладку из работы [13]:

• В каждую вершину графа может быть уложено не более одного
нетождественного функционального элемента СФЭ.

• В каждое ребро графа может быть уложено не более k ребер СФЭ.

Основным результатом работы является нижняя оценка функции
Шеннона для графов с сепаратором размера O(pλ), где p— число вершин
графа, 0 < λ < 1. Такие графы далее будем называть λ-сепарируемыми.
Также будет доказана применимость полученной оценки к схемам, укла-
дываемым в пространство размерности 2 и выше. Для прямоугольных
многомерных схем с учетом полученной в [13] верхней оценки функции
Шеннона будет доказана асимптотика указанной функции.

2. Основные определения и полученные результа-
ты

2.1. Многослойные схемы

Модель многослойных схем с одним функциональным слоем рассматри-
валась в работе [13]. Кратко приведем основные определения.

Согласно [14, с. 148], схема из функциональных элементов (далее
СФЭ) в базисе B ⊆ P2 представляет собой размеченный ациклический
ориентированный граф. Разметка вершин определяет, какие вершины
являются входными или выходными, и всем вершинам, не являющим-
ся входными, сопоставляет булевы функции из базиса B. Ребра СФЭ
помечены натуральными числами, и разметка входных ребер вершины
определяет порядок аргументов в функции, реализуемой данной верши-
ной.

Носителем будем называть произвольный непустой граф с конечным
или счетным числом вершин. В общем случае носитель может иметь
кратные ребра и петли.

Укладкой СФЭ S на носитель T будем называть произвольный гомо-
морфизм h : S → T .

Схемой с носителем T будем называть пару (S, h), где S — схема из
функциональных элементов, h — укладка S на T . Для краткости будем
говорить «схема» вместо «схема с носителем» в тех случаях, когда это
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не приведет к разночтениям. Будем говорить, что схема (S, h) реализует
булеву функцию или булев оператор f , если СФЭ S реализует f .

С практической точки зрения данные определения можно трактовать
следующим образом. Одной из задач синтеза СБИС является укладка
(т. е. размещение) логических элементов и проводов схемы на плату, ко-
торую в некотором приближении можно считать графом — носителем
схемы.

Обычно в задачах синтеза схем имеются те или иные ограничения
на укладку. В данной работе будут рассматриваться следующие ограни-
чения:

Ограничение 1. В каждую вершину носителя может быть уложено не
более одного функционального элемента СФЭ, реализующего нетожде-
ственную булеву функцию.

Ограничение 2. В каждое ребро носителя может быть уложено не более
k ребер СФЭ.

Данные ограничения можно толковать следующим образом: схема
состоит из k «слоев», при этом лишь один из слоев является «функ-
циональным» (т. е. может содержать нетождественные функциональные
элементы). Остальные слои используются только для разводки проводов.
Поэтому схемы, соответствующие ограничениям 1 и 2, будем называть
многослойными схемами.

Обозначим через MT
k множество всех k-слойных схем с носителем T .

Под сложностью многослойной схемы будем понимать количество
вершин носителя, использованных при укладке. Если M — множество
многослойных схем, f — булева функция, то естественным образом опре-
деляется L(M,f) — сложность функции f в множествеM как минималь-
ная сложность многослойной схемы вM , реализующей функцию f . Если
таких схем не существует, можно формально считать сложность булевой
функции равной бесконечности.

Стандартным образом определяется функция Шеннона сложности
многослойных схем:

L(MT
k , n) = max

f∈P2(n)
L(MT

k , f).

2.2. Носители

Свойства носителей играют важную роль при укладке схем, посколь-
ку при одних и тех же ограничениях разные носители допускают, вооб-
ще говоря, совершенно различные укладки. В данной работе в качестве
носителей будут рассматриваться λ-сепарируемые графы. Как важный
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частный случай λ-сепарируемых носителей будут также рассмотрены d-
мерные графы.

Далее под монотонным классом графов будем понимать любое мно-
жество графов G, замкнутое относительно операции «взятия подграфа».
Очевидно, множество конечных подграфов любого носителя является
монотонным классом графов.

2.2.1. Классы графов G(q, θ) и G(λ, q, θ)

Пусть q ∈ N и θ > 1 — некоторые константы. Определим класс гра-
фов G(q, θ) как множество всех носителей T , обладающих следующими
свойствами:

• Степень всех вершин T ограничена некотором числом q.

• Для любого целого p число различных с точностью до изоморфиз-
ма подграфов T с p вершинами не превосходит θp.

С точки зрения укладки схем ограниченность степени вершин графов яв-
ляется в некотором смысле «естественным» ограничением. Что касается
второго условия, то оно выполнено для достаточно важных категорий
графов — например, для планарных графов [17] и для d-мерных графов,
которые будут определены ниже.

Формальное определение λ-сепарируемости будет приведено в разде-
ле 3. С содержательной точки зрения в λ-сепарируемом носителе любой
подграф с p вершинами может быть разбит на меньшие фрагменты со-
поставимого размера удалением O(pλ) вершин (ребер), где 0 < λ < 1.

Подкласс λ-сепарируемых носителей из класса G(q, θ) обозначим че-
рез G(λ, q, θ).

2.2.2. d-мерные графы

Пусть d ≥ 2 — целое число, T — некоторый носитель. Будем гово-
рить, что T является d-мерным графом, если существуют константы
cv > 0, ce > 0 такие, что T можно уложить в d-мерное евклидово про-
странство так, что расстояние между любыми двумя вершинами будет
не меньше cv и длина любого ребра будет не больше ce.

Замечание 1. Ограничения, использованные в данном определении,
схожи с ограничениями в определении схем из объемных функциональ-
ных элементов из работы Коршунова [10].

Замечание 2. Легко видеть, что одну из констант cv и ce всегда можно
считать равной 1. В дальнейшем будем предполагать, что cv = 1.

135



Замечание 3. Ясно, что любой конечный носитель является d-мерным
графом с достаточно большим ce, поэтому для конечных носителей дан-
ное определение не имеет смысла. Однако, можно определить монотон-
ный класс d-мерных графов с параметром ce, в котором константа ce
— общая для всех графов класса. Легко видеть, что данное множество
графов будет замкнуто относительно операции взятия подграфа. Далее
будем опускать константу ce, говоря о классе d-мерных графов в тех слу-
чаях, когда численное значение константы ce не будет играть существен-
ной роли.

Пример 1. Граф d-мерной целочисленной решетки является d-мерным
графом. Достаточно положить ce = 1.

Пример 2. Можно показать, что граф бесконечного полного бинарного
дерева не является d-мерным ни для какого d. В самом деле, количество
вершин, находящихся на расстоянии p от корня дерева, экспоненциаль-
но зависит от p, однако количество шаров диаметра 1, которые можно
уложить в d-мерном шаре радиуса ce · p, равняется O(pd).

Укладка схем в d-мерную целочисленную решетку рассматривалась в
работе [13]. Как и в указанной работе, будем называть такие схемы пря-
моугольными многомерными схемами и использовать сокращение Md

k

вместо MZd
k .

В разделе 5 будет доказано, что все d-мерные носители принадлежат
классам G(λ, q, θ) для λ = d−1

d и некоторых постоянных q и θ.

2.3. Прочие обозначения и соглашения

Выражение log a всюду будет обозначать двоичный логарифм a. Будем
формально считать, что x log x = 0 при x = 0.

Будем использовать обозначение P2(n,m) для множества всех буле-
вых операторов с n входами и m выходами (n ≥ 0, m ≥ 1).

Запись f(x) . g(x) будет обозначать соотношение limx→∞
f(x)
g(x) ≤ 1.

Аналогично будет использоваться обозначение f(x) & g(x). В случае за-
висимости от нескольких параметров возможно использование сложного
условия предельного перехода: например, f(n, k) . g(n, k) при k → ∞,
log k ≤ n.

2.4. Полученные результаты

В данной работе для произвольного носителя T ∈ G(λ, q, θ) будет дока-
зано, что

L(MT
k , n) & max

(
2n

n
,
2n(1− λ)

log k

)
при k →∞, n→∞.

136



Также будет доказано, что произвольный d-мерный носитель при-
надлежит классу G(λ, q, θ) для λ = d−1

d и некоторых постоянных q и θ.
Следовательно, для d-мерных носителей будет верна нижняя оценка

L(MT
k , n) & 2n

min(n, d log k)
при k →∞, n→∞.

Для прямоугольных многомерных схем в работе [13] была получе-
на верхняя оценка функции Шеннона, совпадающая с вышеприведенной
нижней оценкой. Таким образом, для данного вида схем будет получена
асимптотика сложности:

L(Md
k , n) ∼ 2n

min(n, d log k)
при k →∞, n→∞.

2.5. План работы

С организационной точки зрения доказательная часть данной работы
разбита на три раздела.

В разделе 3 приведены общие определения, связанные с сепаратора-
ми в графах. Основным результатом указанного раздела является лем-
ма 2. Неформально смысл указанной леммы заключается в том, что λ-
сепарируемые графы, допускающие в некотором смысле «хорошее» раз-
биение на две части, допускают и «хорошее» разбиение на много частей.

В разделе 4 доказывается нижняя оценка функции Шеннона для но-
сителей из класса G(λ, q, θ). Ключевую роль будет играть лемма 7, из
которой следует собственно теорема о нижней оценке.

В разделе 5 доказывается нижняя оценка функции Шеннона для d-
мерных носителей и асимптотика для прямоугольных многомерных схем.
Фактически будет доказано, что произвольный d-мерный носитель при-
надлежит классу G(λ, q, θ) для λ = d−1

d и некоторых постоянных q и θ.

3. Сепараторы в графах и их свойства

3.1. Определения и простейшие свойства сепараторов

В данном разделе будут даны определения вершинных и реберных сепа-
раторов в графах и доказаны некоторые простейшие свойства сепарато-
ров.

Реберные сепараторы. Будем вводить терминологию о реберных се-
параторах аналогично терминологии о вершинных сепараторах из [21].

137



Определение 1. Пусть f : N → R — некоторая функция. Назовем мо-
нотонный класс графов G реберно f(p)-сепарируемым, если существуют
такие константы 1

2 ≤ α < 1, β ≥ 0, m ≥ 2, что любой граф класса G,
содержащий p вершин, где p ≥ m, можно разбить на два непересекаю-
щихся порожденных подграфа, соединенных не более чем βf(p) ребрами,
при этом количество вершин обоих подграфов не превосходит αp.

Замечание 4. Константа m важна с технической точки зрения, по-
скольку позволяет не рассматривать некоторые вырожденные случаи.
Например, граф K1 с одной вершиной невозможно разбить на два непу-
стых подграфа в принципе, поэтому можно всегда считать, что m ≥ 2.
В общем случае m может быть больше 2.

Определение 2. Пусть f : N → R, T — некоторый носитель. Назовем
носитель T реберно f(p)-сепарируемым, если монотонный класс всех ко-
нечных подграфов T является реберно f(p)-сепарируемым.

Ясно, что интерес представляет случай, когда f(p) — медленно рас-
тущая функция. По сути, это позволит применять технику разделяй-
и-властвуй для получения эффективных алгоритмов и нетривиальных
нижних оценок в доказательствах. В данной работе в качестве функции
f(p) рассматривается pλ, где 0 < λ < 1. Реберно pλ-сепарируемые носи-
тели и монотонные классы графов для удобства будем называть реберно
λ-сепарируемыми.

Вершинные сепараторы. Следующее определение представляет со-
бой модификацию определения 2.1 вершинного сепаратора для графа из
[23] применительно к монотонным классам графов.

Определение 3. Пусть f : N→ R — некоторая функция. Назовем моно-
тонный класс графов G вершинно f(p)-сепарируемым, если существуют
такие константы 1

2 ≤ α < 1, β ≥ 0,m ≥ 1, что для любого графа класса
G, содержащего p вершин, где p ≥ m, множество вершин V (G) можно
разбить на три непересекающиеся части A, B, C так, что будут выпол-
нены три условия:

• Не существует ребер из A в B.

• |A|, |B| ≤ αp.

• |C| ≤ βf(p).

Очевидно, что из реберной f(p)-сепарируемости любого монотонного
класса графов будет следовать вершинная f(p)-сепарируемость, так как
в качестве вершинного сепаратора достаточно использовать концы ребер
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из реберного сепаратора. Обратное, вообще говоря, неверно. Например,
множество звезд (графов K1,n) и их подграфов является вершинно 1-
сепарируемым, но не является реберно 1-сепарируемым.

Следующее простое утверждение показывает, что для монотонных
классов графов с ограниченной степенью вершин из вершинной сепари-
руемости следует реберная.

Лемма 1. Пусть G — монотонный класс вершинно f(p)-сепарируемых
графов с ограниченной числом q степенью вершин и параметрами α,
β и m. Тогда G является реберно f(p)-сепарируемым с параметрами
max

(
2
3 , α

)
, qβ и max(m, 2).

Доказательство. Покажем, как для произвольного графа класса полу-
чить реберный сепаратор из вершинного.

Пусть G ∈ G, |V (G)| = p ≥ max(m, 2). По определению вершинной
сепарируемости, вершины G можно разбить на три множества A,B,C,
где C — сепаратор. При этом |A|, |B| ≤ αp, |C| ≤ βf(p).

Дополним множества A и B вершинами из C до множеств A′ и B′

соответственно так, что мощности A′ и B′ были как можно ближе друг
к другу. При таком методе дополнения A и B до A′ и B′ получим, что
1 ≤ |A′|, |B′| ≤ max

(
2
3 , α

)
· p.

Далее, каждое ребро, соединяющее A′ и B′, в изначальном разбиении
было смежно хотя бы с одной вершиной из C. В силу того, что степе-
ни вершин G ограничены числом q, общее число таких ребер не будет
превосходить величины q|C| ≤ qβf(p).

Поскольку величины max
(
2
3 , α

)
, qβ и max(m, 2) не зависят от графа,

реберная f(p)-сепарируемость монотонного класса G доказана.

Таким образом, в определении класса носителей G(λ, q, θ) не важно,
о какой именно λ-сепарируемости идет речь (реберной или вершинной),
поскольку степени вершин графов из данного класса ограничены чис-
лом q.

3.2. Разбиение λ-сепарируемых графов

Неформально, основным результатом данного раздела является следу-
ющее утверждение: если λ-сепарируемый граф можно разбить на две
несвязанные части сопоставимого размера, удалив малое число ребер,
то данный граф можно разбить на множество небольших несвязанных
частей ограниченного размера, также удалив малое число ребер.

Следующая лемма представляет собой модификацию леммы 1 из [18]
для планарных графов.
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Лемма 2. Пусть G — монотонный класс реберно λ-сепарируемых гра-
фов с параметрами α, β и m, где 0 < λ < 1, 1

2 ≤ α < 1, β ≥ 0, m ≥ 2.
Тогда для любого r ≥ m − 1, для любого графа G ∈ G с p вершинами
существует разбиение G на подграфы такое, что

• Число вершин каждого подграфа не превосходит r.

• Общее число ребер, соединяющих различные подграфы, не превос-
ходит δprλ

r , где δ — константа, общая для всех графов класса и
всех r.

Будем называть полученное разбиение графа rλ-разбиением.

Доказательство. По сути лемма доказывается аналогично лемме 1 из
[18]. Приведем детальную версию доказательства для полноты картины.

Пусть r ≥ m− 1, G ∈ G, |V (G)| = p. Если p ≤ r, то тривиальное раз-
биение из одного графа G будет rλ-разбиением, что доказывает лемму.

Пусть p > r. По определению реберной λ-сепарируемости, граф G
можно разбить на две части A и B так, что количество ребер, соеди-
няющих A и B, не превосходит βpλ, при этом |A| ≤ αp, |B| ≤ αp. Рас-
смотрим соответствующие A и B порожденные подграфы G. Поскольку
данные подграфы также принадлежат классу G, к ним возможно приме-
нить аналогичное разбиение на две части. Будем рекурсивно разбивать
полученные подграфы на части, пока не получим все подграфы с числом
вершин, не превосходящим r.

Покажем, что полученное разбиение является rλ-разбиением.
Ограничение на число вершин в подграфах разбиения (не больше r

вершин в каждом подграфе) выполнено по построению.
Пусть X — общее количество ребер, удаленных при разбиении графа.

Докажем ограничение сверху наX. Разобьем все подграфы, которые раз-
бивались на каком-либо шаге разбиения, на множества Gi в зависимости
от размера. В множество G1 включим подграфы с размерами из полу-
интервала (r, rα−1], в G2 — из полуинтервала (rα−1, rα−2], и так далее.
Если t = dlogα

r
pe, то последнее множество Gt будет содержать подграфы

с размерами из полуинтервала (rα−(t−1), rα−t].
Пусть 1 ≤ i ≤ t. Рассмотрим множество Gi. Заметим, что множества

вершин подграфов из Gi не пересекаются, поскольку отношение размеров
таких подграфов меньше α. Следовательно, сумма размеров всех подгра-
фов из Gi не превосходит p, откуда |Gi| ≤ p

r · αi−1. При этом количество
ребер, удаленных при разбиении любого подграфа из Gi, не превосходит
величины β(r/αi)λ.
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Суммируя по всем подграфам из всех множеств Gi, получим

X ≤ β
t∑

i=1

αi−1p
r

( r
αi

)λ
≤ β

αλ(1− α1−λ)
· pr

λ

r
,

что соответствует ограничению на количество ребер для rλ-разбиения.

Далее будем использовать следующее вспомогательное обозначение.
Пусть M,S > 0. Обозначим через K(M,S) множество кортежей x̄ =
{xi}ti=1, удовлетворяющих условиям

1 ≤ xi ≤M,

t∑

i=1

xi ≤ S. (1)

Если G — λ-сепарируемый монотонный класс графов с ограниченной
числом q степенью вершин, то свойства rλ-разбиения можно перефор-
мулировать следующим образом. Пусть p̄ = {pi}ti=1 — кортеж размеров
подграфов rλ-разбиения, s̄ = {si}ti=1 — кортеж количеств ребер, соеди-
няющих подграфы rλ-разбиения с остальной частью графа. Тогда

p̄ ∈ K(r, p), s̄ ∈ K
(
qr,

δprλ

r

)
. (2)

4. Нижняя оценка для λ-сепарируемых носителей

В данном разделе доказывается ключевое утверждение работы — теоре-
ма о нижней оценке для произвольного носителя из класса G(λ, q, θ):

L(MT
k , n) & max

(
2n

n
,
2n(1− λ)

log k

)
.

Заметим, что доказанная оценка зависит только от функции сепарируе-
мости, параметры q и θ на данную оценку не влияют.

С содержательной точки зрения доказательство будет получено сле-
дующим образом. Подграфы носителя разбиваются на небольшие фраг-
менты. Затем число булевых функций, допускающих реализацию в под-
графах, будет оцениваться через число булевых операторов, которые мо-
гут быть реализованы во фрагментах, и число способов провести провода
между фрагментами.

Поскольку доказательство достаточно громоздкое с технической точ-
ки зрения, предварительно будет доказано несколько вспомогательных
лемм, которые будут выделены в отдельный раздел 4.1. Доказательство
основной теоремы будет завершено в разделе 4.2.
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4.1. Вспомогательные леммы

Следующее утверждение непосредственно следует из классической лем-
мы, доказанной в [14].

Лемма 3 ([14], c. 198–200). Пусть N(n,m,L) — число различных бу-
левых операторов c не более n входами и не более m выходами, реа-
лизуемых СФЭ с не более чем L функциональными элементами. Тогда
существует такая постоянная c, что

N(n,m,L) ≤
(
c(n+ L)

)n+m+L
.

Далее при выводе нижней оценки будет использоваться rλ-разбиение
подграфов носителя. Рассмотренная ниже техническая лемма 4 служит
для упрощения оценки количества булевых операторов, реализуемых
подграфами rλ-разбиения.

Если p и s — целые положительные числа, будем обозначать через
Z(p, s) число булевых операторов с не более чем s входами и выходами
в сумме, реализуемых СФЭ с не более чем p функциональными элемен-
тами.

Ранее было введено вспомогательное обозначение K(M,S) для мно-
жества кортежей, удовлетворяющих условиям (1). В доказательстве лем-
мы 4 нам поможет следующее простое свойство:

Если x̄ = {xi}ti=1 ∈ K(M,S), то
t∑

i=1

xi log xi ≤ S logM. (3)

Также при доказательстве леммы 4 будет использоваться неравенство
для неотрицательных x и y

(x+ y) log(x+ y) ≤ x log x+ y log y + x+ y, (4)

которое с учетом соглашения 0 log 0 = 0 следует из оценки двоичной
энтропии −a log a− (1− a) log(1− a) ≤ 1 при a = x

x+y .

Лемма 4. Пусть q ≥ 1, b ≥ 0 и d > 0 — константы, k — параметр.
Пусть k → ∞. Обозначим r = (k log k)d. Пусть L, M — числа, p̄ =
{pi}ti=1, s̄ = {si}ti=1 и ū = {ui}ti=1 — произвольная тройка кортежей,
удовлетворяющая условиям:

p̄ ∈ K(r, L), s̄ ∈ K
(
qkr,

bL

log k

)
, ui ≥ 0,

t∑

i=1

ui ≤M. (5)

Тогда будет верно соотношение
t∑

i=1

logZ(pi, si+ui) ≤ d
(

1+O

(
log log k

log k

))
L log k+M logM+O(M). (6)
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Доказательство. Применяя лемму 3, имеем

Z(pi, si + ui) ≤
(
c(pi + si + ui)

)pi+si+ui .

Логарифмируя и суммируя по всем элементам кортежей, получим

t∑

i=1

logZ(pi, si + ui) ≤
t∑

i=1

(pi + si + ui)(log c+ log(pi + si + ui)). (7)

Дважды применяя (4), затем (3) с учетом (5), оценим правую часть (7):

t∑

i=1

(pi + si + ui)(log c+ log(pi + si + ui)) ≤

≤
t∑

i=1

(pi log pi + si log si + ui log ui + (pi + si + ui)(log c+ 2)) ≤

≤ L log r +
bL

log k
log(qkr)︸ ︷︷ ︸
O(log k)

+M logM + (log c+ 2)

(
L+

bL

log k
+M

)

︸ ︷︷ ︸
O(L+M)

=

= L log r +M logM +O(L+M).

Подставляя полученную оценку в (7), получим

t∑

i=1

logZ(pi, si + ui) ≤ L log r +M logM +O(L+M) =

= Ld(log k + log log k) +M logM +O(L+M) =

=

(
1 +O

(
log log k

log k

))
Ld log k +M logM +O(M).

Следующие две леммы позволяют получить тривиальную нижнюю
оценку функции Шеннона для схем с произвольным носителем.

Лемма 5 ([14], теорема 11.5). Для любой постоянной ε > 0 доля n-
местных булевых функций f , для которых

L(f) ≥ (1− ε)2n

n
,

стремится к единице при n→∞.

Лемма 6. Пусть k ∈ N, n→∞, T — произвольный носитель. Тогда

L(MT
k , n) & 2n

n
.
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Доказательство. Непосредственно следует из леммы 5 и того факта,
что сложность любой многослойной схемы не меньше сложности соот-
ветствующей СФЭ.

4.2. Теорема о нижней оценке

В данном разделе будет завершено доказательство нижней асимптоти-
ческой оценки величины L(MT

k , n), где T — произвольный носитель из
класса G(λ, q, θ). Также будет доказано следствие, позволяющее полу-
чить нижнюю оценку для носителей с функцией сепарируемости более
общего вида — например, log p, √p log log p и др.

Лемма 7. Пусть T ∈ G(λ, q, θ). Пусть NT
k (n,m,L) — число булевых

операторов с n входами и m выходами, реализуемых k-слойными схема-
ми в T сложности не более L. Тогда при k →∞ будет выполнено

logNT
k (n,m,L) ≤ L log k

1− λ

(
1 +O

(
log log k

log k

))
+

+ (n+m)
(
logL+ log(n+m)

)
+O(n+m).

Доказательство. Обозначим r = (k log k)
1

1−λ . Будем рассматривать до-
статочно большие k, при которых для указанного r выполнены условия
леммы 2 и каждый конечный подграф G носителя T имеет rλ-разбиение,
которое будем обозначать P (G).

Каждой k-слойной схеме сложности не более L, вычисляющей булев
оператор из P2(n,m), можно сопоставить следующий набор объектов:

1) Подграф G носителя, в который уложена реализующая оператор
СФЭ.

2) Кортеж v̄ вершин G, в которые уложены входы и выходы СФЭ.

3) Набор ориентированных проводов между различными подграфами
разбиения P (G).

4) Набор булевых операторов, вычисляемых в подграфах разбиения
P (G).

Нетрудно видеть, что схемам, вычисляющим различные операторы,
будут соответствовать разные наборы объектов. Таким образом, число
различных булевых операторов оценивается сверху как число способов
задать описанные наборы объектов. Очевидно, достаточно оценить число
вариантов для каждого элемента набора и перемножить результаты.

Обозначим соответствующие числа вариантов как A1, A2, A3, A4 (где
соответствие определяется вышеприведенной нумерацией).
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Поскольку T ∈ G(λ, q, θ), имеем

A1 ≤ θ + θ2 + · · ·+ θL ≤ θL+1

θ − 1
.

Оценим A2. Очевидно, существует не более Ln+m кортежей из n+m
вершин носителя. Поэтому A2 ≤ Ln+m.

Далее, число ребер между подграфами rλ-разбиения ограничено ве-
личиной δLrλ

r = δL
k log k , где δ — константа. В каждом из данных ребер мо-

жет быть проведено до k проводов. Таким образом, между различными
подграфами rλ-разбиения может быть проведено не более δL

log k проводов.
Наконец, для каждого провода возможны три варианта: ориентирован
в одну сторону, ориентирован в другую сторону и отсутствует. Следова-
тельно,

A3 ≤ 3
δL

log k .

Для получения оценки на A4 введем следующие обозначения. Пусть
Gi — подграфы разбиения P (G), t — число таких подграфов, pi — число
вершин i-го подграфа, si — число проводов, которые можно провести
из i-го подграфа вовне, ui — суммарное число входов и выходов схе-
мы, размещенных в i-м подграфе (т. е. количество элементов кортежа v̄,
соответствующих вершинам из Gi). Ясно, что каждый булев оператор,
вычисляемый подграфом Gi, будет иметь не более pi функциональных
элементов и не более si + ui входов и выходов в сумме. Следовательно,
верно соотношение

A4 ≤
t∏

i=1

Z(pi, si + ui).

Перемножая оценки для Ai, получим соотношение

NT
k (n,m,L) ≤ θL+1

θ − 1
· Ln+m · 3

δL
log k ·

t∏

i=1

Z(pi, si + ui).

Логарифмируя и отбрасывая отрицательное слагаемое, при k → ∞
получим

logNT
k (n,m,L) ≤ (L+ 1) log θ︸ ︷︷ ︸

O(L)

+(n+m) logL+

+
δL

log k
log 3

︸ ︷︷ ︸
o(L)

+

t∑

i=1

logZ(pi, si + ui). (8)

Оценим сумму
∑t

i=1 logZ(pi, si+ui) в правой части неравенства (8). По-
кажем, что для оценки данной суммы применима лемма 4.
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Применяя соотношения (2), для кортежей p̄ = {pi}ti=1, s̄ = {si}ti=1

получим p̄ ∈ K(r, L), s̄ ∈ K
(
qkr, δL

log k

)
. Для кортежа ū = {ui}ti=1 очевид-

ным образом выполнено ui ≥ 0,
∑t

i=1 ui ≤ n + m. Наконец, по условию
леммы q ≥ 1, δ ≥ 0, 1

1−λ > 0, k → ∞ и r = (k log k)
1

1−λ . Таким образом,
все условия леммы 4 выполнены. Следовательно,

t∑

i=1

logZ(pi, si + ui) ≤
L log k

1− λ

(
1 +O

(
log log k

log k

))
+

+ (n+m) log(n+m) +O(n+m).

Объединяя оценки для слагаемых в правой части неравенства (8), полу-
чим

logNT
k (n,m,L) ≤ L log k

1− λ

(
1 +O

(
log log k

log k

))
+

+ (n+m)
(
logL+ log(n+m)

)
+O(n+m).

В данной работе интерес представляет случай, когда n + m мало по
сравнению с L. В этом случае утверждение леммы 7 можно упростить.

Следствие 1. В условиях леммы 7 при k →∞, n+m ≤ L/ logL выпол-
нено

logNT
k (n,m,L) ≤ L log k

1− λ

(
1 +O

(
log log k

log k

))
.

Лемма 8. Пусть T ∈ G(λ, q, θ), k →∞, n→∞. Тогда будет выполнено

L(MT
k , n) ≥ 2n(1− λ)

log k

(
1 +O

(
log log k

log k

))
.

Доказательство. Из леммы 6 следует, что при достаточно больших n
для любого k будет выполнено

L(MT
k , n) ≥ 1

2
· 2n

n
. (9)

Пусть k → ∞, n → ∞. Обозначим для краткости L = L(MT
k , n). Ис-

пользуя определенную в лемме 7 величину NT
k (n,m,L), запишем тожде-

ство
NT
k (n, 1, L) = 22

n
.
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Из (9) следует, что n = O(logL) = o(L/ logL). Применяя следствие 1
леммы 7, получим

2n ≤ L log k

1− λ

(
1 +O

(
log log k

log k

))
,

откуда следует утверждение леммы.

Теорема 1. Пусть 0 < λ < 1, T ∈ G(λ, q, θ). Тогда

L(MT
k , n) & max

(
2n

n
,
2n(1− λ)

log k

)
при k →∞, n→∞.

Доказательство. Непосредственно следует из лемм 6 и 8.

Таким образом, получена нижняя оценка для λ-сепарируемых носи-
телей, т. е. для носителей с функцией сепарируемости вида pλ. Исполь-
зуя данную теорему, нетрудно вывести нижнюю оценку для носителей с
функцией сепарируемости вида log p, √p log log p и др.

Следствие 2. Пусть 0 ≤ λ0 < 1, f(p) = O(pλ) для всех λ > λ0, T ∈
G(q, θ) — произвольный f(p)-сепарируемый носитель. Тогда

L(MT
k , n) & max

(
2n

n
,
2n(1− λ0)

log k

)
при k →∞, n→∞. (10)

Доказательство. Пусть λ > λ0. Очевидно, T является pλ-сепарируемым
носителем. Из теоремы 1 следует, что L(MT

k , n) & max
(
2n

n ,
2n(1−λ)
log k

)
при

k →∞, n→∞.
Введем обозначение g(λ, k, n) = max

(
2n

n ,
2n(1−λ)
log k

)
. Имеем

lim inf
k→∞
n→∞

L(MT
k , n)

g(λ, k, n)
≥ 1 при λ0 < λ < 1.

Легко видеть, что g(λ,k,n)
g(λ0,k,n)

≥ 1−λ
1−λ0 , отсюда

A := lim inf
k→∞
n→∞

L(MT
k , n)

g(λ0, k, n)
≥ lim inf

k→∞
n→∞

1− λ
1− λ0

· L(MT
k , n)

g(λ, k, n)
≥ 1− λ

1− λ0

для всех λ0 < λ < 1.
Таким образом, A ≥ sup

1>λ>λ0

1−λ
1−λ0 = 1, откуда следует (10).
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5. Нижняя оценка для d-мерных схем

В данном разделе будет доказана нижняя оценка для d-мерных схем и
асимптотика для прямоугольных d-мерных схем. С содержательной точ-
ки зрения нижняя оценка для d-мерных схем будет являться следствием
нижней оценки для λ-сепарируемых носителей, поскольку будет доказа-
но, что все d-мерные носители принадлежат классам G(λ, q, θ).

5.1. Свойства d-мерных графов

Фактически требуется доказать, что d-мерные носители обладают тремя
свойствами: ограниченность степени вершин, не более чем экспоненци-
альный рост числа неизоморфных подграфов фиксированного размера,
а также λ-сепарируемость.

Лемма 9. Пусть T — d-мерный носитель (соответственно G — класс
d-мерных графов) с параметром ce. Тогда степень любой вершины T
(соответственно степень любой вершины произвольного графа из G)
ограничена числом (2ce + 1)d.

Доказательство. При размещении произвольного d-мерного графа в d-
мерном пространстве окрестность любой вершины окажется в шаре ра-
диуса ce. Поскольку d-мерные шары радиуса 0.5 с центрами в вершинах
графа не пересекаются и целиком лежат в шаре радиуса ce+0.5, то коли-
чество таких шаров не может превосходить отношение объемов d-мерных
шаров радиуса ce + 0.5 и 0.5 соответственно. Это отношение равняется
(2ce + 1)d.

Лемма 10. Пусть T — d-мерный граф. Тогда число неразмеченных под-
графов T с n вершинами не превосходит величины θn, где θ — некоторая
константа.

Доказательство. Непосредственно следует из замечания к лемме 2 из
[10].

Для доказательства λ-сепарируемости d-мерных графов воспользу-
емся результатами работы [23]. Введем следующее вспомогательное опре-
деление.

Определение 4 ([23], определение 2.3). Пусть α ≥ 1, и пусть B =
{B1, B2, . . . , Bp} — система замкнутых d-мерных шаров, внутренности
которых не пересекаются. Граф α-пересечений для B есть неориентиро-
ванный граф с вершинами V = {1, 2, . . . , p} и ребрами

E = {{i, j} : Bi ∩ (α ·Bj) 6= ∅ и (α ·Bi) ∩Bj 6= ∅}
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где α ·Bj обозначает шар с тем же центром, что и Bj , и в α раз большим
радиусом.

Следующая лемма показывает связь между d-мерными графами и
графами α-пересечений.

Лемма 11. Пусть G — класс d-мерных графов с параметром ce. То-
гда каждый граф из G можно дополнить некоторым (возможно, нуле-
вым) количеством ребер так, что полученный граф будет графом 2ce-
пересечений в d-мерном пространстве.

Доказательство. Пусть G ∈ G. По определению d-мерных графов, вер-
шины G можно разместить в d-мерном пространстве так, что расстояние
между любыми двумя вершинами будет не меньше 1, при этом любые
смежные вершины будут находиться на расстоянии не более ce.

Рассмотрим G′ — граф 2ce-пересечений для системы шаров с ради-
усом 0.5 и центрами в вершинах графа. Поскольку расстояние между
центрами шаров не меньше 1, а радиус равен 0.5, внутренности шаров
не пересекаются. Далее, если между некоторыми вершинами графа G
имелось ребро, то расстояние между центрами соответствующих шаров
не превосходит ce. Следовательно, шары с соответствующими центрами
и радиусами 0.5 и 0.5 · 2ce = ce будут пересекаться. Соответственно, все
ребра G являются ребрами G′.

Лемма 12 ([23], теорема 2.4). Пусть d ≥ 1, α ≥ 1 — константы. Тогда
существует функция

f(p) = O
(
α · p d−1

d + c(α, d)
)

такая, что любой граф α-пересечений в d-мерном пространстве будет
являться вершинно f(p)-сепарируемым. При этом сепаратор будет раз-
делять графы класса для части, число вершин которых не превосходит
d+1
d+2 от изначального числа вершин.

Фактически лемма утверждает о d−1
d -сепарируемости всех графов α-

пересечений в d-мерном пространстве.

Замечание 5. В первоисточнике [23] данная лемма была сформулиро-
вана несколько иначе. В частности, рассматривался произвольный граф
α-пересечений в d-мерном пространстве и утверждалось о его сепари-
руемости с размером сепаратора, ограниченным O

(
α · p d−1

d + c(α, d)
)
.

Поскольку функция сепарируемости является общей для всех графов
монотонного класса, для упрощения понимания в данной работе форму-
лировка леммы была изменена так, чтобы подчеркнуть независимость
функции сепарируемости от выбора графа.
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Следствие 3. Пусть G — класс d-мерных графов. Тогда G является
p
d−1
d -сепарируемым.

Доказательство. Непосредственно следует из лемм 11 и 12.

5.2. Оценки функции Шеннона

d-мерные схемы. Используя доказанные в предыдущем разделе свой-
ства d-мерных графов, сформулируем теорему о нижней оценке для d-
мерных схем.

Теорема 2. Пусть T — произвольный d-мерный носитель. Тогда

L(MT
k , n) & 2n

min(n, d log k)
при k →∞, n→∞.

Доказательство. Непосредственно следует из теоремы 1, лемм 9, 10 и
следствия 3.

Прямоугольные многомерные схемы. Прямоугольные многомер-
ные схемы являются частным случаем d-мерных схем, поэтому к ним
также применима нижняя оценка из теоремы 2.

В работе [13] для прямоугольных многомерных схем была доказана
верхняя оценка функции Шеннона.

Лемма 13 ([13], теорема 1).

L(Md
k , n) . 2n

min(n, d log k)
при k →∞, n→∞.

Используя теорему 2 и лемму 13, получим асимптотику функции
Шеннона для прямоугольных многомерных схем.

Следствие 4.

L(Md
k , n) ∼ 2n

min(n, d log k)
при k →∞, n→∞.

6. Заключение

В данной работе была доказана нижняя оценка функции Шеннона слож-
ности L(MT

k , n) & max
(
2n

n ,
2n(1−λ)
log k

)
для произвольного λ-сепарируемого

носителя T . Важным частным случаем подобных носителей являются
d-мерные графы, для которых таким образом получена нижняя оценка
L(MT

k , n) & 2n

min(n,d log k) .
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Естественным направлением для развития результатов, полученных
в данной работе, является исследование классов графов с функцией се-
парируемости, отличной от pλ. Например, интерес представляют графы,
допускающую укладку в гиперболической плоскости. В работе [19] дока-
зано, что подобные графы обладают логарифмической функцией сепа-
рируемости. Следствие 2 теоремы 1 позволяет получить нижнюю оценку
функции Шеннона для подобных графов. Однако вопрос о верхней оцен-
ке остается открытым.
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The complexity of multilayer d-dimensional circuits
Sitdikov T. R., Kalachev G. V.

In this paper we research a model of multilayer circuits with a single
logical layer. We consider λ-separable graphs as a support for circuits.
We establish the Shannon function lower bound max

(
2n

n ,
2n(1−λ)
log k

)
for

this type of circuits where k is the number of layers. For d-dimensional
graphs, which are λ-separable for λ = d−1

d , this gives the Shannon
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function lower bound 2n

min(n,d log k) . For multidimensional rectangular
circuits the proved lower bound asymptotically matches to the upper
bound.

Keywords: multilayer circuits, multidimensional circuits, Shannon
function asymptotics, circuit complexity, graph separators.
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Классы линейных p-автоматов с
операциями суперпозиции

А.А. Часовских1

Для классов линейных автоматов над простыми конечными по-
лями с операциями суперпозиции найдены все предполные классы.

Ключевые слова: конечный автомат, линейный автомат, опе-
рации суперпозиции, полнота, замкнутый класс, предполный класс,
простое поле.

Для заданного простого числа p через Ep будем обозначать поле из p
элементов, Ep = {0, 1, . . . , p − 1}. Линейный p-автомат строится из сум-
матора по модулю p и задержек с начальным состоянием a, a ∈ Ep, с
использованием операций композиции [1]. Класс линейных p-автоматов
вместе с операциями суперпозиции обозначим LSp.

Для класса LS2 в работе [2] были найдены все предполные классы, то
есть максимальные по включению замкнутые по операциям суперпози-
ции собственные подмножества. Здесь будут получены все предполные
классы в LSp в случае любого простого p.

Следуя работе [1], через Ep[ξ] будем обозначать множество многочле-
нов от переменной ξ с коэффициентами из Ep, а через E′p(ξ) — множество
отношений многочленов из Ep[ξ], с ненулевым свободным членом знаме-
нателя.

Множество всех формальных степенных рядов переменной ξ с коэф-
фициентами из Ep обозначим Rp(ξ). На множестве Rp(ξ) естественным
образом вводим операции сложения и умножения. Для α ∈ Rp(ξ) через
α(0) обозначаем свободный член ряда α.

Нетрудно видеть, что каждый элемент u
v множества E′p(ξ) можно

представить некоторым рядом µ из Rp(ξ) таким, что µ · v = u. При
этом коэффициенты ряда µ образуют периодическую (с предпериодом)
последовательность.

Согласно работе [1], линейный автомат с n входами из LSp опреде-
ляет некоторое отображение f из Rp(ξ)

n в Rp(ξ), для которого в E′p(ξ)
найдутся µi, i = 0, 1, . . . , n такие, что

f (α1, . . . , αn) =
n∑

i=1

µiαi + µ0. (1)

1Часовских Анатолий Александрович — доцент каф. математической теории ин-
теллектуальных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: chasovskikh@mail.ru.

Chasovskikh Anatoly Alexandrovich — associate professor, Lomonosov Moscow State
University, Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of
Intellectual Systems.
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В этом случае через U(f) мы для удобства обозначаем множество
{ µi | i = 1, 2, . . . , n }.

Положим:

Ta = {f | f ∈ LSp, f сохраняет a в начальный момент} , a ∈ Ep,

M1 =
{
f | f ∈ LSp, ∀µ, µ ∈ U(f), µ− µ(0) ∈ ξ2E′p(ξ)

}
.

Упорядочим все неприводимые приведенные многочлены из Ep[ξ]: p1, p2,
. . . так, что p1 = ξ. Положим далее:

Mi =
{
f | f ∈ LSp,∀

u

v
,
u

v
∈ U(f), pi 6 |v

}
, i ∈ {2, 3, . . . }.

Через V1 обозначим множество всех автоматов из LSp, которые в
начальный момент зависят не более чем от одного входа, а через Vp —
множество всех таких f , f ∈ LSp, что, если для f выполнено (1), то∑n

i=1 µi(0) = 1.

Теорема 1. Множество JSp = {V1, Vp, T0, T1, . . . , Tp−1,M1,M2, . . . } со-
стоит из всех предполных классов в LSp.

Теорема 2. JSp — приведенная критериальная система [1] в LSp.
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Linear p-automata classes with superposition operations
Chasovskikh A.A.

All precomplete classes are found for classes of linear automata over
simple finite fields with superposition operations.

Keywords: finite automaton, linear automaton, operation of
superposition, completeness, closed class, maximum subclass, finite
field.
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Äîêëàäû ñåìèíàðà ¾Âîïðîñû ñëîæíîñòè

àëãîðèòìîâ ïîèñêà¿

Â âåñåííåì ñåìåñòðå 2020 � 2021 ó÷åáíîãî ãîäà íà íàó÷íîì ñåìèíàðå
¾Âîïðîñû ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ ïîèñêà¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà
Ýëüÿðà Ýëüäàðîâè÷à Ãàñàíîâà ñîñòîÿëîñü 7 äîêëàäîâ.

10 ôåâðàëÿ 2021 ãîäà

Ðàñøèðåííûå âû÷èñëåíèÿ êàê íîâûé êîíöåïò
àëãîðèòìà

ê.ô.-ì.í. Âîëêîâ Í.Þ.

Â äîêëàäå ïðåäëîæåíà íîâàÿ ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèé, ðàñøèðÿþùàÿ
ïîíÿòèå àëãîðèòìà. Îáðàçóåòñÿ êîíòèíóàëüíîå ìíîæåñòâî ðàñøèðåííûõ
àëãîðèòìîâ, â êîòîðîå êëàññè÷åñêèå àëãîðèòìû Òüþðèíãà åñòåñòâåííûì
îáðàçîì âëîæèìû, êàê ïðîñòåéøèé (íóëåâîé) ýëåìåíò. Ïîëó÷åííàÿ êîí-
ñòðóêöèÿ óíèâåðñàëüíà. Ïðè ïîìîùè ðàñøèðåííûõ àëãîðèòìîâ âû÷èñ-
ëèìû âñå (÷àñòè÷íûå) ñ÷¼òíîçíà÷íûå ôóíêöèè âèäà f : Nn

0 → N0 è
ëþáûå èíûå ôóíêöèè.

Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíîé âû÷èñëèìîñòè α-âû÷èñëèìîñòè, êî-
òîðîå ïîçâîëÿåò êëàññèôèöèðîâàòü ðàñøèðåííûå àëãîðèòìû è èçó÷àòü
âíóòðåííþþ ñòðóêòóðó ýòîãî ìíîæåñòâà. Ïîíÿòèå íåâû÷èñëèìîñòè ñòà-
íîâèòñÿ îòíîñèòåëüíûì. Íåâû÷èñëèìûå ïî Òüþðèíãó ôóíêöèè ñòàíî-
âèòñÿ âîçìîæíûì êëàññèôèöèðîâàòü ïî òðóäíîñòè èõ âû÷èñëåíèÿ ðàñ-
øèðåííûìè àëãîðèòìàìè.

Â ñâåòå ýòîãî, èçâåñòíûé �Òåçèñ ×¼ð÷à� ïåðåñòà¼ò áûòü àêòóàëüíûì.
Â òî æå âðåìÿ, �Òåçèñ Òüþðèíãà�, ðàíåå ñ÷èòàâøèéñÿ åìó ýêâèâàëåíò-
íûì, íóæäàåòñÿ â ïåðåñìîòðå è, ïîñëå óòî÷íåíèÿ (ðàñøèðåíèÿ) ïðîöå-
äóðû âû÷èñëåíèé íà ìàøèíå Òüþðèíãà, ñîõðàíÿåò ñâî¼ çíà÷åíèå.
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17 ôåâðàëÿ 2021 ãîäà

Ðàñïîçíàâàíèå ñâîéñòâà ïî÷òèäðåâîâèäíîñòè
ãðàôîâ àâòîìàòàìè

ñòóä. ñïåöèàëèòåòà Äåìèäîâà À.À.

Ñâÿçíûé ãðàô íàçûâàåòñÿ ïî÷òè-1-äåðåâîì (èëè ïî÷òè äåðåâîì) â
òîì ñëó÷àå, åñëè èç íåãî íóæíî óäàëèòü îäíî ðåáðî äëÿ òîãî, ÷òîáû
îí ñòàë äåðåâîì. Òàêèì îáðàçîì, ïî÷òè-1-äåðåâüÿìè ÿâëÿþòñÿ ãðàôû,
ñîñòîÿùèå èç öèêëà, èç êàæäîé âåðøèíû êîòîðîãî èñõîäèò äåðåâî. Ðàñ-
ñìàòðèâàåìîìó àâòîìàòó äîñòóïíî íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî êðàñîê, êîòî-
ðûå îí íàíîñèò íà ð¼áðà â òå÷åíèå îáõîäà ãðàôà. Êðîìå òîãî, â ëþáîé
ìîìåíò âðåìåíè àâòîìàòó èçâåñòíî, êðàñèë ëè îí òîëüêî ÷òî ðåáðî, ïî
êîòîðîìó ïðîø¼ë. Äîêàçàíî, ÷òî àâòîìàòó õâàòèò òð¼õ êðàñîê äëÿ òîãî,
÷òîáû óçíàòü, ÿâëÿåòñÿ ãðàô ïî÷òè-1-äåðåâîì èëè æå â í¼ì ñîäåðæèòñÿ
áîëåå îäíîãî öèêëà.

24 ôåâðàëÿ 2021 ãîäà

Âåðõíÿÿ îöåíêà ïåðåêëþ÷àòåëüíîé ìîùíîñòè
ðåàëèçàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

ïëîñêèìè àâòîìàòíûìè ñõåìàìè

ñòóä. ñïåöèàëèòåòà Âîðîòíèêîâ À.Ñ.

Ïî àíàëîãèè ñ ïåðåõîäîì îò ÑÔÝ ê ñòðóêòóðíûì àâòîìàòàì ìîæíî
ïåðåéòè îò ïëîñêèõ ñõåì ê àâòîìàòíûì ïëîñêèì ñõåìàì. Â áàçèñ ýëåìåí-
òîâ äîáàâëÿåòñÿ �çàäåðæêà�, ïðàâèëà ïîäêëþ÷åíèÿ ýëåìåíòîâ, à òàê æå
èíòåðïðåòàöèÿ ðåàëèçóåìîãî äàííîé ñõåìîé îáúåêòà (â íàøåì ñëó÷àå �
àâòîìàòà) îñòàþòñÿ ïðåæíèìè. Äëÿ öèêëè÷íî ôóíêöèîíèðóþùèõ àâòî-
ìàòíûõ ïëîñêèõ ñõåì áåç âõîäà ìîæíî ââåñòè òàêóþ ìåðó ñëîæíîñòè, êàê
ïåðåêëþ÷àòåëüíàÿ ìîùíîñòü, ðàâíóþ ñóììå çàòðàò ýíåðãèè íà ïåðåêëþ-
÷åíèå ñ êàæäîãî òàêòà öèêëà íà ñëåäóþùèé, íîðìèðîâàííîé íà äëèíó
öèêëà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïåðåêëþ÷àòåëüíàÿ ìîùíîñòü ñõåìû, ðåàëèçóþùåé

ïåðèîäè÷åñêóþ îäíîáèòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû 2n íå áîëüøå 2
n
2

n
ïî ïîðÿäêó. Ïðåäúÿâëÿåòñÿ ñõåìà, îáëàäàþùàÿ òàêîé ïåðåêëþ÷àòåëü-
íîé ìîùíîñòüþ. Ïðè ïîñòðîåíèè ïðèìåíÿëèñü èäåè, ðàíåå âîçíèêàâøèå
â êîíñòðóêöèÿõ ïëîñêèõ ñõåì.
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17 ìàðòà 2021 ãîäà

Ïåðåâîä ðèñóíêîâ, ñîäåðæàùèõ äîðîæíóþ
ðàçìåòêó, â ôîðìàëüíóþ ìîäåëü

ñòóä. ñïåöèàëèòåòà Ãîðåëîâà À.À.

Äîêëàä ïîñâÿùåí ôîðìàëèçàöèè èçîáðàæåíèÿ äîðîæíîãî ó÷àñòêà è
ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ìîäåëè äîðîæíîé ñèòóàöèè, îñíîâàííîé íà òåîðåòèêî-
ãðàôîâîì ïîäõîäå. Äëÿ ïåðåõîäà ê ôîðìàëüíîé ìîäåëè íåîáõîäèìî èç-
âëå÷åíèå êëþ÷åâûõ ýëåìåíòîâ èç èçîáðàæåíèÿ. Â äàííîì ñëó÷àå, ê íèì
îòíîñèòñÿ äîðîæíàÿ ðàçìåòêà è çíàêè, êîòîðûå äåéñòâóþò íà äîðîæíûé
ó÷àñòîê. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü ôîð-
ìàëüíóþ ìîäåëü, àëãîðèòì, ïåðåâîäÿùèé èçîáðàæåíèå â ýòó ôîðìàëü-
íóþ ìîäåëü è àëãîðèòì îáðàáîòêè èçîáðàæåíèÿ äëÿ èçâëå÷åíèÿ êëþ÷å-
âûõ ýëåìåíòîâ.

31 ìàðòà 2021 ãîäà

Ìîäåëèðîâàíèå ïåðåìàãíè÷èâàíèÿ è ìàãíèòíîé
ðåëàêñàöèè ñïèíîâûõ âåíòèëåé

ñòóä. ñïåöèàëèòåòà Àëëàÿðîâ Ð.Ñ.

Ðàçâèòèå òåõíîëîãèè �Point-of-Care� áèîñåíñîðíûõ ïëàòôîðì íîâîãî
ïîêîëåíèÿ äëÿ ñîâðåìåííûõ ìåäèöèíñêèõ èññëåäîâàíèé íàáèðàåò îáîðî-
òû. Åå öåëü � äàòü ëþäÿì ïîðòàòèâíûå è êîìïàêòíûå óñòðîéñòâà äëÿ
ïðîâåäåíèÿ ìåäèöèíñêèõ èññëåäîâàíèé íà ìåñòå, áåç íåîáõîäèìîñòè ïî-
ñåùåíèÿ êëèíèê.

Â îñíîâå áèîñåíñîðíîé ïëàòôîðìû ëåæèò åå ÷óâñòâèòåëüíûé ìåõà-
íèçì, êîòîðûé çàäàåò ñïîñîáû ôèêñàöèè, õàðàêòåðèçàöèè è èíòåðïðå-
òèðîâàíèÿ áèîìåäèöèíñêèõ ñèãíàòóð. Ïîñëåäíèå äîñòèæåíèÿ â îáëàñòè
òåõíîëîãèé �Lab-on-a-chip� ïîçâîëèëè èíòåãðèðîâàòü ðàçëè÷íûå áèîñåí-
ñîðû ñ ìèêðîôëþèäèêîé. Ó òåõíîëîãèè �Lab-on-a-chip� åñòü äâà ðåæèìà
ìàãíèòíîãî ñ÷èòûâàíèÿ � �label free� è �labeled�. Ïåðâûé ðåæèì îðèåíòè-
ðîâàí íà ïðÿìîå îáíàðóæåíèå ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ èçìåíåíèé áèîëîãè÷å-
ñêèõ îáðàçöîâ, âûçâàííûõ õèìè÷åñêèì èëè áèîëîãè÷åñêèì ñâÿçûâàíèåì.
Åãî îñíîâíûì íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàòåëüíîñòü ê òîíêîé ïðåäîá-
ðàáîòêå áèîëîãè÷åñêèõ îáðàçöîâ äëÿ óñòðàíåíèÿ ëîæíûõ ñðàáàòûâàíèé.
�Labeled� áèîñåíñîðû, íàïðîòèâ, íå òðåáîâàòåëüíû ê ïðåäîáðàáîòêå è
èìåþò âûñîêóþ ñåëåêòèâíîñòü.
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Èñïîëüçîâàíèå ìàãíèòíûõ ÷àñòèö ìèêðî- è íàíîìåòðîâîãî ìàñøòàáà
â êà÷åñòâå ìåòîê äëÿ �Labeled�-áèîñåíñîðîâ ñóëèò ìíîæåñòâî ïðåèìó-
ùåñòâ. Âî-ïåðâûõ, â îñíîâíîì áèîëîãè÷åñêèå îáúåêòû äëÿ ñêàíèðîâà-
íèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ìàãíèòíûìè. Ïîýòîìó íåò èñêàæåíèÿ ñèãíàëîâ îò íà-
íî÷àñòèö. Âî-âòîðûõ, äîâîëüíî õîðîøî ðàçðàáîòàíû ìåòîäèêè ñâÿçûâà-
íèÿ ìàãíèòíûõ ÷àñòèö è áèîëîãè÷åñêèõ êëåòîê ïðè ïîìîùè òåõíîëîãèè
àíòèòåëî-àíòèãåí. Ê òîìó æå, âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå ìàãíèòíûõ ÷à-
ñòèö äëÿ ñåïàðàöèè è òðàíñïîðòèðîâêè ìàãíèòîìå÷åííûõ êëåòîê.

Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíî îáúåäèíåíèå ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ ðàáîò ïî äåòåêòèðîâàíèþ íàíî÷àñòèö íà ïëàòôîðìå I (îäíîñëîéíûé
CoFeB) è ïëàòôîðìå II (ñèñòåìà CoFeB/Ta/CoFeB) ïðè ïîìîùè àòîìíî-
ñèëîâîé ìèêðîñêîïèè, ÑÊÂÈÄ-ìàãíèòîìåòðèè, ÝÏÐ-ñïåêòðîñêîïèè. Îõà-
ðàêòåðèçîâàíû ïåðåìàãíè÷åííûå îáëàñòè ïîä íàíî÷àñòèöàìè ïðè ïî-
ìîùè ïðîñòûõ ýìïèðè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ìèêðîìàãíèòíîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ ïåðåìàãíè÷èâàíèÿ ïëàòôîðì ïîä âîçäåéñòâèåì ïîëåé ðàññåÿíèÿ
êëàñòåðîâ ìàãíèòíûõ íàíî÷àñòèö Fe/Fe3O4. Ðàññ÷èòàíî ëîêàëüíîå èçìå-
íåíèå ìàãíèòîñîïðîòèâëåíèÿ ïëàòôîðìû II ïîä êëàñòåðîì íàíî÷àñòèö,
êîòîðîå ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì. Ðàññ÷èòàíî ëîêàëüíîå èçìåíåíèå
ýôôåêòèâíîé ìàãíèòíîé àíèçîòðîïèè ðàññìàòðèâàåìûõ ïëàòôîðì ïîä
êëàñòåðàìè íàíî÷àñòèö, ñîãëàñóþùååñÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì.

7 àïðåëÿ 2021 ãîäà

Ïîðÿäîê ïåðåêëþ÷àòåëüíîé ìîùíîñòè
àâòîìàòíûõ ïëîñêèõ ñõåì, ðåàëèçóþùèõ

ïåðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ñòóä. ñïåöèàëèòåòà Âîðîòíèêîâ À.Ñ.

Ïî àíàëîãèè ñ ïåðåõîäîì îò ÑÔÝ ê ñòðóêòóðíûì àâòîìàòàì ìîæíî
ïåðåéòè îò ïëîñêèõ ñõåì ê àâòîìàòíûì ïëîñêèì ñõåìàì. Â áàçèñ ýëåìåí-
òîâ äîáàâëÿåòñÿ �çàäåðæêà�. Òåïåðü êîððåêòíûìè ñ÷èòàþòñÿ åù¼ è ñõå-
ìû ñ îðèåíòèðîâàííûìè öèêëàìè, åñëè òàêèå öèêëû ñîäåðæàò õîòü îäíó
�çàäåðæêó�; ïðàâèëà ïîäêëþ÷åíèÿ ýëåìåíòîâ, à òàê æå èíòåðïðåòàöèÿ
ðåàëèçóåìîãî äàííîé ñõåìîé îáúåêòà (â íàøåì ñëó÷àå � àâòîìàòà) îñòà-
þòñÿ ïðåæíèìè. Äëÿ àâòîìàòíûõ ïëîñêèõ ñõåì áåç âõîäà ìîæíî ââåñòè
òàêóþ ìåðó ñëîæíîñòè, êàê ïåðåêëþ÷àòåëüíàÿ ìîùíîñòü, ðàâíóþ ñóììå
çàòðàò ýíåðãèè íà ïåðåêëþ÷åíèå ñ êàæäîãî òàêòà öèêëà íà ñëåäóþùèé,
íîðìèðîâàííîé íà äëèíó öèêëà.

Ïîêàçàíî, ÷òî ïåðåêëþ÷àòåëüíàÿ ìîùíîñòü ñõåìû, ðåàëèçóþùåé ïå-

ðèîäè÷åñêóþ îäíîáèòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû 2n íå áîëüøå 2
n
2

n
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ïî ïîðÿäêó, ïðè óñëîâèè èñïîëüçîâàíèÿ íå ìåíåå n2 �çàäåðæåê� àñèìï-
òîòè÷åñêè. Ïðåäúÿâëÿåòñÿ ñõåìà, îáëàäàþùàÿ òàêîé ïåðåêëþ÷àòåëüíîé
ìîùíîñòüþ, äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîòîðîé òðåáóåòñÿ íå áîëåå n2 �çàäåðæåê�
àñèìïòîòè÷åñêè.

Òàê æå ïîêàçàíî, ÷òî ñðåäè ñõåì, ðåàëèçóþùèõ íåêîòîðóþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü äëèííû 2n è ñîäåðæàùèõ íå áîëåå n2 �çàäåðæåê� ïî ïîðÿäêó,

äîëÿ ñõåì, èìåþùèõ ïåðåêëþ÷àòåëüíóþ ìîùíîñòü ìåíåå 2
n
2

n , ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ ñ ðîñòîì n.

Ýòè äâà óòâåðæäåíèÿ äàþò ïîðÿäîê ïåðåêëþ÷àòåëüíîé ìîùíîñòè äëÿ
ñõåì âêëþ÷àþùèõ n2 �çàäåðæåê� àñèìïòîòè÷åñêè.

Ïðè ïîñòðîåíèè àêòèâíî ïðèìåíÿëèñü èäåè, ðàíåå âîçíèêàâøèå â êîí-
ñòðóêöèÿõ ïëîñêèõ ñõåì.

14 àïðåëÿ 2021 ãîäà

Àâòîìàòíîå ìîäåëèðîâàíèå àýðîäèíàìèêè êðûëà

ñòóä. ñïåöèàëèòåòà Ãîðäååâà À.Ñ.

Â äîêëàäà èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ ïîë¼òà êðû-
ëà â âîçäóøíîì ïîòîêå. Äëÿ ýòîé öåëè èñïîëüçîâàíû êëåòî÷íûå àâòîìà-
òû, èìèòèðóþùèå äâèæåíèå âîçäóõà, à òàêæå àâòîìàò, ìîäåëèðóþùèé
êðûëî. Êðûëî èìååò íåêîòîðóþ íåñèììåòðè÷íóþ ôîðìó. Êëåòî÷íûå àâ-
òîìàòû èçîáðàæàþò ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå ÷àñòèö, íî ïðè ñòîëêíî-
âåíèè ñ êðûëîì �îáòåêàþò� åãî, ïðè÷åì ñêîðîñòü ÷àñòèö, äâèæóùèõñÿ ïî
áîëåå äëèííîé ñòîðîíå êðûëà, áîëüøå ñêîðîñòè ÷àñòèö ñ äðóãîé ñòîðîíû.
Èç-çà ýòîãî âîçíèêàåò ïîäúåìíàÿ ñèëà. Àâòîìàò, ìîäåëèðóþùèé êðûëî,
�âèäèò� êëåòî÷íûå àâòîìàòû èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè è âûñ÷èòûâàåò
èõ ñêîðîñòü, íà îñíîâå ýòîãî âû÷èñëÿåòñÿ âåêòîð ïîäúåìíîé ñèëû. Â ðå-
çóëüòàòå ÷åãî êðûëî ìåíÿåò ñâîè êîîðäèíàòû.

Íàéäåíà ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòåé â îáùåì ñëó÷àå,
äîñòàòî÷íûõ äëÿ òîãî, ÷òîáû êðûëî ïîäíèìàëîñü. Òàêæå ïðåäñòàâëåíî
äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ äëÿ óïðîùåííîãî ïðîôèëÿ êðûëà. Ïîêà-
çàíî ñîâïàäåíèå òåîðåòè÷åñêîãî ðàñ÷¼òà ñ ðåçóëüòàòàìè ìîäåëèðîâàíèÿ.
Ïðèâåäåí ïðèìåð, äåìîíñòðèðóþùèé, ÷òî ñêîðîñòü, âû÷èñëåííàÿ ïî ÿâ-
íîé ôîðìóëå, óáûâàåò ïðè ìàëîì óâåëè÷åíèè óãëà àòàêè.
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мой Российского индекса научного цитирования.
4. За публикацию статей в журнале «Интеллектуальные системы. Теория и
приложения» с авторов (в том числе аспирантов высших учебных заведений)
статей, рекомендованных к публикации, плата не взимается. Оттиски статей
авторам не предоставляются. Журнал распространяется по подписке, экзем-
пляры журнала рассылаются подписчикам наложенным платежом. Условия
подписки публикуются в каталоге НТИ «Роспечать», индекс журнала 64559.
5. Доступ к электронной версии последнего вышедшего номера осуществля-
ется через НЭБ «Российский индекс научного цитирования». Номера, вы-
шедшие ранее, размещаются на сайте http://intsysjournal.org, и доступ к ним
бесплатный. Там же будут размещены аннотации всех публикуемых статей.
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