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Ê 85-ëåòíåìó þáèëåþ

Âàëåðèÿ Áîðèñîâè÷à Êóäðÿâöåâà

4 èþëÿ 2021 ãîäà èñïîëíèëîñü 85 ëåò ñîçäàòåëþ è áåññìåííîìó ãëàâ-

íîìó ðåäàêòîðó íàøåãî æóðíàëà, çàâåäóþùåìó êàôåäðîé ìàòåìàòè÷å-

ñêîé òåîðèè èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôà-

êóëüòåòà ÌÃÓ, äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïðîôåññîðó Êóä-

ðÿâöåâó Âàëåðèþ Áîðèñîâè÷ó.

Â.Á. Êóäðÿâöåâ � âûäàþùèéñÿ ðóññêèé ó÷åíûé-ìàòåìàòèê, îñíîâà-

òåëü è áåññìåííûé ðóêîâîäèòåëü êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè èíòåë-

ëåêòóàëüíûõ ñèñòåì, ñîçäàòåëü êðóïíåéøåé â Ðîññèè íàó÷íîé øêîëû ïî

òåîðèè àâòîìàòîâ è ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì, â

êîòîðîé òðóäÿòñÿ ïîäãîòîâëåííûå èì 28 äîêòîðîâ è 96 êàíäèäàòîâ íàóê.

Ïîëó÷åííûå èì ôóíäàìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ïî ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåð-

íåòèêå, äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå, òåîðèè àâòîìàòîâ è òåîðèè èíòåëëåêòó-

àëüíûõ ñèñòåì ïîëó÷èëè øèðîêóþ èçâåñòíîñòü è çàñëóæåííîå ïðèçíà-

íèå îòå÷åñòâåííîé è ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé îáùåñòâåííîñòè. Åãî ÿðêèå

ïðèêëàäíûå ðàáîòû øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ïðîìûøëåííûõ òåõíîëîãè-

ÿõ è ïîäòâåðæäåíû 35 ïàòåíòàìè ÑØÀ â îáëàñòè ìèêðîýëåêòðîíèêè.

Â.Á.Êóäðÿâöåâ ÿâëÿåòñÿ àâòîðîì 247 íàó÷íûõ ðàáîò, ñðåäè êîòîðûõ 35

ìîíîãðàôèé è ó÷åáíûõ ïîñîáèé, äåéñòâèòåëüíûì ÷ëåíîì Ìåæäóíàðîä-

íîé Àêàäåìèè Òåõíîëîãè÷åñêèõ Íàóê, Ðîññèéñêîé Àêàäåìèè Åñòåñòâåí-

íûõ Íàóê, ïî÷åòíûì äîêòîðîì óíèâåðñèòåòà ã. Áåëãðàäà (Ñåðáèÿ), ÷ëå-

íîì ðÿäà äðóãèõ îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ íàó÷íûõ îðãàíèçàöèé.

Â.Á.Êóäðÿâöåâ îêîí÷èë ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ

èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, à çàòåì åãî àñïèðàíòóðó è ïðîøåë âåñü ïóòü îò

àññèñòåíòà äî çàâåäóþùåãî êàôåäðîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè èíòåëëåê-

òóàëüíûõ ñèñòåì.

Â.Á.Êóäðÿâöåâ ðàçðàáîòàë áîëåå 10 êóðñîâ ëåêöèé, êîòîðûå ÷èòàåò íà

ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ, ðóêîâîäèò ðàáîòîé 6 ñïåö-

ñåìèíàðîâ. Â 2008 ãîäó îí âîçãëàâèë ôèëèàë ÌÃÓ â ã. Òàøêåíòå (Óçáå-

êèñòàí) è âûâåë åãî â ÷èñëî ëó÷øèõ ñðåäè çàðóáåæíûõ ôèëèàëîâ ÌÃÓ.

Â.Á.Êóäðÿâöåâ âåäåò áîëüøóþ ðàáîòó ïî îðãàíèçàöèè íàó÷íî-èññëå-

äîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè, ÿâëÿÿñü ÷ëåíîì äèññåðòàöèîííûõ è íàó÷íûõ

ñîâåòîâ.

Ñîçäàííûé Â.Á.Êóäðÿâöåâûì ñåìèíàð ¾Íàóêà è êóëüòóðà¿, ãäå ïðî-

õîäÿò âñòðå÷è ñ èíòåðåñíûìè ó÷åíûìè è äåÿòåëÿìè êóëüòóðû, ñïîñîá-

ñòâóåò äóõîâíî-íðàâñòâåííîìó âîñïèòàíèþ íàó÷íîé ìîëîäåæè.
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Ñåðäå÷íî ïîçäðàâëÿåì Âàëåðèÿ Áîðèñîâè÷à ñ þáèëååì, æåëàþ êðåï-

êîãî çäîðîâüÿ, òâîð÷åñêîãî äîëãîëåòèÿ è ñ÷àñòüÿ!

Ðåäàêöèîííàÿ êîëëåãèÿ æóðíàëà

¾Èíòåëëåêòóàëüíûå ñèñòåìû. Òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ¿.
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Ê 80-ëåòíåìó þáèëåþ

Ñòàíèñëàâà Âëàäèìèðîâè÷à Àëåøèíà

14 àâãóñòà 2021 ãîäà èñïîëíèëîñü 80 ëåò ÷ëåíó íàøåé ðåäàêöèîí-

íîé êîëëåãèè, ïðîôåññîðó êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè èíòåëëåê-

òóàëüíûõ ñèñòåì ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ, äîêòîðó

ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Àëåøèíó Ñòàíèñëàâó Âëàäèìèðîâè-

÷ó.

Ñ.Â. Àëåøèí � êðóïíûé ó÷åíûé, òàëàíòëèâûé ìàòåìàòèê, àâòîð ôóí-

äàìåíòàëüíûõ ðàáîò â îáëàñòè àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè àâòîìàòîâ è ðàñ-

ïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ. Ñ.Â. Àëåøèíûì ïîëó÷åí âûäàþùèéñÿ íàó÷íûé ðå-

çóëüòàò � ñðåäñòâàìè òåîðèè àâòîìàòîâ íàéäåíî ðåøåíèå îäíîé èç öåí-

òðàëüíûõ ïðîáëåì àëãåáðû � ïðîáëåìû Áåðíñàéäà î ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóï-

ïàõ. Â òåîðèþ àâòîìàòîâ ïðî÷íî âîøëî óñòîé÷èâîå ñî÷åòàíèå ¾ãðóïïû

àëåøèíñêîãî òèïà¿. Â äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè Ñ.Â. Àëåøèíûì ðàçâèò

íîâûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ äèíàìè÷åñêèõ ðàñïîçíàþùèõ ñèñòåì. Ýòè

ðåçóëüòàòû âîøëè â ó÷åáíèêè, øèðîêî èçâåñòíû ìèðîâîé íàó÷íîé îá-

ùåñòâåííîñòè è ïîëó÷èëè çàñëóæåííîå ïðèçíàíèå. Ñ.Â. Àëåøèíûì ïî-

ëó÷åíû 43 ïàòåíòà ÑØÀ, êîòîðûå ïîäòâåðæäàþò åãî êðóïíûé âêëàä â

ðàçâèòèå òåõíîëîãèè ïðîåêòèðîâàíèÿ ÷èïîâ. Ñ.Â. Àëåøèí ÿâëÿåòñÿ àâ-

òîðîì áîëåå 40 íàó÷íûõ ðàáîò, ñðåäè êîòîðûõ 9 ìîíîãðàôèé è ó÷åáíèêîâ,

îäèí èç êîòîðûõ ¾Ââåäåíèå â òåîðèþ àâòîìàòîâ¿ ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì

ó÷åáíèêîì ïî òåîðèè àâòîìàòîâ.

Ñ.Â. Àëåøèí îêîí÷èë ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èìå-

íè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, à çàòåì åãî àñïèðàíòóðó è ïðîøåë âåñü ïóòü îò

àññèñòåíòà äî ïðîôåññîðà.

Ñ.Â. Àëåøèí ÷èòàåò íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ

èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà êóðñû ëåêöèé, ñðåäè êîòîðûõ ¾Òåîðèÿ àâòîìà-

òîâ¿, ¾Ãðóïïû è ïîëóãðóïïû àâòîìàòîâ¿, ðóêîâîäèò ðàáîòîé íåñêîëüêèõ

ñïåöñåìèíàðîâ.

Ñ.Â. Àëåøèí çàìå÷àòåëüíûé ïåäàãîã. Ñðåäè åãî ó÷åíèêîâ � 1 äîêòîð

è 10 êàíäèäàòîâ íàóê.

Îí ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì äèññåðòàöèîííûõ è íàó÷íûõ ñîâåòîâ, âõîäèë â

ñîñòàâ îðãêîìèòåòîâ ìíîãèõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèé.

Ñåðäå÷íî ïîçäðàâëÿåì Ñòàíèñëàâà Âëàäèìèðîâè÷à ñ þáèëååì, æå-

ëàþ êðåïêîãî çäîðîâüÿ, òâîð÷åñêîãî äîëãîëåòèÿ è ñ÷àñòüÿ.

Ðåäàêöèîííàÿ êîëëåãèÿ æóðíàëà

¾Èíòåëëåêòóàëüíûå ñèñòåìû. Òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ¿.
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Часть 1.
Общие проблемы теории
интеллектуальных систем



 



Об алгоритме строгого консенсусного
ранжирования

В. А. Антонюк1

Рассматривается комбинаторный подход к задаче отыскания
оптимального строгого консенсусного ранжирования для заданной
совокупности нестрогих упорядочений альтернатив. Вводится по-
нятие «облегчённой» матрицы потерь (антисимметричной), позво-
ляющей сделать процесс (и результат) оптимизации более простым
и наглядным. Сформулированы процедуры поиска оптимальных
строгих ранжирований (в т.ч. — всех множественных) в различных
ситуациях.

Ключевые слова: ранжирования, медиана Кемени, антисим-
метричные матрицы, параллельное формирование перестановок,
язык Julia, OpenCL.

Введение. Процесс ранжирования [1, с. 16] предполагает сопостав-
ление независимыми акторами (они называются обычно экспертами) на-
бору некоторых объектов, событий, явлений и пр. в количестве N — обоб-
щённо именуемых альтернативами— какого-то своего порядка (порядка
предпочтительности).

Представлением результата такого ранжирования (он здесь тоже бу-
дет именоваться ранжированием, поскольку это слово может в языке
обозначать как сам процесс, так и его результат) считают либо вектор
рангов, где перечислены ранги, сопоставленные альтернативам, — от 1
до N , либо вектор порядка, где перечислены сами альтернативы— в по-
рядке от наилучшей до самой худшей.

Если эксперт сопоставляет разным альтернативам различные зна-
чения рангов, то принято говорить о полном ранжировании (complete
ranking) и линейном (или полном) упорядочении альтернатив (linear/full
ordering). Если же какие-нибудь альтернативы для эксперта представ-
ляются неразличимыми, т. е., не получается сопоставить им различные
ранги или порядок следования, то говорят о связанном ранжировании
(tied ranking) или слабом упорядочении (weak ordering). Набор из K ран-
жирований, предоставленных K экспертами, часто называют профилем
индивидуальных предпочтений или просто профилем.

Цель анализа исходных ранжирований альтернатив (профиля) — по-
лучение некоторого консенсусного ранжирования, минимизирущего сум-

1Антонюк Валерий Алексеевич — доцент каф. математического моделирования и
информатики физ. ф-та МГУ, к.ф.-м.н., e-mail: antonyuk@physics.msu.ru.

Antonyuk Valery Alekseevich — Associate Professor, Ph.D., Lomonosov Moscow State
University, Faculty of Physics, Chair of Mathematical Modeling and Computer Science.
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марное (по всем экспертам) «расхождение» между предпочтениями экс-
пертов (исходными ранжированиями) и получаемым консенсусом (ре-
зультирующим ранжированием). В качестве расстояния между ранжи-
рованиями часто используется т. н. расстояние Кемени, при этом найден-
ное консенсусное ранжирование именуется медианой Кемени [1, стр. 73];
оно имеет вид перестановки (или перестановок, если их несколько) аль-
тернатив в нужном порядке (или же их условных номеров).

В работе показано, что для отыскания оптимальных консенсусных
(строгих1) ранжирований удобнее работать не со стандартной матрицей
потерь, а с т. н. «облегчённой». Её элементарный анализ позволяет уста-
новить, с какой ситуацией приходится иметь дело, каково примерно ожи-
даемое количество оптимальных перестановок. Предложен простой эври-
стический алгоритм поиска оптимальных консенсусных ранжирований.
Для практической работы с ранжированиями и реализации предложен-
ного алгоритма был использован язык Julia [2] — по причинам, которые
станут понятны в дальнейшем.

«Облегчённая» матрица потерь (антисимметричная). Матри-
ца потерь (также profile matrix [3, с. 2928–2929]) является удобным спосо-
бом представления информации о совокупности ранжирований альтер-
натив экспертами и, обладая полезными свойствами, часто используется
при отыскании медианы Кемени. Цитируя [1, с. 78]: “Задача отыскания
медианы Кемени для ранжирований может быть сформулирована как
задача отыскания такого упорядочения альтернатив, а следовательно,
строк и столбцов матрицы потерь, чтобы сумма её элементов, распо-
ложенных над диагональю, была минимальна.”

Если обратиться к определению матрицы потерь [1, с. 77], [3, с. 2929],
то выяснится, что каждое из значений в ней (за исключением нулей на
главной диагонали) включает в себя и количество исходных ранжирова-
ний (экспертов), поскольку там суммируются модули элементов каждой
из матриц отношений2 за вычетом значения 1: rij =

∑K
k=1 |a

(k)
ij −1|, i 6= j,

что реально просто отображает область значений {+1, 0,−1} внедиаго-
нальных элементов всех K матриц ‖a(k)ij ‖ в диапазон {0, 1, 2} перед сум-
мированием.

Однако для минимизации суммы наддиагональных элементов (про-
изводимой путём «перемещения» внедиагональных значений в пределах

1В настоящей статье исходные ранжирования считаются полными или связанны-
ми, но результирующие ранжирования— всегда полными; для заголовка же статьи
вместо слова «полное» выбрано слово «строгое» — как менее дезориентирующее.

2Для элементов aij матрицы отношений (для ранжирования частичного или ли-
нейного порядка) величина +1 означает предпочтительность альтернативы i перед
альтернативой j, 0 —равноценность альтернатив i, j (или равенство i = j), −1 —на-
оборот, предпочтительность альтернативы j перед альтернативой i.
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внедиагональных же областей) не имеет никакого значения, что ко всем
внедиагональным добавлена одна и та же величина. Можно вычесть ко-
личество ранжирований из этих элементов, тогда каждый элемент этой
преобразованной матрицы потерь станет просто суммой соответствую-
щих элементов матриц отношений— но с противоположным знаком. А
так как все матрицы отношений для ранжирований (частичного или
линейного порядка) антисимметричны, их сумма тоже будет антисим-
метричной3; далее будем называть её (условно) «облегчённой» матрицей
потерь4.

Расположение в подобной матрице отрицательных значений только
над главной диагональю означает, во-первых, что все альтернативы рас-
положены в таком порядке, что каждая из них предпочтительнее (или
как минимум равноценна) каждой из последующих, а, во-вторых, что
найдена такая перестановка альтернатив, при которой сумма наддиаго-
нальных элементов матрицы минимальна.

Таким образом, ясно, что традиционная неотрицательность элемен-
тов стандартной матрицы потерь — это следствие метрического подхода
к задаче поиска консенсусных ранжирований, потому что вполне есте-
ственно работать с неотрицательными величинами, трактуя их как неко-
торые «расстояния». Если же взглянуть на это немного под другим уг-
лом, с более «комбинаторной» точки зрения, то окажется, что и отрица-
тельность значений имеет свои преимущества.

Поскольку речь идёт об антисимметричной матрице, минимально
возможное (хотя бы теоретически) значение суммы наддиагональных
элементов известно заранее: оно равно сумме всех её отрицательных эле-
ментов. Такое значение может быть достигнуто, если все эти отрицатель-
ные элементы удастся сосредоточить в верхнем треугольнике матрицы, и
меньше эту сумму сделать уже никак нельзя. Но удастся ли расположить
все отрицательные значения таким образом— заранее совершенно неоче-
видно. Кроме того, нас будет интересовать не какое-то одно решение этой
задачи, а все возможные решения, поскольку часто в данной задаче они
многочисленны. При этом вопрос, как следует поступать с этими мно-
жественными решениями для получения одного итогового консенсусного
ранжирования, здесь не рассматривается.

Поэтому фактически можно считать, что в настоящей работе анали-
зируется такая комбинаторная

3Если A>i = −Ai, i = 1, . . . , n, то (A1 + A2 + . . . + An)> = A>1 + A>2 + . . . + A>n =
−A1 −A2 − . . .−An = −(A1 + A2 + . . . + An).

4В «облегчённой» матрице потерь любую её строку (соответствующую некоторой
альтернативе) надо трактовать так: положительными значениями в каких-то столб-
цах указаны более предпочтительные альтернативы (соответствующие этим столб-
цам), отрицательными—менее предпочтительные, нулевыми— равноценные (или са-
ма альтернатива).
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Задача. Для заданной антисимметричной матрицы найти такие (од-
новременные) перестановки её строк и столбцов, чтобы после любой из
них сумма всех наддиагональных элементов преобразованной матрицы
была минимально возможной.

Компактная запись одновременной перестановки строк и столбцов
квадратной матрицы R выглядит так: Π>RΠ, где Π —некоторая матри-
ца перестановки5. К такому же виду приводится и последовательность
подобных преобразований, поскольку

Π>n (. . . (Π>2 (Π>1RΠ1) Π2) . . . ) Πn = (Π1Π2 . . .Πn)>R (Π1Π2 . . .Πn),

а произведение нескольких матриц перестановки есть тоже некоторая
матрица перестановки, т. к. класс этих матриц замкнут относительно
операции умножения матриц [4, стр. 36]. Легко также убедиться, что по-
сле подобного преобразования антисимметричная матрица A : A> = −A
таковой и остаётся:

(Π>AΠ)> = Π>A>(Π>)> = Π>(−A) Π = −(Π>AΠ).

Преимущества использования антисимметричных матриц.
Переход от уже традиционных матриц потерь к «облегчённым» (анти-
симметричным) не влияет на «перестановочную» оптимизацию суммар-
ного значения в верхнем треугольнике матрицы, однако позволяет чётко
разделить три возможные при этом ситуации.

I. В антисимметричной матрице нет внедиагональных нулевых эле-
ментов и все отрицательные элементы могут быть сгруппированы над
главной диагональю матрицы. Отметим, что в этом случае число отри-
цательных элементов в столбцах линейно нарастает (от 0 до N − 1), а в
строках их число линейно убывает (от N − 1 до 0).

II. В антисимметричной матрице есть нулевые элементы вне главной
диагонали и все отрицательные элементы могут быть сгруппированы
над этой диагональю. В таком случае число отрицательных элементов в
столбцах (строках) не превышает указанных выше для ситуации I значе-
ний линейного нарастания (убывания), потому что в противном случае
это означало бы принципиальную невозможность размещения всех от-
рицательных элементов над диагональю матрицы. Однако здесь — в от-
личие от предыдущей ситуации— появляются возможности для такого
обмена местами каких-то строк/столбцов, который не нарушает при этом
«группировку» отрицательных элементов над диагональю, что означа-
ет появление некоторого количества перестановок, дающих требуемый
результат.

5При домножении R на Π справа — переставляются столбцы R, а при домноже-
нии R слева на Π> (транспонированную матрицу перестановки Π) — точно так же
переставляются строки матрицы R.
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III. Отрицательные элементы не удаётся полностью сосредоточить
над главной диагональю. Это значит, что «идеальные» значения ли-
нейного нарастания (убывания) количеств отрицательных элементов
в столбцах (строках) матрицы при этом где-то обязательно превышены.

Каждая из упомянутых здесь трёх ситуаций иллюстрируется на
рис. 1 диаграммами6 со строчными (ромбики) и столбцовыми (квадрати-
ки) количествами отрицательных значений трёх конкретных «облегчён-
ных» матриц потерь (подробнее о самих матрицах — ниже). «Левые» и
«правые» фоновые треугольники показывают допустимые области рас-
положения отсортированных должным образом количеств отрицатель-
ных элементов, при которых в принципе возможно сосредоточить их над
главной диагональю. Это, конечно, не значит, что подобное размещение
отрицательных величин будет обязательно возможно, так как данные
ограничения на них являются необходимыми, но не достаточными.

(а)

1 2 3 4 5

0 0

1 1

2 2

3 3

4 4

(б)

1 2 3 4 5

0 0

1 1

2 2

3 3

4 4

(в)

1 2 3 4 5

0 0

1 1

2 2

3 3

4 4

Рис. 1. Отрицательные значения в антисимметричных матрицах: (а) —
пример ситуации I (см. рис. 2), (б) — пример ситуации II (см. рис. 4), (в) —
пример ситуации III (см. рис. 3).

Для ситуаций I и II никакого превышения количеств отрицательных
значений не наблюдается (ромбики не выходят за пределы левых тре-
угольников, а квадратики— за пределы правых), в то время как в си-
туации III все столбцовые количества отрицательных значений больше
нуля, значит в матрице нет столбца без отрицательных величин: в любом
столбце всегда будет отрицательный элемент.

Кстати, стоило бы отметить, что до тех пор, пока все отрицательные
элементы антисимметричной матрицы можно расположить над главной
диагональю, не имеет никакого значения, чему они в точности равны. Но
в случае принципиальной невозможности сосредоточить их все над диа-
гональю, значения остающихся под диагональю уже весьма существен-
ны: если среди них есть самые большие (по модулю) отрицательные, то

6На всех трёх диаграммах по горизонтали указаны условные номера
строк/столбцов «облегчённых» матриц потерь, а по вертикали— количества от-
рицательных элементов в них (после сортировки строчных количеств — по убыванию
и столбцовых— по возрастанию). Цель диаграмм— оценка возможности «правильно-
го» расположения отрицательных элементов.
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стоит озаботиться именно их перемещением в верхний треугольник, тем
самым уменьшая наддиагональную сумму.

Кроме того, для антисимметричных «облегчённых» матриц потерь
становятся более заметными существенные различия нечётного и чёт-
ного количества экспертов: в первом случае в «облегчённой» матрице
потерь никогда не будет нулевых значений за пределами главной диа-
гонали, а во втором они возможны— в случае некоторого несовпадения
мнений экспертов по поводу отдельных альтернатив.

Антисимметричные матрицы и минимизация суммы их над-
диагональных элементов. Начнём с некоторых несложных, но до-
вольно полезных утверждений.

Теорема 1. Для антисимметричной матрицы, у которой все элемен-
ты над главной диагональю отрицательны, не существует одновремен-
ной перестановки её строк и столбцов (кроме тождественной), после
которой все наддиагональные элементы снова будут отрицательными.

Доказательство. Будем доказывать «от противного». Отметим прежде
всего, что отрицательность всех наддиагональных элементов матрицы
означает, что все элементы под диагональю— положительные, так как
после подобных перестановок матрица всё равно остаётся антисиммет-
ричной.

Предположим противное: существует ещё одна перестановка строк и
столбцов матрицы, при которой все наддиагональные элементы матрицы
опять отрицательны. Покажем, что это вступает в противоречие с тем
фактом, что ни один из столбцов рассматриваемой матрицы не может
быть переставлен на другое место7, иначе под диагональю обязательно
окажется хотя бы один отрицательный элемент, что будет противоречить
либо тому, что матрица остаётся антисимметричной, либо тому, что по-
сле перестановки все наддиагональные элементы опять отрицательны.

Действительно, последний столбец (где имеется N −1 отрицательное
значение) не может оказаться на месте предпоследнего (или более лево-
го) столбца, поскольку тогда над диагональю в столбце не более N − 2
мест, а отрицательных значений в последнем столбце —N − 1. Точно
так же предпоследний столбец не может попасть на место последнего,
поскольку тогда некуда будет поставить последний столбец, а перемеще-
ние предпоследнего столбца левее тоже невозможно— по соображениям,
только что изложенным для последнего столбца: мест над диагональю
будет меньше, чем отрицательных значений в столбце. Применяя анало-
гичные рассуждения к каждому из более левых столбцов матрицы, мы

7Достаточно говорить только о столбцах, поскольку используемая операция сохра-
няет все элементы столбца неизменными, лишь изменяя их расположение в нём, хотя
с таким же успехом можно было рассматривать и строки, ибо они обладают теми же
свойствами.
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получим, что ни один из столбцов не может быть перемещён на другое
место, т. е., другой перестановки реально получить не удаётся, что проти-
воречит предположению. Значит, это предположение неверно и столбцы
матрицы нельзя переставить по-другому, чтобы все её наддиагональные
элементы снова были отрицательными.

Теорема 2. Если все столбцовые8 количества отрицательных величин
антисимметричной матрицы N × N (N > 1) различны, то одновре-
менными перестановками её строк и столбцов матрица может быть
приведена к состоянию, когда все отрицательные значения находятся
в её верхнем треугольнике.

Доказательство. Если все количества отрицательных величин в раз-
ных столбцах разные, значит они принимают все целые значения от
0 (минимально возможное количество отрицательных величин столб-
ца) до N − 1 включительно (максимально возможное, т. к. один эле-
мент, расположенный на главной диагонали матрицы, всегда равен ну-
лю). Всего отрицательных величин в матрице в этом случае будет
0 + 1 + . . .+ (N − 2) + (N − 1) = N(N − 1)/2, т. е., столько же, сколько и
наддиагональных элементов матрицы.

Приведём матрицу с помощью перестановок её строк и столбцов к ви-
ду, когда столбцовые количества отрицательных величин расположены
по возрастанию (слева направо)9. Рассмотрим последний столбец матри-
цы. В нём должно быть N − 1 отрицательное значение и одно нулевое,
расположенное в последней строке. Значит, все отрицательные значе-
ния последнего столбца расположены выше главной диагонали, т. е., в
верхнем треугольнике. При этом вся последняя строка, за исключением
последнего элемента в ней, состоит из положительных значений— в силу
антисимметричности матрицы: элементы этой строки противоположны
по знаку элементам последнего столбца. Аналогичным образом все отри-
цательные значения предпоследнего столбца расположены в начальных
N − 2 строках, потому что оставшиеся два элемента столбца неотрица-
тельны: предпоследний (на главной диагонали) равен нулю, а послед-
ний— положителен (как уже выяснилось). При этом в предпоследней
строке все значения, за исключением последних двух, положительны—
опять из-за антисимметричности матрицы. Продолжая рассматривать
один за другим остальные столбцы и используя аналогичные сообра-
жения, мы приходим к выводу, что все различные столбцовые коли-

8Совершенно аналогично можно сформулировать этот результат и для строковых
количеств отрицательных величин.

9Это всегда можно сделать не более чем N−1 проходом по столбцам с перестанов-
кой (в стиле сортировки «пузырьком») соседних столбцов и соответствующих строк,
если столбцы оказались расположены не надлежащим образом.
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чества отрицательных значений расположены над главной диагональю
матрицы (в первом столбце отрицательных значений нет), т. е., в её верх-
нем треугольнике. Строчные же количества отрицательных величин ока-
жутся расположенными в убывающем порядке, поскольку все значения
над главной диагональю отрицательны.

Хотя эта теорема сформулирована для столбцовых количеств отрица-
тельных элементов антисимметричной матрицы (либо может быть сфор-
мулирована только для строчных количеств), из её доказательства вид-
но, что в любом случае оба набора количеств будут удовлетворять усло-
виям теоремы— из-за антисимметричности матрицы. Если же вспом-
нить, что анализируемая здесь задача для таких матриц— просто пе-
реформулированная задача поиска медианы Кемени по традиционной
матрице потерь, то мы получаем простое
Следствие. Если в «облегчённой» матрице потерь некоторого набора
ранжирований все столбцовые (строчные) количества отрицательных
величин различны, то медиана Кемени данного профиля в этом слу-
чае будет единственна и её можно определить перестановкой номеров
столбцов по возрастанию в них (или перестановкой номеров строк по
убыванию в них) количеств отрицательных величин.

Подобная ситуация встречается не очень часто, но её примеры
имеются в литературе ([1, с. 75], [5, с. 23]). Рассмотрим первый из
них: пятью экспертами указаны такие ранжирования пяти альтернатив
a1, a2, a3, a4, a5: 1) a1, a2, a3, a4, a5; 2) a2, a5, a1, a4, a3; 3) a3, a2, a1, a4, a5; 4)
a1, a5, a3, a2, a4; 5) a4, a3, a1, a5, a2.

На рис. 2 приведены: исходная «облегчённая» матрица потерь для
этих ранжирований (вместе с обозначениями альтернатив); она же, но с
количествами отрицательных элементов; результирующее состояние «об-
легчённой» матрицы потерь после «оптимальной» перестановки альтер-
натив.
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Рис. 2. Пример из книги Б.Литвака [1, с. 75] (ситуация I): (а) — «об-
легчённая» матрица потерь и альтернативы; (б) — число отрицательных
элементов по строкам и столбцам матрицы; (в) — матрица потерь после
перестановки [1,3,2,4,5].
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В соответствии с теоремой 2, как только обнаруживается различие
всех столбцовых или же строчных количеств отрицательных элементов
«облегчённой» матрицы потерь, задачу поиска медианы Кемени можно
считать решённой: остаётся лишь узнать порядок следования номеров
альтернатив после сортировки какого-либо из количеств отрицательных
элементов. Поэтому совершенно аналогичная ситуация10 из [5] может
быть проанализирована и разрешена существенно проще и быстрее, чем
это сделано в статье.

Действия, необходимые для выяснения, имеет ли место для заданного
профиля предпочтений столь простой случай, здесь записаны на языке
Julia, но следует знать, что они во многих синтаксических аспектах не
сложнее записи кода в MATLAB (синтаксис Julia был сознательно сделан
авторами языка близким к его синтаксису).

col_negs(R::Matrix) = [sum(R[:,j].<0) for j=1:size(R)[2]]

row_negs(R::Matrix) = [sum(R[i,:].<0) for i=1:size(R)[1]]

straight_cols(R) = all(sort(col_negs(R)).==Vector(0:size(R)[2]-1))

straight_rows(R) = all(sort(row_negs(R)).==Vector(0:size(R)[1]-1))

is_straight(R) = straight_cols(R) && straight_rows(R)

Все эти строки— однострочные определения функций в Julia, выполня-
ющих нужные действия над передаваемой им матрицей R: подсчёт столб-
цовых/строчных количеств отрицательных элементов, проверку линей-
ного изменения этих отсортированных количеств (по отдельности и вме-
сте).
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Рис. 3. Пример из книги Б.Литвака [1, с. 86–88] (ситуация III): (а) — «об-
легчённая» матрица потерь и альтернативы; (б) — число отрицательных
элементов по строкам и столбцам матрицы; (в) — матрица потерь после
перестановки [3,5,4,1,2].

Иллюстрация наиболее часто встречающейся ситуации III (невоз-
можности размещения над главной диагональю всех отрицательных эле-

10Исходные ранжирования разбираемого там примера: c � e � d � b � a, c � e �
d � b � a, c � e � b � d � a, c � e � d � b � a, e � c � d � a � b, e � d � c � a �
b, e � c � d � a � b, b � e � d � c � a, d � b � e � c � a.
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ментов) приведена на рис. 3 (пример11 взят из [1, с. 86–88]). Обнаружить
подобную ситуацию помогут такие фрагменты Julia-кода:

crossing_cols(R) = any(sort(col_negs(R)).>Vector(0:size(R)[2]-1))

crossing_rows(R) = any(sort(row_negs(R)).>Vector(0:size(R)[1]-1))

is_crossing(R) = crossing_cols(R) || crossing_rows(R)

Здесь опять присутствуют однострочные определения минимально необ-
ходимых вспомогательных функций. Из-за того, что часть отрицатель-
ных элементов неизбежно останется под главной диагональю (на это ука-
зывают ненулевые столбцовые суммы), теоретически возможный мини-
мум суммы наддиагональных элементов (его можно найти с помощью
функции sum_negs(R) = sum(R[R.<0])) не может быть достигнут.

Ситуация II иллюстрируется рис. 4: наличие дополнительных нуле-
вых элементов антисимметричной матрицы уменьшает число отрица-
тельных (превышение становится менее вероятным), однако появляет-
ся возможность дополнительных перестановок получаемого результата,
приводящая к множественности медиан Кемени (в примере для профиля
5 альтернатив —ABCDE,BDAEC,BAECD,ADBCE — 6 консенсусных
ранжирований: [1,2,3,4,5], [1,2,4,3,5], [1,2,4,5,3], [2,1,3,4,5],
[2,1,4,3,5], [2,1,4,5,3]).
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Рис. 4. Пример из пакета RankAggreg [6] для языка R: (а) — «облегчён-
ная» матрица потерь и альтернативы; (б) — число отрицательных эле-
ментов по строкам и столбцам матрицы; (в) — матрица потерь после пе-
рестановки [2,1,4,5,3].

Таким образом, количество отрицательных элементов в столбцах и
строках матрицы, подвергаемой рассматриваемым здесь преобразовани-
ям (одновременным перестановкам строк и столбцов), — это важные ин-
варианты этих строк и столбцов при таких преобразованиях12. Полезно

11В примере пятью экспертами указаны такие ранжирования пяти альтернатив:
1) a2 ∼ a5, a4, a1 ∼ a3; 2) a1 ∼ a3, a2, a5, a4; 3) a1, a4, a3 ∼ a5, a2; 4) a4, a3, a1 ∼ a2 ∼ a5;
5) a3, a5, a4, a1, a2. Консенсусных ранжирований в этом примере три: [3,5,4,1,2],
[4,3,1,5,2], [4,3,5,1,2].

12Поскольку при любых перестановках строк (столбцов) элементы столбцов
(строк), оставаясь неизменными, могут лишь менять своё местоположение в них.
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также рассмотреть чуть подробнее, что может происходить при этом
с отдельными элементами вообще. Т. к. порядок следования столбцов и
строк в любой матрице потерь определяется общим порядком расстанов-
ки альтернатив, будем иногда говорить не о столбцах и строках матриц
отдельно, а о позиционировании этих строк и столбцов, определяемом
некоторой перестановкой их изначального расположения.
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Рис. 5. Операция перестановки двух строк и столбцов (i и j).

Перестановка двух произвольных позиций. Действие этой «ба-
зовой» для рассматриваемых здесь матриц операции проиллюстрирова-
но на рис. 5. Так как при обмене i-го и j-го столбцов и i-й и j-й строк
часть элементов матрицы переставляется один раз, а те, что находятся
на пересечении строк и столбцов, — дважды, получается, что элементы
строк/столбцов вне области «перекрытия» останутся в «своей» треуголь-
ной половине, в пределах самой области «перекрытия» (за исключени-
ем «угловых» элементов) — перейдут в другую половину, а «угловые»—
диагонально поменяются местами.

На рисунке 5 элементы области «перекрытия» сделаны чуть более
тёмными, чем элементы вне её. Переставляемые «угловые» элементы
там выделены, причём (поскольку на главной диагонали матрицы по-
терь находятся нули) перестановка одной пары вообще никак не сказы-
вается на результате, а во второй паре элементы (не находящиеся на
главной диагонали) попадают в противоположную половину. При этом,
если обмениваются местами соседние строки/столбцы, то область «пе-
рекрытия» сводится лишь к «угловым» её элементам, а потому в таком
случае в матрице потерь просто меняются местами наддиагональный и
поддиагональный элементы, а остальные изменения происходят лишь в
рамках «своих» половин и не изменяют ситуацию в смысле формирова-
ния суммы наддиагональных элементов.
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Циклический сдвиг некоторых соседних позиций. Для про-
стоты будем рассматривать пока только вариант циклического сдвига
на одну позицию в ту или другую сторону. В принципе, перестановка
двух соседних позиций вроде бы является частным случаем разбирае-
мого здесь, но существенное отличие заключается в том, что для столь
малого числа позиций вообще нет внедиагональных элементов «общего»
фрагмента матрицы размером 2× 2, остающихся в «своей» треугольной
половине после подобного сдвига, если не считать —формально — случай
нулевых элементов под и над диагональю.
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22 23 24 25 21
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Рис. 6. Сдвиг на торе.

Легко проверить, что циклический сдвиг одновременно нескольких
соседних строк и столбцов на одну позицию в сторону, скажем, уменьше-
ния их номеров эквивалентен диагональному перемещению влево-вверх
«общего» участка из этих строк и столбцов, «свёрнутого» в тор, т. е.,
когда первая из группы строк переходит в последнюю (с перемещением
диагонального элемента), а первый столбец — в последний столбец (см.
рис. 6).

Теперь, пользуясь этими двумя приведёнными преобразованиями,
можно уже сформулировать некоторые полезные критерии относительно
сумм наддиагональных элементов антисимметричных матриц.
Критерий «неизменности». Если в антисимметричной матрице
‖aij‖ с размерами N × N для строки i при некотором целом k > 0
выполняется какое-либо из двух условий

i+k∑

j=i

aij = 0 (0 < k 6 N − i),
i∑

j=i−k
aij = 0 (0 < k < i),

то перестановка строки и столбца i на место i+k (или i−k, соответ-
ственно) не изменяет сумму наддиагональных элементов матрицы13.

13Интересно, что антисимметричная матрица со всеми отрицательными значения-
ми в верхнем треугольнике не будет удовлетворять критерию неизменности, посколь-
ку в каждой строке справа и слева от диагональных элементов находятся величины
одного знака (если они есть), — в полном соответствии с теоремой 1.
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Доказательство. Применяемая здесь перестановка является цикличе-
ским сдвигом строк и столбцов (см. ранее), это значит, что строка i по-
пала на место i + k (или i − k) и наоборот, а остальные части строк и
столбцов (между ними, но по разные стороны от главной диагонали) пе-
реместились в пределах «своих» треугольных половин матрицы. То же
самое справедливо и для столбцов i и i+k (или i−k): они перешли каж-
дый в противоположную половину, но сумма элементов в этих переме-
щённых отрезках равна нулю: для строк— по условию, для столбцов —
в силу антисимметричности матрицы. Значит, это изменение никак не
могло повлиять на сумму её наддиагональных элементов.
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Рис. 7. Наличие дополнительных «равноправных» ранжирований.

В качестве пояснения использования критерия можно привести при-
мер из [7], где для 6 ранжирований14 семи альтернатив получается 13
оптимальных перестановок; на рисунке 7 показано состояние «облегчён-
ной» матрицы потерь этих ранжирований после одной из них.

Для каждого диагонального элемента антисимметричной матрицы
ищутся (вправо и влево) отрезки из последовательных элементов его
строки с нулевой накопленной суммой (рис. 7). Они будут указывать,
куда можно переставлять номер диагонального элемента в текущем по-
рядке столбцов и строк, чтобы сумма элементов верхнего треугольника
матрицы оставалась неизменной. Такие отрезки здесь выделены фоно-
вым цветом, а суммы элементов равны: a22+a23+a24+a25+a26+a27 = 0,
a11 + a12 = 0, a22 + a21 = 0, a44 + a43 + a42 = 0. Соответственно, в пе-
рестановке [5,4,6,1,7,2,3], отвечающей за демонстрируемое состояние
матрицы, первый номер можно поставить на второе место, второй— на
первое и на последнее, четвёртый— на второе, что даёт (без учёта повто-

14Это ранжирования x1 � x2 � x3 � x4 � (x5, x6, x7); x5 � x1 � x2 � x4 �
x6 � (x3, x7); x7 � x6 � x2 � x3 � (x1, x4, x5); x5 � x3 � x4 � (x1, x2, x6, x7);
x4 � x7 � x5 � x6 � x2 � (x1, x3); x6 � x1 � x7 � x2 � (x3, x4, x5); они записаны
здесь более традиционно, чем в оригинале (в [7] вместо знака � используется ≺).
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рений) такие новые перестановки: [4,5,6,1,7,2,3], [5,6,1,7,2,3,4],
[5,1,4,6,7,2,3].
Критерий «улучшаемости». Если в антисимметричной матрице
‖aij‖ с размерами N × N для строки i при некотором целом k > 0
выполняется какое-либо из двух условий

i+k∑

j=i

aij > 0 (0 < k 6 N − i),
i∑

j=i−k
aij < 0 (0 < k < i),

то перестановка строки и столбца i на место i + k (или i − k, со-
ответственно) уменьшает сумму её наддиагональных элементов на
удвоенную абсолютную величину получаемой суммы, т. е., на 2|∑ aij |.

Доказательство. Аналогично соображениям из доказательства преды-
дущего критерия можно сказать, что при указанных циклических сдви-
гах строка с положительной (отрицательной) суммой попадает из над-
диагональной (поддиагональной) части матрицы в противоположную ей,
уменьшая сумму наддиагональных элементов на (абсолютную) величину
суммы в строке; то же самое происходит и с соответствующими столбца-
ми (с такой же абсолютной величиной суммы): они переходят в проти-
воположную часть, тоже уменьшая сумму наддиагональных элементов;
остальные изменяющие своё положение части строк и столбцов никак
на эту сумму не влияют, поскольку перемещаются в пределах «своих»
частей.

Располагая такими критериями, можно уже «сконструировать» про-
стейший («наивный») алгоритм минимизации суммы наддиагональных
элементов антисимметричной матрицы (путём одновременного измене-
ния положений её строк и столбцов): сначала — в соответствии с крите-
рием «улучшаемости»— уменьшать её наддиагональную сумму, пока это
возможно, а затем— с помощью критерия «неизменности»— выявить и
многочисленные «равноправные» перестановки полученного «решения»
(если они есть).

Конечно, здесь имеются некоторые трудности, связанные с тем, что
путей уменьшения минимизируемой величины обычно не так мало (но
можно рассматривать «жадную» версию, когда выбирается путь, даю-
щий наибольший эффект), достигнутый минимум вполне может ока-
заться локальным, а не глобальным (но можно попытаться стартовать
с какого-нибудь «хорошего приближения» к минимизирующей переста-
новке), да и вообще возможно, что существуют какие-то другие (пока не
обнаруженные) критерии, позволяющие установить, что значение в ло-
кальном минимуме можно уменьшить, и указывающие, как это сделать.
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Но, как выясняется, даже столь тривиальный подход работает на
удивление неплохо для эвристического алгоритма, особенно учитывая
его крайнюю простоту и применимость к ситуациям, которые нельзя
назвать малоразмерными. А самым интересным для множественных оп-
тимальных перестановок является то, что преобразования из критерия
«неизменности» позволяют получить не просто какие-то другие опти-
мальные перестановки, а, похоже, дают возможность найти их все. Или,
выражаясь более осторожно: пока не обнаружены примеры, в которых
бы это было не так.

Эксперименты с ранжированиями. Настоящая работа начина-
лась с попыток отыскания консенсусных ранжирований (медиан Кеме-
ни) для различных наборов ранжирований. Довольно быстро выясни-
лось, что эвристический алгоритм, предложенный в [1, с. 82–83], работа-
ет не всегда, да и не рассчитан на поиски множественных оптимальных
ранжирований. Попытки трансформировать его в рекурсивную версию,
способную обнаруживать множественные результирующие ранжирова-
ния, привели к обнаружению случаев, в которых процедура из [1, с. 82],
находит не медиану Кемени, а другое (довольно близкое к оптимально-
му) ранжирование [8]. После этого по доступной литературе были изуче-
ны приводимые там примеры, особенно те, где имеются множественные
оптимальные ранжирования [3, 7], [9, с. 29]15 и др.

Разумеется, для повторения и анализа уже опубликованных приме-
ров и результатов потребовались эффективные средства как ввода на-
ходимых наборов ранжирований, так и преобразования их в матрицы
потерь. Подобный инструментарий— Julia-пакет Rankings.jl [10] — был
создан, опробован на различных найденных в литературе примерах и по-
степенно усовершенствовался. Это позволило легко и просто выверять
находимые примеры. При помощи макросов этого пакета ранжирова-
ния могут быть записаны во вполне привычном для исследователя виде,
причём чаще всего — почти так же, как и в большинстве публикаций16:
например, a2 ∼ a5, a4, a1 ∼ a3 —для примера из [1, с. 86], BDAEC —для
примера из [6], x1 � x2 � x3 � x4 � (x5, x6, x7) —для примера из [7] и
т. д., — только с «обрамлением» ranking"...".

15Два ранжирования, приводимые в книге Кемени и Снелла (по немного дру-
гому поводу), можно записать с помощью созданного пакета Rankings.jl так:
ranking"abcidefjgh" W ranking"gaiebchjfd". Как оказывается, они имеют целых
1224 ранжирования, максимально близких к ним (в смысле расстояния Кемени), явля-
ясь тем самым превосходным примером для проверки любых алгоритмов получения
всех оптимальных ранжирований.

16Некоторым исключением являются французские (и, по всей видимости, канад-
ские) статьи, поскольку в них часто знаком приоритетности альтернативы выбран ≺
(знак предшествования), а не � (по аналогии с >), как в остальном мире.
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Дополнительно (для удобства) была введена специальная операция,
обозначаемая выбранным для этой цели символом W (в Julia такое то-
же возможно), — для комбинирования отдельных ранжирований сразу
в («облегчённую») матрицу потерь. Этот символ можно использовать и
как специфическое имя функции:

W(ranking"ABCDE", ranking"BDAEC", ranking"BAECD", ranking"ADBCE")

и как инфиксный символ бинарной операции (наподобие сложения или
вычитания):

ranking"ABCDE" W ranking"BDAEC" W ranking"BAECD" W ranking"ADBCE"

В любом случае будет сформирована квадратная целочисленная ан-
тисимметричная матрица, каждый размер которой равен количеству
альтернатив в отдельном ранжировании (совпадение их обозначений и
согласованность количеств обязательно проверяется). Тем самым ввод
практически любого найденного набора экспертных оценок сводился к
«правильной» записи соответствующего выражения на языке Julia, со-
здающего в качестве результата матрицу потерь для набора, что позво-
ляло переходить от ранжирований непосредственно к процедурам опре-
деления консенсусных вариантов для них.

Реализованный в рамках пакета Rankings.jl упомянутый выше «на-
ивный» алгоритм минимизации суммы наддиагональных элементов ан-
тисимметричной матрицы оформлен в виде функции consensus(), при-
нимающей в качестве единственного параметра «облегчённую» матрицу
потерь заданного профиля (набора ранжирований). Ситуация I в функ-
ции обрабатывается отдельно, а в ситуациях II и III (которые иногда17

трудно отличить друг от друга) в качестве первоначальных приближе-
ний взяты перестановки строк и столбцов матрицы, при которых долж-
ным образом отсортированы не сами количества отрицательных элемен-
тов в строках и столбцах, а суммы этих элементов в них18. При невоз-
можности продолжить дальнейшее «улучшение» предусмотренным спо-
собом (используется «жадный» вариант, т. е., максимальный шаг) функ-
ция возвращает набор перестановок, получаемый на основе многократ-
ного применения критерия «неизменности».

Проверка работы функции consensus() на опубликованных в лите-
ратуре примерах показала, что в большинстве случаев обнаруживается

17Так бывает при формальном отсутствии превышения прямых линейного нарас-
тания/убывания отсортированными количествами отрицательных элементов, но при
невозможности расположить все отрицательные элементы над диагональю.

18Такой подход позволяет «улучшить» приближения в случае большого диапазона
изменения значений элементов; если же все значения отличаются незначительно, то
приближения практически совпадут с полученными просто по количеству.
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глобальный минимум наддиагональной суммы, а также все сопутствую-
щие ему перестановки [8]. В некоторых примерах определяется локаль-
ный минимум (как правило, это происходит на матрицах, получаемых
из т. н. турнирных27); в одном из примеров, приводимом в статье [3],
возникли трудности с получением всех оптимальных перестановок— по-
скольку их количество весьма велико (почти полмиллиона по оценкам
автора статьи); сейчас в коде количество выводимых перестановок спе-
циально ограничено и процесс их поиска прерывается, если количество
стало большим, хотя основная проблема заключается не в самом их фор-
мировании, а во времени, затрачиваемом на это.

Надёжная верификация результатов работы алгоритма при поиске
оптимальных ранжирований (и тем более — всех) возможна с помощью
последовательного перебора различных перестановок альтернатив, но
практически осуществима лишь в случае их небольшого количества: уже
десять альтернатив будут перебираться Julia-программой несколько се-
кунд; распараллеливание проверок даёт возможность ускорить процесс,
но не слишком значительно (можно перебрать до пятнадцати альтерна-
тив), поскольку требует быстро нарастающего количества независимых
«исполнителей» с каждой новой альтернативой. Тем не менее, парал-
лельная реализация перебора также была опробована — из-за того, что
в литературе имеются результаты поиска оптимальных ранжирований
для 13 и 14 альтернатив [3, 11].

Распределённое (параллельное) формирование перестано-
вок. Если для ускорения верификации результатов искать подходящие
перестановки параллельно, то возникает необходимость формировать их
раздельно и независимо друг от друга, а, значит, понадобится сопостав-
лять условному номеру каждого вычислительного элемента свою пере-
становку. Использованный в настоящей работе (ввиду отсутствия гото-
вого кода для параллельного формирования перестановок) способ тако-
го сопоставления оказался — как выяснилось впоследствии— вариантом
т. н. факториальной системы [12], но с обратным порядком следования
«разрядов» представления; поясним его вкратце.

1

1 2

1 2 3

1 2 3 4

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5 6

· · · · · · ·

Рис. 8. Пояснение алгоритма формирования перестановок.
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«Треугольник» на рис. 8 наглядно иллюстрирует рекурсивное «стро-
ение» перестановок. Возьмём, скажем, его вторую строчку. Числа 1, 2
показывают две возможные позиции второго элемента (впереди/позади)
при размещении его относительно позиции первого (первая строчка), од-
новременно нумеруя их. Точно так же третья строка показывает все три
возможные позиции размещения третьего элемента относительно (любо-
го размещения!) первых двух (эти позиции тоже пронумерованы). Совер-
шенно аналогичные выводы можно сделать и по поводу любой из после-
дующих строк по сравнению с ей предшествующей: там будут все пози-
ции размещения очередного элемента относительно уже расположенных
ранее. Первая строка показывает (и нумерует) единственное возможное
расположение самого первого элемента: перед ним никаких элементов
нет, он может располагаться произвольно, но фактически — безвариант-
но. Тем самым (в силу принципа индукции) мы имеем способ перебора
всех возможных перестановок.

Спускаясь из «вершины» этого треугольника вниз и выбирая в каж-
дой строке (вплоть до последней) номер одной из позиций, мы получаем
и подтверждение тому, что перебираются все перестановки (количество
«путей» будет равно 1 · 2 · 3 · . . . · N = N ! для N строк), и уникальный
числовой код каждой перестановки (образованный уже выбранными но-
мерами— это и будет представление её условного номера в некоторой
числовой системе; правда, в отличие от числа в «настоящей» фактори-
альной системе разряды здесь идут в обратном порядке19).

Несмотря на то, что данное представление есть почти факториаль-
ная форма20 (некоторого) числа, только записанная «цифрами» в обрат-
ном порядке, преобразование перестановки снова в уникальное первона-
чальное значение должно производиться не обычным переводом факто-
риального представления в десятичное (хотя получится тоже уникаль-
ное значение из того же диапазона, но иное), а немного другим спосо-
бом. Скажем, для четырёхзначных представлений веса разрядов будут
не (1), 1, 2, 6, а (24), 12, 4, 1 (2 = 1×2, 6 = 1×2×3; но 24 = 4×3×2, 12 =
4× 3)21.

Одним из переносимых способов организации параллельных вычис-
лений является стандарт OpenCL [13], предполагающий использование
набора вычислительных единиц для выполнения одинакового кода (т. н.

19Что не имеет принципиального значения, поскольку нас интересует просто весь
набор возможных перестановок.

20В факториальном представлении какого-либо числа его «цифры» можно считать
координатами соответствующей целочисленной точки многомерного параллелепипеда
со всеми разными (целыми) размерами по различным измерениям.

21Это соответствует процедуре «выстраивания в линию» целочисленных точек
упомянутого многомерного параллелепипеда со всеми разными (целыми) размерами
по разным измерениям— только начиная с других («старших») измерений.

28



ядра OpenCL); именно наличие в настоящее время многих различных
реализаций этого стандарта на распространённых платформах и поз-
волило протестировать параллельный вариант перебора перестановок.
Поясним, как организовано необходимое ядро.

Глобальный идентификатор ядра (т. е., уникальная целая величина,
соответствующая ему; т. н. номер «исполнителя») сначала преобразу-
ется в изложенное выше (квази)факториальное представление, из ко-
торого, в свою очередь, формируется соответствующая перестановка22.
Она далее используется для преобразования порядка следования строк
и столбцов заданной матрицы перед подсчётом суммы её наддиагональ-
ных элементов. В массиве с результатами проверки фиксируются только
те перестановки, при которых сумма наддиагональных элементов преоб-
разованной матрицы не превышает заданной пороговой величины. Если
перестановок будет больше, чем предусмотрено памяти для хранения их
условных номеров, то последующие перестановки сохранены не будут,
однако их общее количество, тем не менее, подсчитывается.

Полный код использованного OpenCL-ядра для формирования неко-
торой конкретной перестановки и вычисления для заданной матрицы—
после воздействия на её строки и столбцы этой сформированной пере-
становки— суммы её наддиагональных элементов приводится ниже (ли-
стинг 1). Он содержит собственно функцию ядра Permutation() (строки
13–42) и вспомогательную функцию UTSum() (строки 3–11). Последняя
подсчитывает сумму наддиагональных элементов передаваемой ей мат-
рицы A после переупорядочивания её строк и столбцов с помощью пере-
даваемой перестановки P размера N.

Параметрами функции ядра являются: количество всех перестановок
Total, указатель на исследуемую матрицу AMatrix, задаваемая порого-
вая величина Level, указатель на инкрементируемую (атомарно23) вели-
чину NumOf, которая может быть изменена лишь одним из многочислен-
ных «исполнителей», давая ему одновременно уникальное значение для
расположения его результата в массиве, и ограничивающее её значение
NoMore, определямое реальным размером результирующего массива, а
также сам этот массив Result для номеров подходящих перестановок—
в виде указателя.

Суммарное количество «исполнителей» должно быть точно равно
факториалу числа альтернатив — чтобы при обработке каждая переста-
новка была использована ровно один раз, для этого в функции ядра

22Следует отметить, что она будет содержать величины, начиная с нуля, — по-
скольку ими индексируется массив языка C.

23Для того, чтобы функция атомарного инкремента atom_inc() была доступна ко-
ду ядра, необходима также специальная директива разрешения использования нуж-
ного расширения в коде (она располагается в строке 1 листинга 1).
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производится проверка (строка 24): должно ли оно (в зависимости от
значения своего глобального идентификатора) исполняться или нет. Из-
за быстрого роста (при увеличении количества альтернатив) числа необ-
ходимых «исполнителей» конфигурационное пространство OpenCL на-
до использовать максимально полно и понадобятся все три его возмож-
ных измерения. При этом приведение адресации конкретного «исполни-
теля» в трёх измерениях к некоторому уникальному идентификатору
осуществляется с помощью параметров конфигурационного простран-
ства стандартным образом (строки 19–21).

#pragma OPENCL EXTENSION cl_khr_int64_base_atomics : enable

int UTSum(__global int A[], uint P[], uint N)
{

int S = 0;

for (uint i = 0; i < N; i++)
for (uint j = i+1; j < N; j++)

S += A[P[i]*N + P[j]];
return S;

}

__kernel void Permutation(ulong Total, __global int *AMatrix, int Level,
volatile __global ulong *NumOf, ulong NoMore,
__global ulong *Result)

{
uint factcode[SIZE] = {0};
uint permutation[SIZE] = {0};
ulong gid = get_global_id(0)+

get_global_id(1)*get_global_size(0)+
get_global_id(2)*get_global_size(0)*get_global_size(1);

ulong gid0 = gid;

if (gid < Total) {
uint n = SIZE;
while (0 < n) {

factcode[n-1] = gid % n + 1;
gid /= n- -;

}
n = SIZE;
while (1 < n- -) {

uint k = 0;
for (uint i = 0; i < SIZE; i++)

if (permutation[i] == 0 && ++k == factcode[n])
permutation[i] = n;

}
if (UTSum(AMatrix, permutation, SIZE) <= Level) {

ulong MyNo = atom_inc(NumOf);
if (MyNo < NoMore) Result[MyNo] = gid0;

}
}

}

Листинг 1. Код ядра OpenCL
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Воспользоваться этим ядром можно как в рамках OpenCL-
программы на языке C/C++, так и из языков Python (с помощью пакета
PyOpenCL), Julia (с помощью пакета OpenCL.jl) и т. п. В экспериментах
настоящей статьи применялись различные версии пакета PyOpenCL на
платформах x86_64 и ARM.

Поскольку ядро OpenCL компилируется уже в процессе работы про-
граммы (непосредственно перед запуском необходимого количества эк-
земпляров ядра), при его компиляции можно (и нужно!) в командной
строке указать значение ещё не определённого параметра: в данном слу-
чае — размера перестановки SIZE.

Следует отметить, что реализованный выше алгоритм может испол-
няться не только на многих ядрах, но и параллельно на многочисленных
независимых вычислительных устройствах, поскольку позволяет легко
распределять работу между ними путём разделения всего диапазона
необходимых идентификаторов «исполнителей» на отдельные отрезки,
тем самым дополнительно ускоряя процесс перебора.

Предшествующие работы по рассматриваемым вопросам. То,
что здесь названо критерием «улучшаемости», в несколько упрощённом
виде уже использовалось ранее и в эвристическом алгоритме Б.Литвака:
ситуация, формулируемая критерием для ближайших к главной диаго-
нали элементов, там называлась нарушением необходимого условия оп-
тимальности [1, с. 82]; здесь оба сформулированных критерия составля-
ют взаимодополняющую пару способов «перемещения» по возможным
«уровням» суммы наддиагональных элементов «облегчённой» матрицы
потерь.

Идею возможной циклической перестановки альтернатив можно
обнаружить в статье [7], но там нет никаких численных соотноше-
ний, характеризующих подобные перестановки. Мысль об использова-
нии количеств определённых элементов в строках и столбцах матрицы
(по)парных сравнений24 каких-либо объектов для определения такого их
упорядочения, при котором количество противоречивых ответов мини-
мально, появлялась в давней статье [14, p. 308], но не получила дальней-
шего логического развития25, а приводимый там же пример наглядно

24В статье подобная матрица содержит символ + (плюс) в столбце j строки i и
символ − (минус) в строке j столбца i— если объект i предпочтительнее объекта j.
По сути она антисимметрична (с элементами ±1), а при «правильном» порядке распо-
ложения объектов все последующие менее предпочтительны, чем предшествующие,
и, значит, правее главной диагонали в каждой строке в идеале должны быть лишь
символы плюс. Ситуация, когда там имеются символы минус, трактуется как противо-
речивость отдельных сравнений; «правильный» порядок должен иметь минимальное
число противоречий.

25Хотя там уже содержится наблюдение о возможности перемещения строки мат-
рицы ниже, если число символов минус справа от диагонального элемента превышает
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продемонстрировал, что работает такой подход далеко не всегда. В на-
стоящей работе подобный подход применяется к (произвольным) анти-
симметричным матрицам (как вариантам матриц потерь некоторых про-
филей ранжирований) — но для их предварительного анализа и получе-
ния начального приближения, с которого начинается процесс дальней-
шего уточнения и поиска оптимальных ранжирований.

Вообще надо сказать, что задача отыскания медиан Кемени родствен-
на немалому количеству задач, по-разному названных и рассматривае-
мых в различных предметных областях: и только что упомянутой задаче
упорядочения альтернатив по матрице парных сравнений (которая ан-
тисимметрична с элементами ±1), и задаче ранжирования команд по
результатам игр в (однокруговом) турнире26 (от матрицы парных срав-
нений турнирная матрица отличается лишь отсутствием отрицательных
значений— вместо них присутствуют нули, но её легко привести к анти-
симметричному виду, если сформировать матрицу27 A = T>−T ; в записи
на языке Julia можно использовать выражение A = T’-T, где T’— опе-
рация, эквивалентная для вещественных матриц транспонированию) и
многим другим, не говоря уже о том, что турнир можно рассматривать
и как полный орграф, где каждой паре вершин (двум игрокам) соответ-
ствует ребро из одной вершину в другую (результат их игры), а тогда
задача уже переходит в область теории графов. Поэтому значительная
часть исследований может не попадать в поле зрения специалистов, так
как находится за пределами областей их традиционного интереса, а, зна-
чит, требует внимательного перекрёстного анализа разнообразных мате-
матических и прикладных разделов.

Иллюстрации вывода некоторых известных алгоритмов генерации
перестановок для случая четырёх элементов приводятся в [15] и [16];
использованный здесь алгоритм порождает другую последовательность.
Она отличается от уже известных тем, что в ней перестановки упорядо-
чены в соответствии с факториальным представлением их индекса, но
начиная не со «старших», а с «младших» разрядов этого представления.
Впрочем, для алгоритма параллельного формирования всех возможных

число символов плюс, — для уменьшения количества символов минус в верхней тре-
угольной половине, в чём можно усмотреть «предка» сформулированного в настоя-
щей работе критерия «улучшаемости».

26Турнир (tournament) — это круговой турнир, в котором каждый игрок из N иг-
рает ровно одну игру с каждым из остальных игроков, причём ничьих не бывает.
Результаты турнира обычно записываются в квадратную матрицу ‖tij‖ порядка N ,
где tij = 1, если игрок i побеждает j, и tij = 0, если игрок i проигрывает j; диагональ-
ные элементы считаются равными нулю: tii = 0. Такая (0,1)-матрица T называется
турнирной матрицей (tournament matrix).

27Антисимметричность матрицы следует непосредственно из её определения: A> =
(T> − T )> = T − T> = −(T> − T ) = −A.
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перестановок, использованного в работе, их порядок не является суще-
ственным, главное, чтобы перестановки были сформированы все и без
повторений.

Заключение. В настоящей работе рассмотрен комбинаторный под-
ход к задаче отыскания медиан Кемени с использованием антисиммет-
ричных аналогов матриц потерь, проанализированы возникающие при
этом типы ситуаций и сформулирован эвристический алгоритм поис-
ка оптимальных консенсусных ранжирований, включая множественные.
Для эффективной работы с ранжированиями и возможности быстрой ве-
рификации сторонних результатов был создан специализированный па-
кет на языке Julia и опробован на имеющихся в литературе примерах.

Работа выполнена при поддержке гранта 18-07-00424 и по предложе-
нию его научного руководителя профессора Ю.П.Пытьева, за что автор
хотел бы выразить ему искреннюю благодарность.
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Достаточные условия минимальности
сетей типа звезда в гиперпространствах

А.М. Тропин1

Задача Ферма—Штейнера заключается в поиске такой точки
метрического пространства Y , что сумма расстояний от нее до то-
чек некоторого конечного фиксированного подмножества A ⊂ Y ,
называемого границей, минимальна. Минимальную сумму рассто-
яний мы будем называеть длиной минимальной астросети. Мы рас-
сматриваем эту задачу в гиперпространстве Y = H(X) непустых,
замкнутых и ограниченных подмножеств ограниченно компактно-
го метрического пространства X; причем на H(X) введена метри-
ка Хаусдорфа. В силу ограниченной компактности X все элемен-
ты H(X) являются компактами. Каждое решение задачи Ферма—
Штейнера будем называть астрокомпактом Штейнера; их множе-
ство разбивается на классы одинаковой взвешенности, каждый из
которых соответствует своему вектору расстояний до граничных
компактов.

В настоящей статье доказаны три достаточных условия того,
что для данной границы предъявленный компакт является астро-
компактом Штейнера. Также эти условия гарантируют единствен-
ность класса астрокомпактов Штейнера одинаковой взвешенности.
Данная теория применяется для полного решения задачи Ферма—
Штейнера для некоторых симметричных выпуклых трехэлемент-
ных границ в R2, что демонстрируется примерами.

Ключевые слова: задача Ферма-Штейнера, сеть типа звезда,
минимальная астросеть, астрокомпакт Штейнера, гиперпростран-
ство, расстояние Хаусдорфа, метрическая проекция, функция рас-
стояния от точки до множества, первая вариация.

1. Введение

Данная статья является продолжением статьи [1], в которой дана
предыстория задачи и приводятся необходимые определения из теории
экстремальных сетей и задачи Ферма—Штейнера в гиперпространствах.

Напомним, что в метрическом пространстве X метрику ρ(a, b) мы
обозначаем через |ab|, а расстояние от точки a до множества B через
|aB|. В гиперпространстве H(X) непустых замкнутых и ограниченных

1Тропин Александр Михайлович — аспирант каф. математической теории интел-
лектуальных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: amtropin@gmail.com.

Tropin Alexander Mikhailovich — graduate student, Lomonosov Moscow State
University, Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of
Intellectual Systems.
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подмножеств X в качестве метрики используем расстояние Хаусдорфа
dH(A,B) = max{supa∈A |aB|, supb∈B |bA|}. Для фиксированной границы
A = {A1, . . . , An} ⊂ H(X) длиной минимальной сети типа звезда, или,
для краткости, длиной минимальной астросети называется точная ниж-
няя грань величин SA(K) :=

∑n
i=1 dH(Ai,K) по всем K ∈ H(X). Извест-

но, что в случае ограниченно компактного пространства X все элементы
H(X) являются компактами, а длина минимальной астросети достига-
ется хотя бы на одном компакте (их будем называть астрокомпактами
Штейнера). Задача поиска астрокомпактов Штейнера называется зада-
чей Ферма—Штейнера.

Для границы A = {A1, . . . , An} в гиперпространстве над ограничен-
но компактным пространством доказаны три достаточных условия то-
го, что предъявленный компакт K ′ является астрокомпактом Штейнера.
Приведем эти условия:

1) для каждого i ∈ {1, . . . , n} существуют такие точки bi ∈ Ai, что
для любого di ∈

[
0, dH(Ai,K

′)
)
выполняется

di + min
k∈Bdi

(bi)

∑

j 6=i
|kAj | > SA(K ′);

2) для каждого i ∈ {1, . . . , n} и для любого di ∈
[
0, dH(Ai,K

′)
)

вы-
полняется

di +
∑

j 6=i
max
aj∈Aj

∣∣ajBdi(Ai)
∣∣ > SA(K ′);

3) для фиксированного m ∈ N, 2 ≤ m < n, для каждого набора
{i1, . . . , im} ⊂ {1, . . . , n} и для любых dil ≥ 0 таких, что

∑m
l=1 dil <∑m

l=1 dH(Ail ,K
′), выполняется

m∑

l=1

dil +
∑

j /∈{i1,...,im}
max
aj∈Aj

∣∣ajLdi1 ,...,dim
∣∣ > SA(K ′),

где Ld1,...,dl =
⋂l
i=1Bdi(Ai) при dj ≥ 0.

Более того, при выполнении любого из этих условий класс астрокомпак-
тов Штейнера одинаковой взвешенности для A единственнен, и K ′ ему
принадлежит.

Отметим, что для решения задачи Ферма—Штейнера в гиперпро-
странстве мы существенно используем функцию, равную сумме расстоя-
ний от точки пространства до фиксированных компактов. Обратим вни-
мание, что эта функция используется в первом достаточном условии. В
данной работе исследуются следующие свойства этой функции.
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1) В Rm′ рассматривается граница из (2m+1)-го выпуклого компакта,
один из которых — строго выпуклый A0 — отделен от остальных
гиперплоскостью π, а остальные разбиваются на пары {Aj , Am+j},
j = 1, . . . ,m, состоящие из компактов, симметричных относительно
гиперплоскости π1. Для таких компактов показано, что функция
s(k) :=

∑2m
i=1 |kAi|, минимизируемая по k ∈ A0, имеет единственную

точку минимума, которая лежит в ∂(A0 ∩ π1).

2) Доказана формула первой вариации для длины сети типа звезда
в Rm′ , соединяющей точку k, не лежащую ни в одном из выпук-
лых компактов A1, . . . , An, с ближайшими точками ci(k) ∈ Ai этих
компактов. Показано, что производная по направлению −→v функ-
ции s(k) равняется (−→n ,−→v ), где −→n — сумма единичных векторов,
сонаправленных с

−−−→
ci(k)k.

В статье демонстрируются конкретные примеры границ в H(R2), для
которых удается полностью решить задачу Ферма—Штейнера с исполь-
зованием приведенных выше достаточных условий, а также экстремаль-
ных свойств функции s(k). Также в некоторых случаях граничных эле-
ментов исследовано поведение функции длины минимальной астросети
при естественных 1-параметрических деформациях границы. Кроме то-
го, на данных примерах проиллюстрирована техника, описанная в [1]
и позволяющая деформировать границы с неувеличением длины мини-
мальной астросети: деформации граничных компактов относительно ре-
дукции и переход к подмножествам, выпуклые оболочки которых равны
граничным компактам.

Автор благодарит своих научных руководителей профессоров А.А.
Тужилина и Э.Э. Гасанова, а также профессора А.О. Иванова за поста-
новку задачи и постоянное внимание к работе.

2. Основные определения и предварительные ре-
зультаты

Необходимые сведения из теории сетей и геометрии пространства ком-
пактов с расстоянием по Хаусдорфу приведены в первой части статьи [1].

2.1. Структура астрокомпактов Штейнера в ограниченно
компактных пространствах

Мы будем изучать минимальные астросети, соединяющие конечные гра-
ницы A = {A1, . . . , An} в

(
H(X), dH

)
. Длина ребра e = BC сети опреде-
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ляется как расстояние Хаусдорфа dH(B,C). Напомним, что длину пара-
метрической сети типа звезда, соединяющей границу A с компактом K,
мы обозначаем через SA(K), а длину минимальной астросети, соединя-
ющей A, — через SA.

Пусть сначала X — произвольное метрическое пространство. Множе-
ство всех астровершин Штейнера мы обозначим через Σ(A). Положим
d(x,A) =

(
ρ(x, a1), . . . , ρ(x, an)

)
и Ω(A) =

{
d(y,A) : y ∈ Σ(A)

}
. Для

каждого d ∈ Ω мы определим класс астровершин Штейнера одинаковой
взвешенности Σd(A) =

{
y ∈ Σ(A), d(y,A) = d

}
. Таким образом, множе-

ство Σ(A) разбивается на классы Σd(A), d ∈ Ω. Заметим, что, в общем
случае, множество Σ(A) может быть пустым, однако в случае ограни-
ченной компактности X это множество непусто.

При этом астровершиныШтейнера не всегда определяются однознач-
но.Минимальным и максимальным астровершинами Штейнера в клас-
се одинаковой взвешенности Σd(A) назовем соответственно минималь-
ный и максимальный элементы в Σd(A) в смысле естественного порядка
по включению.

Каноническим расширением компакта K из класса Σd(A) относи-
тельно семейства A назовем множество Kd(A) := ∩ni=1Bdi(Ai), где
d = (d1, . . . , dn) и di = dH(K,Ai). Доказано, что множество Kd(A) яв-
ляется компактом.

Пусть теперь X — ограниченно компактное метрическое простран-
ство с метрикой ρ, в нем все замкнутые и ограниченные множества яв-
ляются компактами. Астровершины Штейнера в этом случае будем на-
зывать астрокомпактами Штейнера. В работе [2] описана структура
класса Σd(A) в случае ограниченно компактного X, мы напомним здесь
основные результаты.

Лемма 1 (существование и единственность максимального астроком-
пакта Штейнера). Пусть X — ограниченно компактное метрическое
пространство, A = {A1, . . . , An} ⊂ H(X). Тогда Σ(A) и Ω(A) непусты,
и для любого d ∈ Ω(A) множество Σd(A) содержит единственный мак-
симальный астрокомпакт Штейнера, и этот астрокомпакт Штейне-
ра равен Kd(A).

Теорема 1 (структура Σd(A) в ограниченно компактном пространстве).
Пусть X — ограниченно компактное пространство, A = {A1, . . . , An} ⊂
H(X). Тогда Σ(A) и Ω(A) непусты, и для любого d ∈ Ω(A) компакт K
лежит в классе Σd(A) тогда и только тогда, когда Kλ ⊂ K ⊂ Kd(A)
для некоторого минимального астрокомпакта Штейнера Kλ ∈ Σd(A)
и единственного максимального астрокомпакта Штейнера Kd(A) из
Σd(A).

Напомним результаты, сформулированные в [1].
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Лемма 2. Если метрическое пространство (X, ρ) ограниченно ком-
пактно, то пространство

(
H(X), dH

)
также ограниченно компактно.

Следствие 1. Пусть X — ограниченно компактное метрическое про-
странство, и A — непустое конечное подмножество H(X). Тогда Σ(A)
непусто.

2.2. Некоторые свойства расстояния от точки до выпукло-
го множества

Пусть даны точка a и множество B в метрическом пространстве (X, ρ).
Напомним, что мы обозначаем ρ(a, b) через |ab|, а infb∈B |ab| — через |aB|.

Введем функцию rB(a) := |aB| и напомним некоторые ее свойства.

Лемма 3. При B ⊂ X функция rB(a) является непрерывной.

Доказательство. Фиксируем точку a и δ > 0. По определению инфиму-
ма, для любого ε > 0 существует точка b ∈ B такая, что |ab| − rB(a) < ε.
Значит, для каждой точки a′ ∈ Uδ(a) и любого ε > 0 выполняется

rB(a′) ≤ |a′b| ≤ |ab|+ |aa′| < |ab|+ δ ≤ rB(a) + ε+ δ.

Аналогично получаем неравенство rB(a) < rB(a′) + ε + δ, отку-
да |rB(a′) − rB(a)| < δ + ε для любого ε > 0, поэтому окончательно
|rB(a′)− rB(a)| < δ. Значит, функция rB является непрерывной.

Лемма 4. Пусть K — выпуклый компакт в Rn. Тогда функция rK(a)
является выпуклой.

Доказательство. Хорошо известно, функция расстояния ρ Rn × Rn →
R является выпуклой, то есть для x, y ∈ Rn и t ∈ [0, 1] справедливо
неравенство ρ

(
(1− t)(x1, y1) + t(x2, y2)

)
≤ (1− t)ρ(x1, y1) + tρ(x2, y2).

Поскольку K — компакт, для точек a, b ∈ Rm существуют ka ∈ PK(a)
и kb ∈ PK(b), то есть rK(a) = ρ(a, ka) и rK(b) = ρ(b, kb). Поскольку K
— выпуклый, при t ∈ [0, 1] точка (1 − t)ka + tkb принадлежит K. Тогда
справедливо

rK

(
(1−t)a+tb

)
≤ ρ
(

(1−t)a+tb, (1−t)ka+tkb

)
≤ (1−t)rK(a)+trK(b).

Утверждение доказано.

Следствие 2. Если rK(a) определена на выпуклом подмножестве L ⊂
Rn, то rK(a) является выпуклой на нем. В частности, это верно для
L = Rm, m ≤ n.
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Метрической проекцией PB(a) точки a на множество B называется
множество {b ∈ B : |ab| = rB(a)}. Следующее утверждение вытекает из
свойства компакта.

Лемма 5. Если K — компакт в Rn, и a — произвольная точка, то
PK(a) не пусто.

Лемма 6. Если K — выпуклый компакт в Rn со строго выпуклой нор-
мой, то PK(a) состоит из одной точки.

Доказательство. Если a ∈ K, то утверждение очевидно. Пусть a /∈ K,
тогда предположим, что PK(a) содержит хотя бы две различные точки
k1 и k2, то есть |ak1| = |ak2| = d > 0. Из строгой выпуклости нормы
получаем, что середина отрезка [k1, k2], которую мы обозначим через k3,
обладает свойством |ak3| < d. Из выпуклости K следует, что k3 ∈ K.
Получили противоречие с тем, что rK(a) = d.

В случаях, когда метрическая проекция PB(a) одноточечная, будем
обозначать ее элемент через cB(a). Если к тому же точка a = a(d) одно-
значно задается некоторым параметром d, то будем также использовать
обозначения PB(d) и cB(d).

Следующий результат хорошо известен и упоминается, к примеру,
в [3].

Лемма 7. Пусть в Rn с евклидовой метрикой дан выпуклый компакт
K. Тогда отображение cK(a) как функция точки a является непрерыв-
ным.

Также нам потребуется результат из [4]. Нормированный вектор
−→
ab
|ab|

будем обозначать через −→eab.

Лемма 8. Пусть в Rn с евклидовой метрикой даны выпуклый компакт
K и точка a /∈ K. Тогда функция rK(a) дифференцируема по направле-
ниям, и ее производная по направлению −→v в точке a0 равна

∂rK(a0)

∂v
=
(a0 − cK(a0)

rK(a0)
,−→v
)

= (−−−−−→ecK(a0)a0 ,
−→v ).

2.3. Некоторые свойства расстояния Хаусдорфа и астросе-
тей

Пусть A,B — компакты в метрическом пространстве (X, ρ). Введем так-
же обозначение dAB := min

{
d : A ⊂ Bd(B)

}
= supa∈A |aB|. По определе-

нию, что dH(A,B) = max{dAB, dBA}.
Следующий результат опубликован в [2].
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Лемма 9. Пусть A и B — непустые компакты в метрическом про-
странстве X. Тогда для любой точки a ∈ A существует точка b ∈ B
такая, что |ab| ≤ dH(A,B).

Сформулируем и докажем более сильное утверждение.

Лемма 10. Пусть A и B — непустые компакты в метрическом про-
странстве X. Тогда для любой точки a ∈ A существует точка b ∈ B
такая, что |ab| ≤ dAB.

Доказательство. Для любой точки a ∈ A справедливо неравенство
|aB| ≤ supa1∈A |a1B| = dAB. Поскольку B — компакт, то существует
точка b ∈ B такая, что |ab| = |aB|. Утверждение доказано.

Пусть a1, . . . , an — точки в метрическом пространстве X. Введем
функцию σa1···an(k) :=

∑n
i=1 |aik| для k ∈ X.Тогда, как показано в [1],

верен следующий результат.

Лемма 11. Пусть A = {A1, . . . , An} — граница в ограниченно компакт-
ном пространстве H(X), и K ∈ H(X). Тогда для любого i ∈ {1, . . . , n},
для любой точки ai ∈ Ai существуют точки k ∈ K и aj ∈ Aj, j ∈
{1, . . . , n} \ {i}, такие, что dH(Al,K) ≥ |alk| для любого l ∈ {1, . . . , n}.
В частности, SA(K) ≥ σa1···an(k).

Утверждение 11 с учетом утверждения 10 можно усилить следующим
образом.

Лемма 12. Пусть A = {A1, . . . , An} — граница в ограниченно компакт-
ном пространстве H(X), и K — некоторый компакт. Тогда для любого
i ∈ {1, . . . , n}, для любой точки ai ∈ Ai существуют точки k ∈ K и
aj ∈ Aj, j ∈ {1, . . . , n} \ {i}, такие, что dAiK ≥ |aik| и dKAj ≥ |ajk| для
любого j ∈ {1, . . . , n} \ {i}. В частности, dAiK +

∑
j 6=i dKAj ≥ σa1···an(k).

2.4. Деформации границы с неувеличением длины мини-
мальной астросети

Напомним определения и результаты из [1].

Выпуклой оболочкой подмножества A линейного пространства X
называется наименьшее по включению выпуклое множество в X, со-
держащее A. Будем обозначать её через conv(A). Рассмотрим границу
A = {A1, . . . , An} ⊂ H(X). Через conv(A) обозначим границу, состояю-
щую из компактов conv(Ai), i = 1, . . . , n. Справедливо следующее утвер-
ждение.
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Следствие 3. Для m-мерного нормированного пространства X и гра-
ницы A ⊂ H(X) выполняется Sconv(A) ≤ SA.

Назовем множество B ⊂ X порождающим для множества A ⊂
X, если A = conv(B). Очевидно, что множество A, для которо-
го существует порождающее множество, является выпуклым. Грани-
цу B = {B1, . . . , Bn} ⊂ H(X) назовем порождающей для границы
A = {A1, . . . , An} ⊂ H(X), если Bi является порождающим для Ai,
i = 1, . . . , n. Границу A = {A1, . . . , An} ⊂ H(X) назовем выпуклой, если
все Ai — выпуклые, i = 1, . . . , n. Очевидно, что если граница B является
порождающей для A, то A является выпуклой.

Следствие 4. Для m-мерного нормированного пространства X и гра-
ниц A,B ⊂ H(X) таких, что B является порождающей для A, выпол-
няется SA ≤ SB.

Применение следствия 4 для нахождения множества астрокомпактов
Штейнера будет продемонстрировано на границах из теорем 11 и 13.

Пусть теперь A,K — компакты в ограниченно компактном простран-
стве X. Определим следующие подмножества компактов A и K:

toK(A) := A \ UdAK
(K), fromA(K) := K ∩BdAK

(
toK(A)

)
,

toA(K) := K \ UdKA
(A), fromK(A) := A ∩BdKA

(
toA(K)

)
.

Введенные понятия проиллюстрированы на рис. 1. Компакт
fromK(A) ∪ toK(A) обозначим через RK(A) и будем называть редукцией
компакта A относительно компакта K. Также введем множество (см.
рис. 2)

FK(A) := RK(A) ∪
(
UdAK

(K) \BdKA

(
toA(K)

))
,

которое будем называть K-облаком компакта A.
Будем говорить, что компакт B ∈ H(X) является K-деформацией

компакта A, если RK(A) ⊂ B ⊂ FK(A). Будем говорить, что компакт A
обладает свойством from-покрытия компакта K, если

(
K \ toA(K)

)
⊂ UdKA

(
fromK(A)

)
.

Перейдем к деформации границ и оценке длины минимальной астро-
сети. Пусть K — некоторый компакт, и даны границы A = {A1, . . . , An}
и B = {B1, . . . Bn}. Границу B назовем K-деформацией границы A, ес-
ли Bi является K-деформацией компакта Ai для каждого i = 1, . . . , n.
Скажем, что граница A обладает свойством from-покрытия K, если
каждый Ai обладает свойством from-покрытия K. Тогда справедлива
следующая теорема.

42



Рис. 1. Компакты A, K
(закрашены темно-серым)
и множества fromK(A),
toK(A), fromA(K), toA(K).

Рис. 2. Компакты A и K (закрашены
темно-серым) и множество FK(A) (за-
крашено светло-серым).

Теорема 2. Если для границ A = {A1, . . . , An}, B = {B1, . . . Bn} и аст-
рокомпакта Штейнера KA для границы A верно, что B является KA-
деформацией A, и A обладает свойством from-покрытия компакта KA,
то SB ≤ SA.

Применение теоремы 2 будет продемонстрировано на границе из тео-
ремы 9.

3. Достаточные условия того, что данный ком-
пакт является астрокомпактом Штейнера.
Единственность класса одинаковой взвешенно-
сти

В данном разделе мы докажем три достаточных условия принадлежно-
сти компакта множеству астрокомпактов Штейнера для данной грани-
цы, которые также гарантируют единственность класса астрокомпактов
Штейнера одинаковой взвешенности.
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3.1. Первое условие

В доказательстве первого условия будет использовано тривиальное нера-
венство

SA(K) ≥ dA1K +
n∑

j=2

dKAj .

Лемма 13. Пусть A = {A1, . . . , An} — граница в ограниченно компакт-
ном пространстве H(X). Пусть b1 ∈ A1 и d1 ≥ 0 таковы, что для
некоторого компакта K ′ выполняется

d1 + min
k∈Bd1

(b1)

n∑

j=2

|kAj | > SA(K ′).

Тогда не существует астрокомпакта Штейнера K для A такого, что
dA1K = d1.

Доказательство. Предположим, что компакт K такой, что dA1K = d1,
является астрокомпактом Штейнера. Тогда, по лемме 12, для любой точ-
ки b1 ∈ A1 существуют точки k ∈ K и aj ∈ Aj , j ∈ {2, . . . , n}, такие,
что d1 = dA1K ≥ |b1k| и dKAj ≥ |ajk|, j = 2, . . . , n и, следовательно,
dA1K +

∑n
j=2 dKAj ≥ d1 + σa2···an(k). Поскольку k ∈ Bd1(b1), то, миними-

зируя правую часть по таким k, получаем

SA(K) ≥ dA1K +
n∑

j=2

dKAj ≥ d1 + min
aj∈Aj ,j>1,k∈Bd1

(b1)
σa2···an(k) =

= d1 + min
k∈Bd1

(b1)

n∑

j=2

|kAj | > SA(K ′).

Получили противоречие с тем, что K является астрокомпактом Штей-
нера для A. Утверждение доказано.

Следствие 5. Используя в доказательстве леммы 13 свойство из
леммы 11 вместо свойства из леммы 12, аналогично получаем, что
не существует астрокомпакта Штейнера K для A такого, что
dH(A1,K) = d1.

Теорема 3. Пусть A = {A1, . . . , An} — граница в ограниченно ком-
пактном пространстве H(X). Пусть для некоторого компакта K ′ и
для каждого i ∈ {1, . . . , n} существуют такие точки bi ∈ Ai, что для
любого di ∈

[
0, dH(Ai,K

′)
)
выполняется

di + min
k∈Bdi

(bi)

∑

j 6=i
|kAj | > SA(K ′).
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Тогда существует единственный класс астрокомпактов Штейнера
одинаковой взвешенности для A, и K ′ ему принадлежит.

Доказательство. Пусть K — некоторый компакт. Если хотя бы для од-
ного i выполняется di := dH(Ai,K) < dH(Ai,K

′), то из данного по усло-
вию неравенства по лемме 13 и следствию 5 следует, что K не явля-
ется астрокомпактом Штейнера для A. Если же для всех i справедли-
во dH(Ai,K) ≥ dH(Ai,K

′) и K является астрокомпактом Штейнера, то
SA(K) ≥ SA(K ′), и K ′ тоже является астрокомпактом Штейнера для
A. Поскольку все неравенства обращаются в равенства, то для всех i
справедливо dH(Ai,K) = dH(Ai,K

′), следовательно, класс одинаковой
взвешенности единственный. Теорема доказана.

Пример границы, для которой можно найти астрокомпакты Штейне-
ра с помощью теоремы 3, будет построен в разделе 5.1.

3.2. Второе условие

В доказательстве второго условия будет использовано тривиальное нера-
венство

SA(K) ≥ dKA1 +
n∑

j=2

dAjK

Лемма 14. Пусть A = {A1, . . . , An} — граница в ограниченно компакт-
ном пространстве H(X). Пусть для некоторых d1 ≥ 0 и компакта K ′

выполняется

d1 +
n∑

j=2

max
aj∈Aj

∣∣ajBd1(A1)
∣∣ > SA(K ′).

Тогда не существует астрокомпакта Штейнера K для A такого, что
dKA1 = d1.

Доказательство. Предположим, что компакт K такой, что dKA1 = d1,
является астрокомпактом Штейнера. Тогда K ⊂ Bd1(A1) и для каждого
j = 2, . . . , n справедливо

dH(Aj ,K) ≥ dAjK = max
aj∈Aj

|ajK| ≥ max
aj∈Aj

∣∣ajBd1(A1)
∣∣.

Значит,

SA(K) ≥ dKA1 +
n∑

j=2

dAjK ≥ d1 +
n∑

j=2

max
aj∈Aj

∣∣ajBd1(A1)
∣∣ > SA(K ′).

45



Получили противоречие с тем, что K является астрокомпактом Штей-
нера для A. Утверждение доказано.

Следствие 6. Используя в доказательстве леммы 14 свойство из
леммы 11 вместо свойства из леммы 12, аналогично получаем, что
не существует астрокомпакта Штейнера K для A такого, что
dH(A1,K) = d1.

Теорема 4. Пусть A = {A1, . . . , An} — граница в ограниченно ком-
пактном пространстве H(X). Пусть для некоторого компакта K ′, для
каждого i ∈ {1, . . . , n} и для любого di ∈

[
0, dH(Ai,K

′)
)
выполняется

di +
∑

j 6=i
max
aj∈Aj

∣∣ajBdi(Ai)
∣∣ > SA(K ′).

Тогда существует единственный класс астрокомпактов Штейнера
одинаковой взвешенности для A, и K ′ ему принадлежит.

Доказательство. Пусть K — некоторый компакт. Если хотя бы для од-
ного i выполняется di := dH(Ai,K) < dH(Ai,K

′), то из данного по усло-
вию неравенства по лемме 14 и следствию 6 следует, что K не явля-
ется астрокомпактом Штейнера для A. Если же для всех i справедли-
во dH(Ai,K) ≥ dH(Ai,K

′) и K является астрокомпактом Штейнера, то
SA(K) ≥ SA(K ′), и K ′ тоже является астрокомпактом Штейнера для
A. Поскольку все неравенства обращаются в равенство, то для всех i
справедливо dH(Ai,K) = dH(Ai,K

′), следовательно, класс одинаковой
взвешенности единственный. Теорема доказана.

Рассмотрим пример границы, для которой можно найти астроком-
пакты Штейнера с помощью теоремы 4.

Пусть в R2 дан правильный 4a1a2a3 со стороной 1. Рассмотрим
границу A = {A1, A2, A3} ⊂ H(R2) такую, что Ai = {aj , ak} для
{i, j, k} = {1, 2, 3} (см. рисунок 3). Построим точки yj,k как середины
отрезков [aj , ak] и определим компакт Y = {y1,2, y2,3, y1,3}.

Теорема 5 (пример четырехэлементного множества компактов Штей-
нера). В принятых выше обозначениях для границы A:

1) длина минимального дерева Штейнера SA равняется 3
2 ;

2) множество Σ(A) компактов Штейнера состоит из одного класса
Σd(A) такого, что d =

(
1
2 ,

1
2 ,

1
2

)
, и содержит четыре элемента;
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Рис. 3. Граница A и ком-
пакт Y .

Рис. 4. Окрестность
Bd1(A1) (закрашена
серым).

3) максимальным компактом Штейнера является компакт Y ;

4) минимальных компакта Штейнера три: {y1,2, y2,3}, {y2,3, y1,3},
{y1,2, y1,3}.

Доказательство. Заметим сначала, что dH(Ai, Y ) = 1
2 . Пусть d1 ∈[

0, 1
2

)
. Очевидно (см. рис. 4), что для j = 2, 3 справедливо

max
aj∈Aj

∣∣ajBd1(A1)
∣∣ =

∣∣a1Bd1(A1)
∣∣ = 1− d1.

Следовательно,

d1 +
∑

j 6=i
max
aj∈Aj

∣∣ajBd1(A1)
∣∣ = 2− d1 >

3

2
= SA(Y ).

С учетом имеющихся симметрий, получаем аналогичные неравенства
для остальных индексов. Значит, по теореме 4, существует единствен-
ный класс астрокомпактов Штейнера одинаковой взвешенности для A,
и Y ему принадлежит.

По построению, Y совпадает со своим каноническим расширением
относительно A, поэтому является максимальным компактом в клас-
се Σd(A). Удаление из компакта Y ровно одной точки сохраняет сум-
му расстояний до граничных компактов, удаление двух — увеличивает.
Поэтому в классе Σd(A) имеется три минимальных компакта Штейне-
ра: {y1,2, y2,3}, {y2,3, y1,3}, {y1,2, y1,3} и, значит, в этом классе содержится
ровно четыре элемента.

Теперь докажем обобщение теоремы 4.
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3.3. Третье условие

В доказательстве третьего условия будет использовано тривиальное
неравенство

SA(K) ≥
m∑

i=1

dKAi +
n∑

j=m+1

dAjK

Для чисел d1, . . . , dl, где dj ≥ 0 и l ≥ 2, обозначим компакт⋂l
i=1Bdi(Ai) через Ld1,...,dl . Заметим, что он может быть пуст; в этом

случае определим расстояние до него от любого другого компакта рав-
ным ∞.

Лемма 15. Пусть A = {A1, . . . , An} — граница в ограниченно компакт-
ном пространстве H(X). Пусть для фиксированного m ∈ N, 2 ≤ m < n,
для некоторых чисел d1, . . . , dl, где dj ≥ 0, и компакта K ′ выполняется

m∑

i=1

di +
n∑

j=m+1

max
aj∈Aj

|ajLd1,...,dm | > SA(K ′).

Тогда не существует астрокомпакта Штейнера K для A такого, что
dKAi = di, i = 1, . . . ,m.

Доказательство. Предположим, что компакт K такой, что dKAi = di,
i = 1, . . . ,m, является астрокомпактом Штейнера. Тогда K ⊂ Ld1,...,dm и
для каждого j = m+ 1, . . . , n справедливо

dH(Aj ,K) ≥ dAjK = max
aj∈Aj

|ajK| ≥ max
aj∈Aj

|ajLd1,...,dm |.

Значит,

SA(K) ≥
m∑

i=1

dKAi+
n∑

j=m+1

dAjK ≥
m∑

i=1

di+
n∑

j=m+1

max
aj∈Aj

|ajLd1,...,dm | > SA(K ′).

Получили противоречие с тем, что K является астрокомпактом Штей-
нера для A. Утверждение доказано.

Следствие 7. Используя в доказательстве леммы 15 свойство из лем-
мы 11 вместо свойства из леммы 12, аналогично получаем, что не су-
ществует астрокомпакта Штейнера K для A такого, что dH(Ai,K) =
di, i = 1, . . . ,m.

Теорема 6. Пусть A = {A1, . . . , An} — граница в ограниченно ком-
пактном пространстве H(X). Пусть для некоторого компакта K ′, для
фиксированного m ∈ N, 2 ≤ m < n, для каждого набора {i1, . . . , im} ⊂

48



{1, . . . , n} и для любых dil ≥ 0 таких, что
∑m

l=1 dil <
∑m

l=1 dH(Ail ,K
′),

выполняется
m∑

l=1

dil +
∑

j /∈{i1,...,im}
max
aj∈Aj

∣∣ajLdi1 ,...,dim
∣∣ > SA(K ′).

Тогда существует единственный класс астрокомпактов Штейнера
одинаковой взвешенности для A, и K ′ ему принадлежит.

Доказательство. Пусть K — некоторый компакт, и пусть di :=
dH(Ai,K). Если хотя бы для одного набора {i1, . . . , im} ⊂ {1, . . . , n} вы-
полняется

∑m
l=1 dil <

∑m
l=1 dH(Ail ,K

′), то из данного по условию нера-
венства по лемме 15 и следствию 7 следует, что K не является астроком-
пактом Штейнера для A. Если же для всех наборов {i1, . . . , im} справед-
ливо

∑m
l=1 dil ≥

∑m
l=1 dH(Ail ,K

′) и K является астрокомпактом Штей-
нера, то сложив все эти неравенства и поделив на Cm−1

n−1 , получим, что
SA(K) ≥ SA(K ′), и что K ′ тоже является астрокомпактом Штейнера
для A. Поскольку все неравенства обращаются в равенство, то для всех
наборов {i1, . . . , im} справедливо

∑m
l=1 dH(Ail ,K) =

∑m
l=1 dH(Ail ,K

′).
Рассмотрим набор {i1, . . . , im+1}, он имеет m + 1 различных

m-элементных подмножеств вида {j1, . . . , jm}, для каждого из ко-
торых выполняется равенство

∑m
l=1 dH(Ajl ,K) =

∑m
l=1 dH(Ajl ,K

′).
Сложив все такие равенства и поделив на m, получим равен-
ство

∑m+1
l=1 dH(Ail ,K) =

∑m+1
l=1 dH(Ail ,K

′), из которого, с учетом∑m
l=1 dH(Ail ,K) =

∑m
l=1 dH(Ail ,K

′), получаем равенство dH(Aim+1 ,K) =
dH(Aim+1 ,K

′). Аналогично получаем dH(Ai,K) = dH(Ai,K
′) для всех i,

следовательно, класс одинаковой взвешенности единственный. Теорема
доказана.

Если числа d1, . . . , dl, где dj ≥ 0, таковы, что для любого j = 1, . . . , l

выполняется Aj ⊂ Bdj

(⋂l
i=1,i 6=j Bdi(Ai)

)
, то набор (d1, . . . , dl) будем на-

зывать астровектором весов для границы {A1, . . . , Al}.

Следствие 8. Если для некоторого компакта K выполняется di =
dH(Ai,K) для любого i = 1, . . . , l, то набор (d1, . . . , dl) является аст-
ровектором весов для границы {A1, . . . , Al}. Таким образом, в лемме 15
и теореме 6 можно ограничиться астровекторами весов (di1 , . . . , dim)
для границы {Ai1 , . . . , Aim}.

Следствие 9. Метод, описанный в теоремах 3, 4 и 6, особенно хорошо
работает для границ, симметричных относительно поворота на угол
2π
n , поскольку для них перебор наборов индексов длины m сокращается с
точностью до симметрии.
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4. Некоторые экстремальные свойства симмет-
ричных выпуклых границ в H(Rm)

В данном разделе изучаются экстремальные свойства выпуклых границ
в H(Rm), обладающих определенной симметрией относительно гипер-
плоскости. Кроме того, в Rm рассматривается задача Ферма—Штейнера
для частично свободной границы, точки которой принадлежат фиксиро-
ванным строго выпуклым компактам, и доказывается формула первой
вариации длины астросети.

4.1. Свойства симметричных выпуклых границ в H(Rm)

Пусть π — гиперплоскость в Rm′ , отделяющая выпуклые компакты
A1, . . . , An от компакта A0. Для a ∈ A0 определим функцию s(a) :=∑n

i=1 rAi(a).

Лемма 16. Во введенных выше обозначениях:

1) функция s(a) непрерывна;

2) точка минимума функции s(a) лежит на ∂A0;

3) если компакт A0 — выпуклый, то функция s(a) выпуклая;

4) если компакт A0 — строго выпуклый, то точка минимума функ-
ции s(a) единственна.

Доказательство. 1. Следует из непрерывности функций rAi(a), см. лем-
му 3.

2. Предположим, что точка минимума a0 функции s(a) при a ∈ A0

является внутренней точкой компакта A0, то есть лежит в нем вместе с
некоторой окрестностью Bε(a0). Пусть l′ — прямая, проходящая через a0

перпендикулярно π. Рассмотрим точку ci ∈ PAi(a0), она существует по
лемме 5. Тогда для точки a′0 ∈ l′ ∩Bε(a0), взятой между a0 и гиперплос-
костью π, и каждого i = 1, . . . , n верно |a′0ci| < |a0ci| (см. рис. 5). Кроме
того, |a′0Ai| ≤ |a′0ci|. Таким образом, s(a′0) < s(a0), что противоречит
минимальности функции s(a) в точке a0. Значит, a0 ∈ ∂A0.

3. Следует из выпуклости функций rAi(a) на выпуклом множестве
A0, см. следствие 2.

4. Предположим, что точек минимума функции s(a) хотя бы две: a1

и a2. Из выпуклости функции s(a) получаем, что любая точка отрез-
ка [a1, a2] является точкой минимума функции s(a). Поскольку компакт
A0 — строго выпуклый, то любая точка из интервала (a1, a2) является
внутренней точкой A0, что противоречит пункту 1.
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Пусть теперь к тому же n = 2m, а π1 — гиперплоскость в Rm′ , перпен-
дикулярная π и такая, что строго выпуклый компакт A0 симметричен
относительно π1, а компакты Ai и Am+i симметричны относительно π1

для всех i = 1, . . . ,m (см. рис. 6).

Лемма 17. Во введенных выше обозначениях, точка минимума функ-
ции s(a) при a ∈ A0 лежит в ∂(A0 ∩ π1).

Доказательство. Предположим, что точка минимума a0 функции s(a)
при a ∈ A0 не лежит в π1. Тогда, в силу имеющихся симметрий, точка a′0,
симметричная a0 относительно π1, также лежит в A0 и является точкой
минимума s(a). Однако, по лемме 16, точка минимума функции s(a) на
строго выпуклом компакте A0 единственна. Полученное противоречие
показывает, что a0 ∈ A0∩π1. Тогда, по лемме 16, a0 лежит в ∂(A0∩π1).

Лемма 18. Во введенных выше обозначениях, если норма в Rm′ строго
выпуклая, a0 — точка минимума функции s(a) при a ∈ A0, то точки
cAi(a0) и cAm+i(a0) симметричны относительно π1, i = 1, . . . ,m.

Доказательство. Предположим, что cAi(a0) и cAm+i(a0) не симметрич-
ны относительно π1, и построим точку c′i ∈ Am+i, симметричную cAi(a0)
относительно π1. В силу имеющихся симметрий, |a0c

′
i| = |a0Am+i|, что,

по лемме 6, противоречит единственности точки, в которой достигается
|a0Am+i|.

Далее рассматриваем случай m′ = 2. В этом случае π и π1 являются
прямыми, и справедливо следующее утверждение.

Лемма 19. Пусть в R2 даны перпендикулярные прямые l и l1, выпук-
лые компакты A1, . . . , A2m отделены от строго выпуклого компакта A0

прямой l, компакт A0 симметричен относительно l1, и компакты Ai и
Am+i симметричны относительно l1 при i = 1, . . . ,m. Тогда единствен-
ной точкой минимума функции s(a) при a ∈ A0 является одна из двух
точек множества ∂A0 ∩ l1, ближайшая к точке l ∩ l1.
Доказательство. По лемме 17, точка минимума функции s(a) при a ∈
A0 лежит в компакте ∂(A0 ∩ l1), который является отрезком [a0, a

′
0], где

точка a0 ближе к l, чем точка a′0. Очевидно, что для каждого i = 1, . . . , n
и любой точки a ∈ (a0, a

′
0] справедливо |aAi| = |acAi(a)| > |a0cAi(a)| ≥

|a0cAi(a0)| = |a0Ai|. Значит, s(a) > s(a0) для любой точки a ∈ (a0, a
′
0],

поэтому a0 и только она является точкой минимума s(a).

Пусть теперь компакт A0 является образом гомотетии Hd
b0

некоторо-
го строго выпуклого, симметричного относительно l1 компакта B0, отде-
ленного прямой l от A1, . . . , A2m, где b0 ∈ l1 ∩ B0 — центр гомотетии, а
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Рис. 5. К лемме 16.

Рис. 6. К следствию 10.

d ≥ 0 — коэффициент. Пусть d0 > 0 — такое число, при котором Hd0
b0

(B0)
касается l. Для d ∈ [0, d0) определим функцию

s̃(d) := min
k∈Hd

b0
(B0)

s(k).

По лемме 19, для каждого d ∈ [0, d0) точкой минимума функции s̃(d) яв-
ляется одна из двух точек множества ∂Hd

b0
(B0)∩ l1, ближайшая к точке

l∩l1. Обозначим эту точку через k(d). Значит, s̃(d) = s
(
k(d)

)
, и из непре-

рывности зависимости k = k(d) и непрерывности функции s(k) следует
непрерывность s̃(d). Аналогично показывается непрерывность функций
ri(d) := rAi

(
k(d)

)
. Произвольную точку из PAi(d) будем обозначать че-

рез ci(d).

Лемма 20. Во введенных выше обозначениях, функции s̃(d) и ri(d), i =
1, . . . , n, строго монотонно убывают при d ∈ [0, d0).

Доказательство. Заметим, что при увеличении d точка k(d) движется
по l1 по направлению от b0 к ортогональной проекции Ai на прямую l,
но не достигает ее ни для одного i. Таким образом, при 0 ≤ d1 < d2 <
d0 для каждого i справедливо ri(d1) = |k(d1)ci(d1)| > |k(d2)ci(d1)| ≥
|k(d2)ci(d2)| = ri(d2). Значит, функция ri(d) строго монотонно убывает,
поэтому s̃(d) — тоже.
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Разработанная теория позволяет аналогичным образом получить сле-
дующий результат.

Следствие 10. Во введенных выше обозначениях, если A0 = Bd(b0) (см.
рис. 6), то функция

s̃(d) := min
k∈Bd(b0)

s(k)

и ri(d) := rAi

(
k(d)

)
, i = 1, . . . , n, непрерывны и строго монотонно убы-

вают при d ∈
[
0, |b0l|

)
.

4.2. Задача Ферма—Штейнера для частично свободной
границы в Rm

Считаем, что в Rm задана евклидовая метрика. Докажем формулу пер-
вой вариации длины астросети с частично свободной границей, у которой
каждая граничная вершина ai выбирается среди точек выпуклого ком-
пакта Ai, i = 1, . . . , n. Напомним, что если метрическая проекция точки
k на компакт A одноточечная, то ее единственный элемент обозначаем
через cA(k).

Лемма 21 (формула первой вариации длины астросети с граничными
вершинами, лежащими в выпуклых компактах). Пусть в Rm с евклидо-
вой метрикой даны выпуклые компакты A1, . . . , An, и пусть k — точка,
не лежащая ни в одном Ai. Тогда функция s(k) :=

∑n
i=1 rAi(k) диффе-

ренцируема по направлениям в точке k и ее производная в направлении
−→v равна

∂s(k)

∂v
= (−→n ,−→v ),

где −→n — сумма единичных направляющих векторов отрезков cAi(k)k.

Доказательство. По лемме 8, если точка k не лежит ни в одном Ai, то
функция s(k) дифференцируема по направлениям, и справедливо равен-
ство

∂s(k)

∂v
=

n∑

i=1

∂rAi(k)

∂v
=

n∑

i=1

(−−−−→ecAi
(k)k,
−→v ) =

( n∑

i=1

−−−−→ecAi
(k)k,
−→v
)

= (−→n ,−→v ).

Пусть в R2 с евклидовой метрикой даны выпуклый компакт K и луч
ob, лежащий на не пересекающейся с K прямой l. На внутренних точках
луча ob определим функцию α(a) := ∠oacK(a).
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Лемма 22. Функция α(a) обладает следующими свойствами:

1) непрерывна;

2) если α(a1) = α(a2) при a1 6= a2, то α(a) = α(a1) при a ∈ [a1, a2], и[
cK(a1), cK(a2)

]
⊂ ∂K;

3) монотонно убывает при удалении a от o к b, причем если K —
строго выпуклый, то α(a) строго монотонно убывает.

Доказательство. 1. Вектор −→ao невырожден и непрерывно зависит от
a, направляющий вектор −→eao неподвижен. Вектор

−−−−→
acK(a), по лемме 7,

непрерывно зависит от a. Поэтому cos
(
∠oacK(a)

)
как функция a также

непрерывен, следовательно, непрерывна и α(a).
2. Рассмотрим два случая расположения метрических проекций точек

a1 и a2, a1 6= a2. Если cK(a1) = cK(a2), то, поскольку cK(a1) не лежит
на прямой a1a2, направления

−−−−−−→
a1cK(a1) и

−−−−−−→
a2cK(a2) различны, поэтому

α(a1) 6= α(a2).
Если же cK(a1) 6= cK(a2), то для каждого i = 1, 2 построим прямую

li, перпендикулярную aicK(ai) в точке cK(ai). Поскольку компакт K —
выпуклый, то прямые li являются опорными для K. Действительно, без
ограничения общности предположим, что прямой l1 принадлежит внут-
ренняя точка k1 компакта K, тогда в ее достаточно малой окрестности,
пересекающейся с открытой полуплоскостью, ограниченной прямой l1 и
содержащей точку a1, существует точка k′1 ∈ K. Поскольку компакт K
— выпуклый, то в нем лежит и отрезок [cK(a1), k′1], на котором есть точ-
ки, более близкие к a1, чем точка cK(a1), что противоречит определению
метрической проекции.

Условие α(a1) = α(a2) означает, что отрезки a1cK(a1) и a2cK(a2) па-
раллельны. Тогда l1 и l2 либо параллельны, либо совпадают. Поскольку
компакт K лежит в открытой полуплоскости относительно прямой a1a2,
то векторы

−−−−−−→
a1cK(a1) и

−−−−−−→
a2cK(a2) направлены внутрь этой полуплоско-

сти и не могут иметь противоположные направления. Значит,
−−−−−−→
a1cK(a1)

и
−−−−−−→
a2cK(a2) сонаправлены. Предположим, что l1 и l2 параллельны. Как

показано выше, для каждого i = 1, 2 компакт K касается li и лежит в
полуплоскости Πi относительно li, не содержащей точки ai. Одна из по-
луплоскостей содержится в другой, без ограничения общности, Π1 ⊂ Π2,
тогда существуют точки компакта K, лежащие по разные стороны от l1,
что противоречит тому, что l1 является опорной для K.

Значит, прямые l1 и l2 совпадают, поэтому в ∂K содержится отре-
зок

[
cK(a1), cK(a2)

]
(и, следовательно, компакт K — нестрого выпук-

лый). Тогда для каждой точки c ∈
[
cK(a1), cK(a2)

]
существует точка
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a ∈ [a1, a2], для которой c = cK(a). Действительно, построим a на пере-
сечении l с прямой, проходящей через c параллельно a1cK(a1). При этом
α(a) = α(a1) для любой точки a ∈ [a1, a2].

3. По пункту 1, функция α(a) непрерывна, поэтому если она имеет
локальный экстремум в точке a0, то в некоторой его окрестности суще-
ствуют точки a1 6= a2 такие, что a0 принадлежит интервалу (a1, a2), в
которых функция принимает одинаковые значения, отличные от α(a0).
Тогда, по пункту 2, α(a0) = α(a1), что противоречит тому, что a0 — точка
локального экстремума. Следовательно, α(a) монотонна. При движении
a по лучу от точки o значение maxk∈K ∠oak стремится к нулю, при этом
0 < α(a) ≤ maxk∈K ∠oak. Значит, α(a) монотонно убывает при удалении
a от o к b.

Если компакт K — строго выпуклый, то рассмотрим a1 6= a2. Если
cK(a1) 6= cK(a2), то, по пункту 2, из того, что

[
cK(a1), cK(a2)

]
6⊂ ∂K,

следует, что α(a1) 6= α(a2). Если cK(a1) = cK(a2), то также α(a1) 6= α(a2).
Значит, функция α(a) строго монотонно убывает при удалении a от o к
b.

Рис. 7. К лемме 23. Рис. 8. К лемме 23.

В дальнейшем нам потребуется следующее утверждение.

Лемма 23. Пусть на R2 даны выпуклые компакты A1 и A2, симмет-
ричные относительно прямой l и не пересекающиеся с ней, и точки o и
b0 на l такие, что ∠cA1(o)ob0 = 2π

3 и ∠cA1(b0)b0o <
π
3 . Пусть компакт

A0 равен {b0}. Пусть также k′ — ближайшая к b0 точка отрезка [o, b0],
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для которой выполняется ∠cA1(k′)k′b0 = 2π
3 (см. рис. 7). Тогда функция

s(k) :=
∑2

i=0 rAi(k) на отрезке [o, b0] обладает следующими свойствами:

1) строго монотонно возрастает при движении k от k′ к b0;

2) достигает минимума на отрезке [o, k′].

Доказательство. 1. По лемме 22, для любой точки k ∈ (k′, b0] выполня-
ется ∠cA1(k)ko < π

3 . Поскольку вектор −−−−−→ecA1
(k)k+−−−−−→ecA2

(k)k лежит на l, а его
длина больше длины вектора −−−−−→ecA0

(k)k = −−→eb0k, который тоже лежит на l и
противонаправлен сумме, то вектор −→n в точке k сонаправлен с −→v (см.
рис. 8). Отсюда (−→n ,−→v ) > 0, а по лемме 21, ∂s(k)

∂v = (−→n ,−→v ), поэтому s(k)
строго монотонно возрастает при движении k от k′ к b0.

2. Если k′ 6= o, то для любой точки k ∈ [o, k′], по лемме 22, верно
∠cA1(k)kb0 = 2π

3 , поэтому в каждой такой точке k выполняется −→n = 0.
Значит, по лемме 21, функция s(k) постоянна на [o, k′]. По пункту 1
доказываемого утверждения, s(k) возрастает при удалении от k′ к b0,
поэтому каждая точка из отрезка [o, k′] является точкой минимума s(k)
на отрезке [o, b0].

5. Задача Ферма—Штейнера для границ в H(R2),
полученных некоторыми деформациями вер-
шин правильного треугольника

В данном разделе мы найдем решение задачи Ферма—Штейнера для
некоторых трехэлементных границ, инвариантных относительно группы
своих симметрий, элементы которых являются выпуклыми симметрич-
ными с некоторыми дополнительными ограничениями. Для таких гра-
ниц будет применена теория из разделов 2.4, 3.1 и 4.2.

5.1. Общий случай симметричного выпуклого граничного
компакта с to-подмножеством, пересекающим ось сим-
метрии

Пусть в R2 на прямой l1 лежат точки b1, z1, o так, что z1 ∈ (b1, o), причем
точное расположение z1 мы определим позднее. Поворотом прямой l1 и
точек b1, z1 относительно точки o на угол −2π

3 (i− 1) получим прямую li
и точки bi, zi, i = 2, 3. Пусть l′i — прямая, перпендикулярная прямой li в
точке o, i = 1, 2, 3.

Пусть A1 — выпуклый компакт, состоящий более чем из одной точки,
симметричный относительно прямой l1, не пересекающийся с прямыми
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l′2 и l′3 и такой, что выполняется

sup
a1∈A1

|a1z1| = |b1z1|.

Пусть Ai — компакт, получившийся из A1 поворотом относительно o на
угол −2π

3 (i− 1), i = 2, 3. Рассмотрим границу A = {A1, A2, A3} ⊂ H(R2)
(см. рис. 9).

Рис. 9. Граница A.

Рис. 10. К лемме 25.

При d ∈
(
0, |b1o|

)
круг Bd(b1) отделен прямой l′1 от компактов A2 и

A3, поэтому из леммы 19 следует, что единственной точкой минимума
функции s(k) = |kA2| + |kA3| при k ∈ Bd(b1) является одна из двух
точек множества ∂Bd(b1)∩l1, ближайшая к точке o; обозначим эту точку
минимума через k(d). В силу выпуклости Ai, евклидовости метрики и
леммы 6, верно следующее утверждение.

Лемма 24. Существует единственная точка cAi(d) ∈ Ai такая, что
|k(d)cAi(d)| = |k(d)Ai|.

Для удобства, положим r(d) := r2(d) = r3(d) и докажем следующее
свойство.

Лемма 25. Существует единственное значение d0 такое, что d0 =
r(d0).

Доказательство. Тождественная функция d, очевидно, непрерывна и
строго монотонно возрастает при d ∈

[
0, |b1o|

]
, принимая все значения
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из отрезка
[
0, |b1o|

]
. По лемме 3, функция r(d) непрерывна. По след-

ствию 2, r(d) является выпуклой на l, поэтому монотонно убывает при
d ∈

[
0, |b1o|

]
. Следовательно, r(d) принимает все значения из отрезка[

|oA2|, |b1A2|
]
. Поскольку |b1o| = |b2o| ≥ |oA2|, то области значений функ-

ций d и r(d) пересекаются, поэтому существует единственное значение d0

такое, что d0 = r(d0) (см. рис. 10).

Для удобства, положим z1 := k(d0), c21 := cA2(d0) и c31 := cA3(d0).
Поворотом точек z1, c21, c31 относительно точки o на угол −2π

3 построим
точки z2, c32, c13 соответственно, а поворотом на угол−2π

3 — точки z3, c23,
c12 соответственно (при этом точки cij и cik, принадлежащие одному Ai,
могут совпасть, {i, j, k} = {1, 2, 3}). По построению, эти точки обладают
свойством |bizi| = |cjizi| = d0 для всех i = 1, 2, 3 и j ∈ {1, 2, 3} \ {i}.
Пусть Z := {z1, z2, z3}; очевидно, что он переходит в себя при повороте
относительно o на углы 2π

3 и −2π
3 (см. рис. 11).

Рис. 11. Компакт Z = {z1, z2, z3}.

Определим функцию s1(d) := d+2r(d), из определений и доказанного
ранее следует, что

s1(d) = d+ min
k∈Bd(b1)

(
|kA2|+ |kA3|

)
.

Поскольку ∠b1ocAi

(
|b1o|

)
= 2π

3 , i = 2, 3, то, по лемме 23, функция s1(d)
достигает минимума при d = |b1o|, постоянна на отрезке [d′, |b1o|], где
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d′ — наименьшее значение, при котором ∠cA2

(
k(d′)

)
k(d′)o = π

3 , и стро-
го монотонно убывает при d ∈ [0, d′]. Далее предполагаем также, что
граница A такова, что z1 ∈

[
k(d′), b1

]
.

Теорема 7. В принятых выше обозначениях для границы A:

1) длина астросети Штейнера SA равняется 3d0;

2) множество Σ(A) состоит из одного класса одинаковой взвешен-
ности с вектором расстояний d̄ = (d0, d0, d0);

3) Z является единственным минимальным астрокомпактом Штей-
нера.

Доказательство. Поскольку A1 лежит вместе с z1 в одной полуплоско-
сти относительно l2, а с z3 — в разных, и точки z1 и z3 симметричны
относительно l2, то для любой точки a1 ∈ A1 выполняется неравенство
|a1z1| < |a1z3|. Аналогично, |a1z1| < |a1z2|. Тогда

sup
a1∈A1

|a1Z| = sup
a1∈A1

|a1z1| = |b1z1| = d0.

В силу имеющихся симметрий, выполняется

sup
z∈Z
|zA1| = max{|z1A1|, |z2A1|, |z3A1|} = |c12z2| = |c13z3| = d0.

Тогда, по определению, dH(A1, Z) = max{|b1z1|, |c12z2|} = d0. В силу
имеющихся симметрий, SA(Z) = 3d0.

Как показано ранее, s1(d) строго монотонно убывает при d ∈ [0, d0],
при этом d0 = dH(A1, Z) и s1(d0) = 3d0 = SA(Z), значит, при d1 ∈ [0, d0)
выполняется

d1 + min
k∈Bd1

(b1)

(
|kA2|+ |kA3|

)
= s1(d1) > SA(Z).

С учетом имеющихся симметрий получаем аналогичные неравенства для
di ∈ [0, d0), i = 2, 3, {i, j, l} = {1, 2, 3}:

di + min
k∈Bdi

(bi)

(
|kAj |+ |kAl|

)
= s1(di) > SA(Z).

Таким образом, граница A удовлетворяет условиям теоремы 3, сле-
довательно, существует единственный класс астрокомпактов Штейне-
ра одинаковой взвешенности для A, и Z ему принадлежит. Значит,
SA = SA(Z) = 3d0. Удаление из Z хотя бы одной точки увеличивает
расстояние по крайней мере до одного граничного компакта, поэтому Z
является (единственным) минимальным астрокомпактом Штейнера.

Теорема доказана.

59



Следствие 11. По теореме 1, максимальным астрокомпактом Штей-
нера для A из теоремы 7 является компакт Kd̄ = Bd0(A1) ∩ Bd0(A2) ∩
Bd0(A3), а любой астрокомпакт Штейнера K удовлетворяет включе-
нию Z ⊂ K ⊂ Kd̄. Поскольку все zi различны, то Kd̄ имеет мощность
континуума, поэтому Σ(A) содержит континуум элементов.

Следствие 12. Для границы A описанного вида справедливо bi ∈
toK(Ai) для каждого K ∈ Σ(A).

5.2. Непрерывные 1-параметрические деформации грани-
цы с последующими деформациями других видов

В этом разделе мы рассмотрим некоторые выпуклые 1-параметрические
деформации трехэлементных границ, в каждой из которых нулевое
значение параметра соответствует границе, состоящей из одноточеч-
ных компактов, расположенных в вершинах правильного треугольника
4a1a2a3 с центром o и радиусом описанной окружности 1. Мы явным
образом построим астрокомпакты Штейнера для этих границ, а также
изучим деформации с помощью редукции и перехода к порождающим
границам. Необходимые определения и результаты см. в разделе 2.4.

5.2.1. Раздутие в круги и деформация с помощью редукции

В данном разделе мы построим 1-параметрическое семейство границ,
для которой изучим деформации граничных компактов, полученные с
помощью теории редукции и не увеличивающие длину минимальной аст-
росети.

Рассмотрим границу A◦r = {A1, A2, A3} ⊂ H(R2) такую, что Ai =
Br(ai), i = 1, 2, 3, где r ∈

(
0, 1

2

)
— параметр.

Пусть bi ∈ Ai — точка, наиболее удаленная от o. Пусть точка
zi ∈ (o, bi) — такая, что |bizi| = 3(1+r)

3+4r . Положим Zrmin := {z1, z2, z3} (см.
рис. 12).

Теорема 8. В принятых выше обозначениях для границы A◦r при r ∈(
0, 1

2

)
:

1) длина астросети Штейнера SA◦r равняется 9(1+r)
3+4r ;

2) множество Σ(A◦r) состоит из одного класса одинаковой взвешен-
ности с вектором расстояний d̄ = (d0, d0, d0), где d0 = 3(1+r)

3+4r ;

3) Zrmin является единственным минимальным астрокомпактом
Штейнера;
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Рис. 12. Граница A◦r и астрокомпакты
Штейнера: минимальный {z1, z2, z3}
и максимальный (закрашен темно-
серым).

4) Zrmax := ∩3
i=1Bd0+r(ai) является единственным максимальным

астрокомпактом Штейнера.

Доказательство. Построим прямую li через точки o и ai, а также пря-
мую l′i, перпендикулярную li в точке o. При r ∈

(
0, 1

2

)
компакт Ai не пе-

ресекается с прямыми l′2 и l′3. Очевидно, что для любой точки z′i ∈ (o, ai)
точка bi — единственная, для которой выполняется supa∈Ai

|az′i| = |biz′i|.
Более того, компакты A2 и A3 получаются из A1 поворотом на углы −2π

3
и 2π

3 соответственно. Кроме того, ∠oz1cA2(z1) = ∠oz1a2 <
π
3 . Таким обра-

зом, граница A◦r удовлетворяет всем условиям, наложенным на границу
из раздела 5.1.

Найдем точки z′i ∈ (o, bi), в которых будет выполняться |biz′i| = |z′iAj |,
i ∈ {1, 2, 3} и j ∈ {1, 2, 3} \ {i}. По лемме 24, существует единственная
точка cji ∈ Aj , для которой выполняется |z′iAj | = |z′icji|. Несложно заме-
тить, что в случае, когда Aj — круги, верно cji = ∂Aj ∩ [z′i, aj ]. Поэтому
равенство |biz′i| = |z′iAj | эквивалентно |aiz′i| + r = |ajz′i| − r, i 6= j. По-
ложим |oz′i| = x, тогда ∠aioci = 2π

3 и, по теореме косинусов, равенство
|aiz′i|+ r = |ajz′i| − r эквивалентно

1 + r − x =

√
1 + x2 − 2x cos

2π

3
− r.
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Единственным решением этого уравнения относительно x является x =
4r(1+r)

3+4r . Обозначим |biz′i| = |z′iAj | через d0 = d0(r), тогда d0(r) = 1 + r −
x(r) = 3(1+r)

3+4r . Следовательно, точки zi являются искомыми.
Тогда, по теореме 7, единственным минимальным астрокомпактом

Штейнера является компакт Zrmin, множество Σ(A◦r) состоит из одного
класса одинаковой взвешенности, и его вектор расстояний d̄ = (d0, d0, d0),
причем dH(Ai, Z

r
min) = d0 и SA◦r = 3d0 = 9(1+r)

3+4r . По теореме 1, макси-
мальный астрокомпакт Штейнера в этом классе имеет вид Kd̄(A◦r) =
∩3
i=1Bd0(Ai), который совпадает с ∩3

i=1Bd0+r(ai).

Изучим поведение SA◦r при деформации r ∈
(
0, 1

2

)
. Из непрерывно-

сти функции d0(r) непосредственной проверкой получаем следующий ре-
зультат.

Лемма 26. Функция d0(r) = 3(1+r)
3+4r строго монотонно убывает при

r ∈
[
0, 1

2

]
, принимая все значения из отрезка

[
9
10 , 1

]
.

Следствие 13. Функция SA◦r строго монотонно убывает при r ∈
(
0, 1

2

)
,

принимая все значения из отрезка
(

27
10 , 3

)
.

Теперь изучим возможные деформации границы A◦r с неувеличением
длины минимальной астросети Штейнера относительно астрокомпакта
Штейнера Zrmin. Построим открытые множества Fi := Ud0(zi)\

(
Bd0(zj)∪

Bd0(zk)
)
, {i, j, k} = {1, 2, 3} (см. рис. 13). Как показано ранее, для каждо-

го i ∈ {1, 2, 3} и j ∈ {1, 2, 3}\{i} существует единственная точка cji ∈ Aj ,
для которой выполняется |bizi| = |cjizi| = d0.

Лемма 27. В принятых выше обозначениях для границы A◦r при r ∈(
0, 1

2

)
:

1) редукцией RZr
min

(Ai) является {cij , cik, bi}, а Zrmin-облаком компак-
та Ai является Fi, где {i, j, k} = {1, 2, 3};

2) граница A◦r обладает свойством from-покрытия компакта Zrmin.

Доказательство. Для удобства обозначим K := Zrmin. Тогда toAi(K) =
{zj , zk}, fromK(Ai) = {cij , cik} и toK(Ai) = {bi}, {i, j, k} = {1, 2, 3}. Зна-
чит, RK(Ai) = {cij , cik, bi}, а множество Fi является K-облаком компакта
Ai.

Сравним длины |zicij | и d0. Непосредственными вычислениями по
теореме косинусов находим cos∠zjaio = 3+6r+2r2

3+6r+4r2
, откуда

|zicij |2 =
3(1 + r)2(9− 18r − 36r2 + 48r3 + 64r4)

(3 + 4r)2(3 + 6r + 4r2)
.
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Рис. 13. Z-облака границы A◦r для Z = Zrmin.

Решая неравенство |zicij |2 < d2
0 при r > 0, получаем, что r ∈

(
0,
√

3
2

)
.

Таким образом, при r ∈
(
0, 1

2

)
выполняется |zicij | < d0, то есть {zi} ⊂

Ud0
(
{cij , cik}

)
. Поскольку к тому же K \ toAi(K) = {zi}, то, по определе-

нию, A◦r обладает свойством from-покрытия компакта K.

Определим границу Br = {B1, B2, B3} так, что {cij , cik, bi} ⊂ Bi ⊂ Fi,
где {i, j, k} = {1, 2, 3}.

Теорема 9. В принятых выше обозначениях для границы Br при r ∈(
0, 1

2

)
выполняется SBr ≤ SA◦r .

Доказательство. По построению и пункту 1 лемме 27, граница Br яв-
ляется Zrmin-деформацией границы A◦r . По пункту 2 леммы 27, граница
A◦r обладает свойством from-покрытия компакта Zrmin. Значит, согласно
теореме 2, выполняется SB ≤ SA◦r .

Аналогично можно рассмотреть деформации относительно макси-
мального астрокомпакта Штейнера (см. рис. 14) и любого промежуточ-
ного; в общем случае деформации, построенные относительно различных
астрокомпактов Штейнера, различны.
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Рис. 14. Z-облака границы A◦r для Z = Zrmax.

5.2.2. Растяжение в отрезки вдоль осей симметрии и переход к
порождающему подмножеству

В данном разделе мы построим 1-параметрическое семейство границ и
продемонстрируем, как работает следствие 4 при переходе к порождаю-
щим подмножествам выпуклых граничных элементов. Выпуклая и по-
рождающая границы будут иметь одинаковую длину минимальной аст-
росети и, более того, совпадающие множества астрокомпактов Штейне-
ра.

Рассмотрим границу A−t = {A1, A2, A3} ⊂ H(R2) такую, что Ai =
[bi, ci] — отрезок на луче oai длины 2t с серединой в точке ai, причем
ci ∈ [ai, o], i = 1, 2, 3, где t ∈ (0, 1) — параметр.

Пусть точка zi ∈ (o, bi) — такая, что |bizi| = t2+3
t+3 . Положим Ztmin :=

{z1, z2, z3} (см. рис. 15).
Теорема 10. В принятых выше обозначениях для границы A−t при t ∈
(0, 1):

1) длина астросети Штейнера SA−t равняется 3(t2+3)
t+3 ;

2) множество Σ(A−t ) состоит из одного класса одинаковой взвешен-
ности с вектором расстояний d̄ = (d0, d0, d0), где d0 = t2+3

t+3 ;
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Рис. 15. Граница A−t и астро-
компакты Штейнера: минимальный
{z1, z2, z3} и максимальный (закра-
шен темно-серым).

3) Ztmin является единственным минимальным астрокомпактом
Штейнера;

4) Ztmax := ∩3
i=1Bd0(ci) является единственным максимальным аст-

рокомпактом Штейнера.

Доказательство. Построим прямую li через точки o и ai, а также пря-
мую l′i, перпендикулярную li в точке o. При t ∈ (0, 1) компакт Ai не пе-
ресекается с прямыми l′2 и l′3. Очевидно, что для любой точки zi ∈ (o, ai)
точка bi — единственная, для которой выполняется supa∈Ai

|azi| = |bizi|.
Более того, компакты A2 и A3 получаются из A1 поворотом на углы −2π

3
и 2π

3 соответственно. Кроме того, cA2(z1) = c2 и ∠oz1c2 <
π
3 . Таким обра-

зом, граница A−t удовлетворяет всем условиям, наложенным на границу
из раздела 5.1.

Найдем точки z′i ∈ (o, bi), в которых будет выполняться |biz′i| = |z′iAj |
(здесь и далее i ∈ {1, 2, 3} и j ∈ {1, 2, 3} \ {i}). По лемме 24, существует
единственная точка cji ∈ Aj , для которой выполняется |z′iAj | = |z′icji|.
Несложно заметить, что в случае, когда Aj — отрезки, задающие угол
∠cjozi = ∠bjozi = 2π

3 , верно cji = cj . Поэтому равенство |biz′i| = |z′iAj |
эквивалентно |aiz′i| + t = |cjz′i|. Положим |oz′i| = x, тогда ∠aioci = 2π

3 и,
по теореме косинусов, равенство |aiz′i|+ t = |cjz′i| эквивалентно

(1 + t− x)2 = (1− t)2 + x2 − 2(1− t)x cos
2π

3
.
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Единственным решением этого уравнения относительно x является
x(t) = 4t

3+t . Обозначим |biz′i| = |z′iAj | через d0 = d0(t), тогда d0(t) =

1 + t− x(t) = t2+3
t+3 . Следовательно, точки zi являются искомыми.

Тогда, по теореме 7, единственным минимальным астрокомпактом
Штейнера является компакт Ztmin, множество Σ(A−t ) состоит из одного
класса одинаковой взвешенности, и его вектор расстояний d̄ = (d0, d0, d0),
причем dH(Ai, Z

t
min) = d0 и SA−t = 3d0 = 3(t2+3)

t+3 . По теореме 1, макси-
мальный астрокомпакт Штейнера в этом классе имеет вид Kd̄(A−t ) =
∩3
i=1Bd0(Ai), который совпадает с ∩3

i=1Bd0(ci).

Изучим поведение SA−t при деформации t ∈ (0, 1). Из непрерывности
функции d0(t) непосредственной проверкой получаем следующий резуль-
тат.

Лемма 28. Функция d0(t) = t2+3
t+3 строго монотонно убывает при

t ∈ [0, 2
√

3 − 3] и строго монотонно возрастает при t ∈ [2
√

3 − 3, 1],
принимая все значения из отрезка

[
4
√

3− 6, 1
]
.

Следствие 14. Функция SA−t строго монотонно убывает при t ∈
(0, 2
√

3 − 3] и строго монотонно возрастает при t ∈ [2
√

3 − 3, 1), при-
нимая все значения из отрезка

[
12
√

3− 18, 3
)
.

Рассмотрим границу B−t = {B1, B2, B3}, где Bi = {bi, ci}, точки взяты
из элементов границы A−t .

Теорема 11. В принятых выше обозначениях для границы B−r при t ∈
(0, 1) верны равенства SB−t = SA−t и, более того, Σ(B−t ) = Σ(A−t ).

Доказательство. Поскольку Ai = conv(Bi), то граница B−t является по-
рождающей для A−t . Тогда, по следствию 4, SA−t ≤ SB−t . Кроме того,
заметим, что SB−t (Ztmin) = SA−t (Ztmin), поэтому SB−t = SA−t и Ztmin явля-
ется астрокомпактом Штейнера для границы B−t . Удаление из Ztmin хотя
бы одной точки увеличивает расстояние по крайней мере до одного гра-
ничного компакта, поэтому Ztmin является (единственным) минимальным
астрокомпактом Штейнера для B−t .

Поскольку максимальный астрокомпакт Штейнера для границы A−t
задается только точками ci и расстоянием d0, то он является максималь-
ным и для границы B−t , поэтому Σ(B−t ) = Σ(A−t ).
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5.2.3. Раздутие в правильные треугольники и переход к порож-
дающему подмножеству

В данном разделе мы построим 1-параметрическое семейство границ, со-
храняющее длину минимальной астросети, и продемонстрируем, как ра-
ботает следствие 4 при переходе к порождающим подмножествам выпук-
лых граничных элементов. В отличие от прошлого раздела, множество
астрокомпактов Штейнера для порождающей границы строго содержит-
ся в множестве астрокомпактов Штейнера для выпуклой границы. Кро-
ме того, максимальный астрокомпакт Штейнера не будет выпуклой обо-
лочкой минимального астрокомпакта Штейнера.

Рассмотрим границу A4t = {A1, A2, A3} ⊂ H(R2) такую, что Ai —
это правильный треугольник4bicijcik радиуса описанной окружности t с
центром в точке ai, причем ai ∈ [bi, o] и |cijbj | < |cikbj |, {i, j, k} = {1, 2, 3},
где t ∈

(
0, 1

2

)
— параметр.

Рис. 16. Граница A4t и астрокомпакты
Штейнера: минимальный {z1, z2, z3} и мак-
симальный (закрашен темно-серым).

Пусть точка zi ∈ (o, bi) — такая, что |bizi| = 1. Положим Ztmin :=
{z1, z2, z3} (см. рис. 16).
Теорема 12. В принятых выше обозначениях для границы A4t при t ∈(
0, 1

2

)
:

1) длина астросети Штейнера SA4t равняется 3;
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2) множество Σ(A4t ) состоит из одного класса одинаковой взвешен-
ности с вектором расстояний d̄ = (1, 1, 1);

3) Ztmin является единственным минимальным астрокомпактом
Штейнера;

4) Ztmax := 4z1z2z3 является единственным максимальным астро-
компактом Штейнера.

Доказательство. Построим прямую li через точки o и ai, а также пря-
мую l′i, перпендикулярную li в точке o. При t ∈

(
0, 1

2

)
компакт Ai не пе-

ресекается с прямыми l′2 и l′3. Очевидно, что для любой точки zi ∈ (o, ai)
точка bi — единственная, для которой выполняется supa∈Ai

|azi| = |bizi|.
Более того, компакты A2 и A3 получаются из A1 поворотом на углы
−2π

3 и 2π
3 соответственно. Кроме того, cA2(z1) = c21 и ∠oz1c21 = π

3 . Та-
ким образом, граница A4t удовлетворяет всем условиям, наложенным на
границу из раздела 5.1.

Найдем точки z′i ∈ (o, bi), в которых будет выполняться |biz′i| = |z′iAj |
(здесь и далее i ∈ {1, 2, 3} и j ∈ {1, 2, 3} \ {i}). По лемме 24, существует
единственная точка cji ∈ Aj , для которой выполняется |z′iAj | = |z′icji|.
При z′i = zi выполняется |z′ibi| = 1 = |z′icji|, в то время как при z′i ∈ (o, zi)
верно |z′ibi| > |zibi| = |zicji| > |z′icji|, а при z′i ∈ (zi, bi) верно |z′ibi| <
|zibi| = |zicji| < |z′icji|. Следовательно, точки zi являются искомыми, и
величина |bizi| = |ziAj | равна 1.

Тогда, по теореме 7, единственным минимальным астрокомпактом
Штейнера является компакт Ztmin, множество Σ(A4t ) состоит из одного
класса одинаковой взвешенности, и его вектор расстояний d̄ = (1, 1, 1),
причем dH(Ai, Z

t
min) = 1 и SA4t

= 3. По теореме 1, максимальный аст-

рокомпакт Штейнера в этом классе имеет вид Kd̄(A4t ) = ∩3
i=1B1(Ai),

который совпадает с 4z1z2z3.

Рассмотрим границу B4t = {B1, B2, B3}, где Bi = {bi, cij , cik}, точки
взяты из элементов границы A4t , {i, j, k} = {1, 2, 3}. Построим компакт
Y t

max :=
⋂3
i=1B1

(
{cij , cik}

)
(см. рис. 17).

Теорема 13. В принятых выше обозначениях для границы B4t при t ∈(
0, 1

2

)
:

1) справедливо SB4t = SA4t
= 3;

68



Рис. 17. Граница B4t и астрокомпакты
Штейнера: минимальный {z1, z2, z3} и
максимальный Y t

max (закрашен темно-
серым).

Рис. 18. Граница A∗.

2) множество Σ(B4t ) состоит из одного класса одинаковой взве-
шенности с вектором расстояний d̄ = (1, 1, 1), причем Σ(B4t ) (
Σ(A4t );

3) Ztmin является единственным минимальным астрокомпактом
Штейнера;

4) Y t
max является единственным максимальным астрокомпактом

Штейнера.

Доказательство. Поскольку Ai = conv(Bi), то граница B4t является по-
рождающей для A4t . Тогда, по следствию 4, SA4t ≤ SB4t

. Кроме того,
заметим, что SB4t (Ztmin) = SA4t

(Ztmin), поэтому SB4t = SA4t
и Ztmin явля-

ется астрокомпактом Штейнера для границы B4t . Удаление из Ztmin хотя
бы одной точки увеличивает расстояние по крайней мере до одного гра-
ничного компакта, поэтому Ztmin является (единственным) минимальным
астрокомпактом Штейнера для B4t .

Максимальный астрокомпакт Штейнера Y t
max для границы B4r равен

B1(B1) ∩ B1(B2) ∩ B1(B3) и задается точками cji, j 6= i, в отличие от
Ztmax, поэтому содержится в Ztmax. При этом Y t

max 6= Ztmax, поскольку
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для любой точки y ∈ (zj , zk) выполняется |yBi| = min{|ycij |, |ycik|} > 1.
Отсюда верно Σ(B4t ) ( Σ(A4t ).

Следствие 15. Границу B4t можно рассматривать как объединение
трех дубликатов одночечной границы {a1, a2, a3}. В данном случае длина
минимальной астросети сохраняется и равна длине минимальной аст-
росети для {a1, a2, a3}, то есть 3. Однако, как было показано в [2], такое
выполняется не всегда: существует граница A∗ = {A1, A2, A3}, являю-
щаяся объедиением двух дубликатов одноточечной границы {a1, a2, a3},
для которой длина минимальной астросети меньше 3. Для этой гра-
ницы Ai = {ai, bi}, i = 1, 2, 3, точки bi получены из ai поворотом вокруг
o на π

3 (см. рис. 18).
Кроме того, класс Σ(B4t ) инвариантен относительно группы сим-

метрий границы B4t , в отличие от каждого отдельного взятого класса
решений для границы A∗.
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Sufficient conditions for minimality of star networks in
hyperspaces
Tropin A.M.

The Fermat—Steiner problem is to find a point in the metric space
Y such that the sum of the distances from it to the points of some
finite fixed subset A ⊂ Y , called the boundary, is minimal. We will
call the minimal sum of distances the length of the minimum astronet.
We consider this problem in the hyperspace Y = H(X) of nonempty,
closed and bounded subsets of the proper metric space X; moreover,
the Hausdorff metric is introduced on H(X). Since X is proper space,
all elements ofH(X) are compact. Each solution of the Fermat—Steiner
problem will be called the Steiner astrocompact; its set is divided into
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classes with equal weight, each of which corresponds to its own vector
of distances to the boundary compact sets.

In this article, we prove three sufficient conditions for the given
compact set to be a Steiner astrocompact for a given boundary.
Also, these conditions guarantee the uniqueness of the class of
Steiner astrocompact spaces with equal weight. This theory is used
to completely solve the Fermat—Steiner problem for some symmetric
convex three-element boundaries in R2, and this is demonstrated by
examples.

Keywords: Fermat-Steiner problem, star network, minimal
astronet, Steiner astrocompact, hyperspace, Hausdorff distance, metric
projection, point-to-set distance function, first variation.
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Тестирование бесповторных функций в
элементарном базисе, расширенном всеми

поляризуемыми слабоповторными
функциями

А.А. Вороненко1

Д.В. Кафтан2

В работе доказано, что в базисе, состоящем из элементарного
и всех поляризуемых слабоповторных функций, функция Шенно-
на для длины теста относительно бесповторной альтернативы не
превышает 3n− 2.

Ключевые слова: бесповторная функция, проверяющее те-
стирование, слабоповторные функции.

В статье без определения используются базовые понятия дискретной
математики (см., например, [1]) и пионерской работы [2]. В работе [2]
был введен аппарат канонических деревьев — однозначное представле-
ние бесповторных функций для задач тестирования.

Множество n-мерных булевых наборов T называется тестом отно-
сительно бесповторной альтернативы [2] в базисе B для бесповтор-
ной в том базисе функции f(x1, . . . , xn), существенно зависящей от всех
переменных, если для любой отличной от f бесповторной в базисе B
функции h(x1, . . . , xn) существует набор (α1, . . . , αn) ∈ T , такой, что
f(α1, . . . , αn) 6= h(α1, . . . , αn).

1Вороненко Андрей Анатольевич — профессор кафедры кафедры математической
кибернетики ВМК МГУ, д.ф.-м.н., e-mail: dm6@cs.msu.ru.

Voronenko Andrey Anatolievich — professor, DR, Lomonosov Moscow State University,
Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics, Department of Mathematical
Cybernetics

2Кафтан Дарья Владимировна — инженер 1 категории лаборатории
дискретных управляющих систем и их приложений ВМК МГУ, e-mail:
blond.programmist@gmail.com.

Kaftan Daria Vladimirovna — first cathegory engineer, Lomonosov Moscow State
University, Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics, Department of
Mathematical Cybernetics
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Слабоповторные функции с точностью до конгруэнтности и взятия
отрицаний были описаны в работе [3]:

fsd = x1(x̄2 ∨ x3x4 . . . xs) ∨ x̄2x̄3 . . . x̄s, s ≥ 3,

fst = x1x2 . . . xs ∨ x̄1x̄2 . . . x̄s, s ≥ 2,

fsm = x1(x2 ∨ · · · ∨ xs) ∨ x2x3 . . . xs, s ≥ 3,

f4 = x1x2 ∨ x2x3 ∨ x3x4,
f5 = x1(x2 ∨ x3x4) ∨ x5(x2x3 ∨ x4).

Функция Шеннона для длины теста относительно бесповторной аль-
тернативы в элементарном базисе, дополненном fst , равна Θ(ns) [4]. В
работе [5] в теоремах 1 и 2 было доказано, что в любом базисе, полу-
чающемся из элементарного добавлением специальной функции, данная
функция Шеннона растет линейно. При добавлении функции f sm она не
превосходит (s+ 2)n. Для элементарного базиса в работе [6] была полу-
чена верхняя оценка длины функции Шеннона — 2n+ 1.

Назовем для краткости специальными функции f4, f5 и fsm. Через B+

обозначим базис, получаемый добавлением к конъюнкции и дизъюнкци-
ии всех специальных функций. Обозначим B = B+ ∪ {¬}. Обозначим
через T (n) функцию Шеннона для длины теста относительно бесповтор-
ной альтернативы в базисе B, а через T+(n) — для длины проверяющего
теста в базисе B+.

Лемма 1. Справедливо неравенство T (n) 6 T+(n) + 2n.

Доказательство. Задача тестирования относительно бесповторной аль-
тернативы функции f(x1, . . . , xn) в базисе B сводится к проверяющему
тестированию в базисе B+ функции, получаемой из f заменой антимо-
нотонных переменных на их отрицания. При этом требуется для каждой
переменной добавить пару соседних по ней наборов, на которых функция
принимает различные значения.

Лемма доказана.

Каноническим деревом функции f(x1, . . . , xn), бесповторной в базисе
B+, назовем [5] помеченное корневое дерево, построенное согласно сле-
дующим правилам.

1) Листья дерева помечены переменными x1, . . . , xn. Разные листья
помечены разными переменными.

2) Внутренние вершины дерева соответствуют подформулам беспо-
вторной формулы и помечены функциями из множества {∨,&} или
специальной функцией.

76



3) Если специальная функция — f4, то над вершиной находятся четы-
ре инцидентных ребра, пронумерованных (1, 2, 3, 4). Канонические
деревья, получаемые с помощью перестановки ребер

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)
над

вершинами, помеченными f4, считаются эквивалентными.

4) Если специальная функция — f5, то над вершиной находятся пять
инцидентных ребер, пронумерованных (1, 2, 3, 4, 5). Канонические
деревья, полученные с помощью группы перестановок, порождае-
мых перестановками ребер

(
1 2 3 4 5
5 4 3 2 1

)
и
(
1 2 3 4 5
2 1 3 5 4

)
над вершинами, по-

меченными f5, считаются эквивалентными.

5) Если специальная функция — fsm, то над вершиной находятся s
инцидентных ребер с выделенным при s > 4 первым ребром.

6) Над вершиной, помеченной ∨ или &, расположено не менее двух
смежных вершин.

7) Вершины, помеченные функцией ∨ (&), не смежны с вершинами,
помеченными функцией ∨ (&).

Каноническое дерево D реализует функцию f естественным образом.
Единственность канонического дерева была обоснована в работах [5, 7].

В работе [5] были доказаны лемма 2 и леммы 4–6. Утверждения бы-
ли доказаны для базисов, состоящих из конъюнкции, дизъюнкции и од-
ной специальной функции. Дословным повторением этих доказательств
с учетом двойственных случаев обосновываются леммы 2 и 3.

Лемма 2. Пусть бесповторная в базисе B+ функция h(z1, z2, zk+2, . . . , zn)
существенно зависит от n − k + 1 > 2 переменных (k > 2), и
лист ее канонического дерева, который помечен переменной z1, сме-
жен с вершиной u, помеченной конъюнкцией (дизъюнкцией) или спе-
циальной функцией, а лист, помеченный z2, лежит в каком-то дру-
гом поддереве над u. Пусть f(x1, . . . , xn) = h(x1 ∨ . . . ∨ xk, xk+1, . . . , xn)
(h(x1& . . .&xk, xk+1, . . . , xn)). Пусть h(z1, z2, βk+2, . . . , βn) = z1&z2 (z1 ∨
z2). Тогда тест T ′, содержащий наборы теста T функции f |xk=0

(f |xk=1) с добавленными компонентами xk = 0 (xk = 1) и наборами
из строки 1 (строки 2) таблицы 1 является проверяющим тестом
для функции f на множестве всех бесповторных в B+ функций, су-
щественно зависящих от n переменных.

Лемма 3. Пусть дана специальная функция g размерности s и пусть
бесповторная в базисе B+ функция h(z1, zs+1, . . . , zn) существенно за-
висит от n − s + 1 переменных, где n > s, и лист, который помечен
переменной z1, входит в вершину u, помеченную дизъюнкцией (конъюнк-
цией) или любой специальной функцией.
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Таблица 1. Подстановка f |x1=α для вершины v
№ Пометка v α Изменение дерева Наборы для теста
1 x1 ∨ . . . ∨ xk 0 ВD удаляется лист x1

и при k = 2 вершина v
заменяется на лист x2

f(1, 1 . . . , 1, 0, βk+2, . . . , βn) = 0
f(1, 0, . . . , 0, 1, βk+2, . . . , βn) = 1

2 x1& . . .&xk 1 ВD удаляется лист x1
и при k = 2 вершина v
заменяется на лист x2

f(0, 0, . . . , 0, 1, βk+2, . . . , βn) = 1
f(0, 1, . . . , 1, 0, βk+2, . . . , βn) = 0

3 f4 0 Поддерево в вершине
v заменяется на дере-
во функции x3(x2∨x4)

f(1, 1, 0, 0, β5, . . . , βn) = 1,
f(1, 0, 1, 0, β5, . . . , βn) = 0,
f(1, 0, 0, 1, β5, . . . , βn) = 0

4 f4 1 Поддерево в вершине
v заменяется на дере-
во функции x2 ∨ x3x4

f(0, 0, 1, 1, β5, . . . , βn) = 1,
f(0, 1, 0, 1, β5, . . . , βn) = 0,
f(0, 1, 1, 0, β5, . . . , βn) = 1

5 f5 0 Поддерево в вершине
v заменяется на де-
рево функции x5(x2 ∨
x3x4)

f(1, 1, 0, 0, 0, β6, . . . , βn) = 1,
f(1, 0, 0, 1, 0, β6, . . . , βn) = 0,
f(1, 0, 1, 0, 1, β6, . . . , βn) = 0,
f(1, 0, 1, 1, 0, β6, . . . , βn) = 1

6 f5 1 Поддерево в вершине
v заменяется на де-
рево функции x2 ∨
x4(x3 ∨ x5)

f(0, 1, 1, 1, 0, β6, . . . , βn) = 0,
f(0, 1, 1, 0, 1, β6, . . . , βn) = 1,
f(0, 1, 0, 0, 1, β6, . . . , βn) = 0,
f(0, 0, 0, 1, 1, β6, . . . , βn) = 1

7 fsm 0 Поддерево в вер-
шине v заменяется
на дерево функции
x2& . . .&xs

f(1, 0, 0, . . . , 0, βs+1, . . . , βn) =
0, f(1, 1, 0, . . . , 0, βs+1, . . . , βn) =
1, f(1, 0, 1, . . . , 0, βs+1, . . . , βn) =
1, . . .,
f(1, 0, . . . , 0, 1, βs+1, . . . , βn) = 1

8 fsm 1 Поддерево в вершине
v заменяется на дере-
во функции x2∨. . .∨xs

f(0, 1, 1, . . . , 1, βs+1, . . . , βn) =
1, f(0, 0, 1, . . . , 1, βs+1, . . . , βn) =
0, f(0, 1, 0, . . . , 1, βs+1, . . . , βn) =
0, . . .,
f(0, 1, . . . , 1, 0, βs+1, . . . , βn) = 0
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Пусть функция f зависит от переменных x1, . . . , xn, и для f и h
выполнены следующие равенства:

f(x1, . . . , xn) = h(g(x1, . . . , xs), xs+1, . . . , xn),

h(z1, βs+1, . . . , βn) = z1.

Тогда тест T ′, содержащий наборы теста T функции f |x1=0 (f |x1=1)
с добавлением компоненты x1 = 0 (x1 = 1), и наборов из таблицы 1, яв-
ляется проверяющим тестом для функции f на множестве всех бес-
повторных в B+ функций, существенно зависящих от n переменных.

Теорема 1. Справедливо неравенство:

T+(n) 6 3n− 4 при n > 2

Доказательство. Мы построим тест TA для функции f(x1, . . . , xn), при-
меняя последовательно леммы 2 и 3. Длина теста TA только увеличится,
если все пометки f4 заменить на f4m, а пометки f5 заменить на f5m в дере-
ве функции f . Поэтому |TA(f(x1, . . . , xn)| 6 FA(u1, . . . , ul), где u1, . . . , ul
— набор натуральных чисел, определяемый степенями захода вершин
дерева. Каждой вершине, помеченной дизъюнкцией или конъюнкцией,
соответствует набор из t − 1 единиц, где t – степень захода вершины, а
каждой вершине, помеченной специальной функцией – число t− 1. При
этом получается, что u1 + . . .+ ul = n− 1.

Функционал FA обладает следующими свойствами:

1) FA(1, u2, . . . , ul) = FA(u2, u3, . . . , ul) + 2; при этом FA(1) = 2.

2) FA(u1, u2, . . . , ul) = FA(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
u1−1

, u2, . . . , ul) + u1 + 1.

Из этих свойств следует:

FA(u1 + u2, . . . , ul) = FA(u1, u2, . . . , ul) + 1.

Поэтому
max

u1+...+ul=n−1
FA(u1, . . . , ul) = FA(n− 1),

FA(n− 1) = n+ FA(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−2

) 6 n+ 2(n− 2) = 3n− 4.

Теорема 2. Справедливо неравенство

T (n) 6 3n− 2 при n > 2

79



Таблица 2. Наборы, на которых показывается существенность x1
№ Значение подфункции fx1=α Значение из Mn

1 f(0, 0, . . . , 0, 1, βk+2, . . . , βn) =
(0 ∨ . . . ∨ 0)&1 = 0

f(1, 0, . . . , 0, 1, βk+2, . . . , βn) = 1

2 f(1, 1, . . . , 1, 0, βk+2, . . . , βn) =
(1& . . .&1) ∨ 0 = 1

f(0, 1, . . . , 1, 0, βk+2, . . . , βn) = 0

3 f(0, 1, 0, 0, β5, . . . , βn) =
f4(0, 1, 0, 0) = 0

f(1, 1, 0, 0, β5, . . . , βn) = 1

4 f(1, 1, 0, 1, β5, . . . , βn) =
f4(1, 1, 0, 1) = 1

f(0, 1, 0, 1, β5, . . . , βn) = 0

5 f(0, 1, 0, 0, 0, β6, . . . , βn) =
f5(0, 1, 0, 0, 0) = 0

f(1, 1, 0, 0, 0, β6, . . . , βn) = 1

6 f(1, 1, 0, 0, 1, β6, . . . , βn) =
f5(1, 1, 0, 0, 1) = 1

f(0, 1, 0, 0, 1, β6, . . . , βn) = 0

7 f(0, 1, 0, . . . , 0, βs+2, . . . , βn) =
fsm(0, 1, 0, . . . , 0) = 0

f(1, 1, 0, . . . , 0, βs+1, . . . , βn) = 1

8 f(1, 0, 1, . . . , 1, βs+2, . . . , βn) =
fsm(1, 0, 1, . . . , 1) = 1

f(0, 0, 1, . . . , 1, βs+1, . . . , βn) = 0

Доказательство. По теореме 1 и лемме 1 при n > 2 справедливо нера-
венство T (n) 6 5n− 4.

Не ограничивая общности рассуждений, можем считать тестируемую
функцию f(x1, . . . , xn) монотонной. При этом обозначимMn, . . . ,M2 мно-
жества наборов, добавляемые на каждом шаге алгоритма теоремы 1 в
тест функции f , а через M1 — полный тест для функции последней пе-
ременной. Заметим, что Mn ∪ . . . ∪M2 = TA.

Докажем от противного, что множество Mn∪ . . .∪M1 — тест относи-
тельно бесповторной альтернативы для функции f . Предположим, что
f(x1, . . . , xn) — функция с минимальным числом аргументов, для кото-
рой это не так. Тогда Mn−1 ∪ . . . ∪M1 — тест для fx1=α.

Таблица 2 показывает существенность и монотонность переменной x1
во всех возможных случаях. Множество наборов Mn∪ . . .∪M1 содержит
по построению TA — проверяющий тест для функции f в базисе B+.
Так как x1 = α — незабивающая подстановка для f , то Mn−1 ∪ . . . ∪M1

показывает существенность оставшихся переменных. То естьMn∪. . .∪M1

является тестом для функции f . Противоречие. При этом

|Mn ∪ . . . ∪M1| 6 |TA|+ |M1| 6 3n− 2.

Теорема доказана.
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Testing read-once functions in the elementary basis augmented
with all weakly read-multiple unate functions
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It is proved that the Shannon function for the test length with
respect to a read-once alternative in the elementary basis augmented
with all weakly read-multiple unate functions does not exceed 3n− 2.

Keywords: read-once functions, checking test, weakly read-multiple
functions.
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Проблема типовой встречи для автоматов
в лабиринтах

Г. Д. Килибарда1

В статье рассматривается один специальный тип взаимодей-
ствия коллективов автоматов в лабиринтах. Для данного класса
лабиринтов решается, относительно всех типов коллективов ав-
томатов, следующая проблема: для каких пар типов существуют
коллектив первого типа и коллектив второго типа такие, что если
их в начальный момент поместить в любые две вершины любо-
го лабиринта из данного класса лабиринтов, то они обязательно
когда-то встретятся. Эту проблему называем проблемой типовой
встречи (type meeting) для автоматов в данном классе лабиринтов.
Здесь эта задача полностью решена как для случая класса всех
конечных плоских мозаичных лабиринтов, так и для случая клас-
са всех конечных плоских прямоугольных лабиринтов. В случае
класса всех (конечных и бесконечных) плоских мозаичных лаби-
ринтов для некоторых пар типов коллективов проблема типовой
встречи пока остается открытой, а в случае класса всех плоских
прямоугольных лабиринтов она все еще является полностью неис-
следованной.

Ключевые слова: коллектив автоматов, тип коллектива авто-
матов, плоский прямоугольный лабиринт, плоский мозаичный ла-
биринт, типовая встреча.

1. Введение

Рассматриваемые в настоящей статье лабиринты лежат в плоскости, и
любой из их “коридоров” параллелен или x-оси, или y-оси; назовем эти
лабиринты плоскими прямоугольными лабиринтами. В первой части ста-
тьи рассматриваются плоские прямоугольные лабиринты, у которых все
“коридоры” (ребра) единичной длины; эти лабиринты назовем плоскими
мозаичными лабиринтами. В лабиринтах этих типов будем рассматри-
вать коллективы автоматов с камнями.

Камни являются специальным типом неразрушимых “мобильных”
вершинных маркеров. Каждый автомат коллектива видит только камни,
располагающиеся в вершине, в которой он оказался в текущий момент
времени; он может взять некоторые из этих камней и положить их в вер-
шину, в которой он оказывается в следующий момент дискретного време-
ни. Конечно, такое поведение автомата (то есть, со сколькими и какими

1Килибарда Горан — доктор математических наук, профессор Факультета бизнеса
и права «МБ» университета, e-mail: gkilibar@gmail.com.

Kilibarda Goran — professor, “MB” University, Faculty of Business and Law, Belgrade.
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камнями он проделывает эту операцию) зависит от его “входной инфор-
мации”. Мы также предполагаем, что сами по себе камни не двигаются и
что в данный момент любой камень может быть передвинут только од-
ним из видящих его автоматов. Количество камней в таком коллективе
конечно и в течение времени не меняется. В настоящей статье камень
моделируем специальным типом автомата с одним состоянием. Данный
коллектив автоматов является коллективом автоматов типа (r, s), если
содержит r автоматов и s камней.

Любой автомат такого коллектива, оказавшись в момент t в вершине
x некоторого прямоугольного лабиринта и находясь в состоянии q, дви-
гается в направлении ω вдоль одного из “коридоров”, выходящих из x
(очевидно, для ω возможны только 4 различных значения), и в момент
t+ 1 переходит в состояние q′ и в вершину x′, которая является концом
выбранного “коридора” (как выше сказано, он также может передвинуть
n ≥ 0 камней из x в x′). Значение ω, q′ и проделанная операция с камнями
зависит от q и от “входной информации” в момент t для рассматриваемо-
го автомата, которая включает в себя следующую информацию: какие из
других автоматов данного коллектива оказались в x в момент t и какие
у них состояния в тот момент; какие камни (или как вариант — только
количество камней) рассматриваемый автомат видит в момент t и какое
есть множество направлений ‘коридоров”, выходящих из x.

В общем случае, один из вариантов проблемы, которую мы здесь рас-
сматриваем, может быть описан следующим способом. Пусть L — класс
лабиринтов, и (r, s) — некоторый тип коллектива автоматов. Говорим,
что тип (r, s) решает проблему типовой встречи для автоматов в классе
L, если существуют коллективы автоматов A1 и A2 типа (r, s) такие, что
для любого L ∈ L и любых вершин x1 и x2, x1 6= x2, лабиринта L, кол-
лективы A1 и A2, положенные в момент 0 соответственно в вершины x1

и x2 (т.е., в момент 0, любой из автоматов коллектива A1 помещается в
вершину x1, а любой из автоматов коллектива A1 в вершину x2), встре-
чаются в какой-то момент t (т.е., в момент t хотя бы один из автоматов
коллектива A1 и хотя бы один из автоматов коллектива A2 оказывают-
ся в одной и той же вершине лабиринта L). Наша задача состоит в том,
чтобы для некоторых классов прямоугольных лабиринтов вычислить ка-
кие типы коллективов автоматов решают проблему типовой встречи для
автоматов в этих классов лабиринтов.

Проблема типовой встречи для автоматов, так как она здесь описана,
впервые представлена в [1]. Однако анонсированный там, а потом и в
статьях [2] и [3], результат является не совсем точным.
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2. Некоторые основные понятия, обозначения и
результаты теории автоматов в лабиринтах

Сначала уточним, как мы будем употреблять некоторые обозначения и
термины, которыми будем пользоваться.

Множество всех подмножеств [непустых подмножеств] множества X
обозначаем через P(X) [P0(X)]. Пусть X1, . . . , Xn — некоторые множе-
ства. Для любых 1 ≤ i ≤ n, через pri обозначим проекцию прямого
произведения X1 × · · · ×Xn на Xi.

Через A∗ обозначим множество всех слов в алфавите A, через A+ —
множество всех непустых слов из A∗ и через Λ — пустое слово.

Простым орграфом назовем орграф без петель и кратных дуг. Для
любой дуги (x, y) данного простого орграфа, дуга (y, x), если она суще-
ствует, называется противоположной для дуги (x, y), а пара (множество)
дуг (x, y) и (y, x), в обозначении 〈x, y〉, называется парой противополож-
ных дуг или ребром данного простого орграфа. Простой орграф назы-
вается симметричным, если для любой его дуги существует противопо-
ложная.

Пусть

ε1 = (1, 0, . . . , 0), ε2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , εn = (0, 0, . . . , 1)

— ортонормированный базис n-мерного евклидова пространства Rn. По-
ложим, что

Dn = {−ε1, . . . ,−εn, ε1, . . . , εn}.
В случае, когда n = 2, вместо обозначении ε1, ε2, −ε1 и −ε2 используем,
соответственно, обозначения e, n, w и s (элементы e, n, w и s множества
D2 интерпретируем также как части света: восток, север, запад и юг
соответственно).

Определим на Dn унарную операцию ·−1, такую что ω−1 = ω = −ω
для любого ω ∈ Dn. Расширим область определения операции ·−1 на
множество D∗n следующим способом: если α = ω1 . . . ωn ∈ D+

n , то α−1 =
ω−1
n . . . ω−1

1 , а также положим, что Λ−1 = Λ.
Связный симметричный простой орграф с разметкой дуг (L, f),

L = (V,E), где V — множество его вершин, E — множество его дуг
и f : E → Dn — разметка дуг орграфа L, называется n-мерным лабирин-
том (или просто n-лабиринтом), если f [(y, x)] = (f [(x, y)])−1 для любой
дуги (x, y) ∈ E, и если f(u) 6= f(v) для любых дуг u, v ∈ E, u 6= v,
удовлетворяющих условию pr1(u) = pr1(v).

Пусть |u|L = f(u) для любого u ∈ E. Также, для любой вершины
x ∈ V , пусть [x]L = {|u|L |u ∈ E и pr1(u) = x}. Когда ясно из контекста,
о каком n-лабиринте L идет речь, вместо |u|L и [x]L мы пишем |u| и [x]
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соответственно. Добавим к Dn новый элемент, который обозначим через
0, и расширим область определения отображения f на упорядоченные
пары (x, x), x ∈ V , таким образом, что |(x, x)| = 0 для любого x ∈ V .

Далее, всегда опускаем символ f в обозначении n-лабиринта (L, f)
предполагая, что в любом конкретном случае разметка f определена.
Иногда множество вершин и множество дуг n-лабиринта L обозначаем
через V (L) и E(L) соответственно. Если множество V (L) конечно, то n-
лабиринт L называется конечным; в противоположном случае L называ-
ется бесконечным. В дальнейшем все n-лабиринты являются конечными,
если не сказано иначе.

Пусть L — некоторый n-лабиринт. Для любого маршрута ρ в L, опре-
делим слово |ρ| следующим способом: если ρ = x0, e1, x1, . . . , en, xn для
некоторого n ≥ 1, тогда |ρ| = |e1| . . . |en|; если ρ — нуль-маршрут (со-
держащий только одну вершину), тогда |ρ| = Λ. Для любых x ∈ V (L) и
α ∈ D∗n, если в L существует маршрут ρ, у которого x начальная верши-
на и |ρ| = α, тогда через (xα)L или через xα (когда из контекста ясно,
о каком n-лабиринте L идет речь) обозначим конечную вершину от ρ.
Значит, xΛ = x для любого x ∈ V (L).

Если ρ1 = x0, e1, x1, . . . , em, xm и ρ2 = y0, e
′
1, y1, . . . , e

′
n, yn — два марш-

рута в L и y0 = xm, то через ρ1 + ρ2 обозначим маршрут

x0, e1, x1, . . . , em, xm, e
′
1, y1, . . . , e

′
n, yn.

Пусть L — некоторый n-лабиринт и x — некоторая его вершина. Для
любых слов α1, α2 ∈ D∗n, если существует вершина xα2 и существует
вершина x′ ∈ V (L) такая, что x = x′α1, тогда через α1xα2 обозначим
маршрут ρ, у которого x′ начальная вершина и |ρ| = α1α2.

Заменяя любую пару противоположных дуг n-лабиринта L на соот-
ветствующее ребро, получим граф G(L); ребро в G(L), соответствующее
паре противоположных дуг (x, y) и (y, x) из L, обозначим через 〈x, y〉
или 〈y, x〉. n-лабиринт L является деревом, если граф G(L) — дерево.
n-лабиринт L называется змеевидным, если граф G(L) — дерево, у ко-
торого все вершины степени ≤ 2. n-лабиринт L называется циклическим,
если G(L) — граф, у которого все вершины степени 2.

Пусть ρ — маршрут в n-лабиринте L. Маршрут ρ называется дре-
вовидным, если подграф графа G(L), определенный всеми вершинами
лабиринта L, через которые проходит этот маршрут, и всеми ребрами
〈x, y〉 такими, что хотя бы одна из дуг (x, y) и (y, x) принадлежит марш-
руту ρ, является деревом.

В n-лабиринте L можем выделить вершину x′ [две различные вер-
шины x′ и x′′] в роли входа [в роли входа и выхода соответственно].
Обозначим факт, что L является n-лабиринтом с входом x′ [с входом x′

и выходом x′′] через (L;x′) (или через (V (L), E(L);x′)) [(L;x′, x′′) (или
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через (V (L), E(L);x′, x′′))]. Назовем n-лабиринт с входом (и возможно с
выходом) 1-инициальным n-лабиринтом. Если L — 1-инициальный n-
лабиринт с входом x′ и выходом x′′, тогда через L−1 обозначим тот же
самый лабиринт, но с входом x′′ и выходом x′.

Обобщим понятие 1-инициального n-лабиринта. Фиксируем целое
число m ≥ 1. Пусть L — некоторый n-лабиринт, пусть ~x0 =

(x
(0)
1 , . . . , x

(0)
m ) ∈ [V (L)]m, и пусть x1 ∈ V (L) — вершина в L такая,

что x1 6= x
(0)
i для всех 1 ≤ i ≤ m. Упорядоченная пара (L; ~x0) [трой-

ка (L; ~x0, x1)] называется m-инициальным n-лабиринтом L с входом ~x0

[входом ~x0 и выходом x1]. В случае, особенно когда не важно точно ука-
зать на вход лабиринта L или если из контекста ясно, какой точно вход
у L, мы иногда просто говорим, что L — инициальный n-лабиринт (n-
лабиринт, имеющий вход) или L — инициальный n-лабиринт с валент-
ностью m, где m — длина кортежа, являющегося входом. Из-за кратко-
сти иногда обозначаем (L; ~x0) через L~x0 .

Вm-инициальном n-лабиринте L вход и выход (если существует) ино-
гда обозначаем через xs(L) и xf(L) соответственно.

Пусть M и N , M 6= N , — некоторые точки пространства Rn. Через
MN обозначим отрезок, концами которого являются данные точки, а
через |MN | — длину этого отрезка. Вектор

−−→
MN идет в направлении εi

[−εi] (1 ≤ i ≤ n), если
−−→
MN = αεi [

−−→
MN = −αεi] для некоторого α > 0.

Множество отрезков T в плоскости Rn называется конфигурацией
(отрезков), если для любых двух отрезков из T может существовать
только одна общая точка, и при этом если она существует, то она явля-
ется концевой для обоих отрезков.

n-лабиринт L = (V,E), V ⊆ Rn, называется прямоугольным, если:

1) множество T = {xy | (x, y) ∈ E} является конфигурацией;

2) вектор −→xy идет в направлении |(x, y)| для любой дуги (x, y) ∈ E;

3) |B ∩ V | < +∞ для любого открытого шара B в Rn.

Если L прямоугольный n-лабиринт и при этом |xy| = 1 для любой
дуги (x, y) ∈ E(L), то L называется мозаичным n-лабиринтом. Более
того, мозаичный n-лабиринт M является шахматным n-лабиринтом,
если для любых x, y ∈ V (M) из |xy| = 1 следует, что (x, y) ∈ E(M).

В случае, когда n = 2, прямоугольный, мозаичный или шахматный
n-лабиринт называем соответственно плоским прямоугольным, плоским
мозаичным или плоским шахматным лабиринтом.

Для любого прямоугольного n-лабиринта L, множество

L =
⋃

(x,y)∈E(L)

xy
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является его (геометрической) реализацией. Прямоугольный n-лабиринт
L называется ограниченным, если diamL < +∞; в противном случае, он
называется неограниченным. Очевидно, что прямоугольный n-лабиринт
L является неограниченным тогда и только тогда, когда он является
бесконечным.

n-лабиринты L1 и L2 называются изоморфными, L1
∼= L2, если суще-

ствует биекция g : V (L1)→ V (L2), такая, что:

(1) g является изоморфизмом L1 и L2 как простых орграфов с
разметками дуг, т.е. (x, y) ∈ E(L1) тогда и только тогда, когда
(g(x), g(y)) ∈ E(L2) для любых x, y ∈ V (L1), и когда |(x, y)|L1 =
|(g(x), g(y))|L2 для любых (x, y) ∈ E(L1);

(2) если у одного из n-лабиринтов вход [вход и выход], то и у другого
из них вход (вход и выход) и xs(L2) = (g(x1), . . . , g(xn)) [xs(L2) =
(g(x1), . . . , g(xn)) и xf(L2) = g[xf(L1)]], где xs(L1) = (x1, x2, . . . , xn).

Функция g называется изоморфизмом лабиринтов L1 и L2. Множество
всех n-лабиринтов изоморфных n-лабиринту L обозначается через [L].

Прямоугольный [мозаичный] m-инициальный n-лабиринт L, m ≥ 1,
с выходом x1 ∈ V (L) называется регулярным [правильным], если суще-
ствует неограниченный прямоугольный [мозаичный] n-лабиринт L1 та-
кой, что L∩L1 = {x1} и x1 ∈ V (L1). Рис. 1 дает реализацию некоторого
правильного мозаичного 2-лабиринта с входом x0 и выходом x1.

x0

x1

Рис. 1.

Поскольку в последующем мы в основном будем иметь дело с 2-
лабиринтами, то из-за краткости в изложении, под лабиринтом, прямо-
угольным лабиринтом, мозаичным лабиринтом и шахматным лабирин-
том мы подразумеваем 2-лабиринт, прямоугольный 2-лабиринт, мозаич-
ный 2-лабиринт и шахматный 2-лабиринт соответственно. Также через
D обозначим множество D2. Заметим, что некоторые понятия, которые
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в последующем вводим для 2-мерных лабиринтов только что указанных
типов, можно легко обобщить на случай размерности n.

Под (конечным) автоматом подразумеваем набор A = (A,Q,B, ϕ, ψ),
где конечные непустые множества A, Q и B являются множествами вхо-
дов, состояний и выходов автомата A соответственно; ψ : Q × A → B —
его функция выходов и ϕ : Q×A→ Q его функция переходов. Если вы-
делим какое-то состояние q0 автомата A, то набор Aq0 = (A,Q,B, ϕ, ψ, q0)
назовем инициальным автоматом. Для данного инициального или неини-
циального автомата A через AA, QA, BA, ψA и ϕA обозначаем множества
его входов, состояний и выходов, а также его функции выходов и пере-
ходов соответственно.

Автомат (инициальный или неинициальный) A называется допусти-
мым, если AA = P(D), BA = D ∪ {0} и ψA(q, a) ∈ a ∪ {0} для всех
q ∈ QA и a ∈ AA. Если A [Aq0 ] — допустимый автомат, то для краткости
пишем A = (Q,ϕ, ψ) [Aq0 = (Q,ϕ, ψ, q0)] вместо A = (A,Q,B, ϕ, ψ) [Aq0 =
(A,Q,B, ϕ, ψ, q0)].

Допустимый (инициальный или неинициальный) автомат A называ-
ется тривиальным, если ψA(q, a) = 0 для любых q ∈ QA и a ∈ P(D).

Пусть A — некоторое непустое множество, пусть (α1, . . . , αn) ∈ An

— некоторый упорядоченный набор элементов множества A длины n и
пусть β ∈ A — некоторый элемент из A. Для любого 1 ≤ i ≤ n через
(α1, . . . , αn) ↓ (β; i) обозначим упорядоченный набор (α′1, . . . , α

′
n) такой,

что α′i = β и α′j = αj для любого 1 ≤ j ≤ n, j 6= i. Для любых 1 ≤
i ≤ j ≤ n, через (α1, . . . , αn)|ji обозначим упорядоченный j − i+ 1-набор
(αi, . . . , αj).

В дальнейшем предполагаем, что ни одно состояние автоматов, о ко-
торых идет речь, не обозначено символом 0.

Упорядоченный n-набор A = (A1, . . . ,An), где Ai = (Ai, Qi, Bi, ϕi, ψi)
— автомат для любого 1 ≤ i ≤ n, называется допустимым коллективом
автоматов (или просто коллективом автоматов), если для любого 1 ≤
i ≤ n,

Ai = {a ∈ P(D)× Q̂1 × · · · × Q̂n | pri+1(a) = 0},

где Q̂j = Qj ∪ {0} для любого 1 ≤ j ≤ n, Bi = D ∪ {0} и ψi(q, a) ∈
pr1(a) ∪ {0} для любых q ∈ Qi и a ∈ Ai. Обозначим число автоматов в
коллективе A, т.е., число n, через |A|. Также, пусть Q̂A = Q̂1 × · · · × Q̂n.

Если для некоторых 1 ≤ i ≤ n, a ∈ Ai и q ∈ Qi имеет место ϕi(q, a) = q
[ψi(q, a) = 0], тогда говорим, что функция ϕi [ψi] является тривиально
определенной в точке (q, a).

Поскольку множества Qj , 1 ≤ j ≤ n, и B1 = · · · = Bn = D ∪ {0}
единственным образом определяют множества Ai, 1 ≤ i ≤ n„ то для лю-
бого 1 ≤ i ≤ n в обозначениях для автоматов из A для краткости пишем
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(Qi, ϕi, ψi) вместо (Ai, Qi, Bi, ϕi, ψi). Также, для любого 1 ≤ i ≤ n через
AAi обозначим множество Ai.

Множество QA = Q1 × · · · ×Qn есть множество состояний коллек-
тива A, и любой его элемент называется состоянием коллектива A. Ес-
ли выделенно некоторое ~q = (q1, . . . , qn) ∈ QA, то получаем коллектив
инициальных автоматов A~q ; это состояние ~q называется инициальным
состоянием коллектива A. Иногда вместо A~q пишем ((A1)q1 , . . . , (An)qn).
Для любого 1 ≤ i ≤ n, через A(i) обозначим автомат Ai.

Коллектив автоматов A = (A1, . . . ,An), где Ai = (Qi, ϕi, ψi) для лю-
бого 1 ≤ i ≤ n, называется тривиальным если ψi(q, a) = 0 для любых
q ∈ Qi, a ∈ AAi и 1 ≤ i ≤ n.

Путь L — лабиринт и A = (A1, . . . ,An) — коллектив автоматов. Для
любых ~x = (x1, . . . , xn) ∈ [V (L)]n, ~q = (q1, . . . , qn) ∈ QA и 1 ≤ i ≤ n, через
ai(~q, ~x) обозначим упорядоченный n+ 1-набор ([xi]L, a

(i)
1 , . . . , a

(i)
n ), где

a
(i)
j =

{
qj , если xj = xi и j 6= i;
0, если xj 6= xi или j = i

для любого 1 ≤ j ≤ n. Заметим, что всегда ai(~q, ~x) ∈ AAi .
Пусть ~x1 = (x

(1)
1 , . . . , x

(1)
n ) и ~x2 = (x

(2)
1 , . . . , x

(2)
n ) — два упорядочен-

ных n-набора из [V (L)]n, а ~q1 = (q
(1)
1 , . . . , q

(1)
n ) и ~q2 = (q

(2)
1 , . . . , q

(2)
n )

— два упорядоченных n-набора из QA. Пишем (~q1, ~x1) |= (~q2, ~x2), если
для любого 1 ≤ i ≤ n имеет место: (x

(1)
i , x

(2)
i ) ∈ E(L) или x

(1)
i = x

(2)
i ,

q
(2)
i = ϕi(q

(1)
i , ai(~q1, ~x1)) и ψi(q

(1)
i , ai(~q1, ~x1)) = |(x(1)

i , x
(2)
i )|.

Пусть L~x0 — n-инициальный лабиринт и A~q0 — коллектив из n ини-
циальных автоматов. Поведением коллектива A~q0 в лабиринте L~x0 назы-
вается последовательность

π(A~q0 , L~x0) = (~q0, ~x0), . . . , (~qt, ~xt), . . .

такая, что ~qt = (q
(t)
1 , . . . , q

(t)
n ) ∈ QA, ~xt = (x

(t)
1 , . . . , x

(t)
n ) ∈ [V (L)]n и

(~qt, ~xt) |= (~qt+1, ~xt+1) для любых t ≥ 0. Последовательность τ(A~q0 , L~x0) =
~x0, ~x1, . . . называется траекторией коллектива A~q0 в лабиринте L~x0 .
Пусть τi(A~q0 , L~x0) = ~xi и πi(A~q0 , L~x0) = (~qi, ~xi) для любого i ≥ 0. Также,
для любого 1 ≤ i ≤ n, пусть Inti(A~q0 , L~x0) = {x(j)

i | j ≥ 0} и

Int(A~q0 , L~x0) =

n⋃

i=1

Inti(A~q0 , L~x0).

В последующем под поведением коллектива инициальных автоматов
A в 1-инициальном лабиринте Lx0 , x0 ∈ V (L), мы подразумеваем пове-
дение коллектива A в |A|-инициальном лабиринте L~y0 , где ~y0 является
упорядоченным |A|-набором (x0, x0, . . . , x0).
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Пусть A = (A1, . . . ,An), где Ai = (Qi, ϕi, ψi) для любого 1 ≤ i ≤ n, —
коллектив (инициальных или неинициальных) автоматов.

Для произвольного 1 ≤ i ≤ n, возьмем любое q ∈ Qi, а также любые
~a = (a0, a1, . . . , an) ∈ AAi и 1 ≤ j ≤ n, j 6= i. Пусть

inpi→j(q,~a) = [(a0, a1, . . . , an) ↓ (q; i+ 1)] ↓ (0; j + 1).

Заметим, что inpi→j(q,~a) ∈ AAj .
Множество автоматов K = {Ai1 , . . . ,Aim}, где 1 ≤ i1 < . . . < im ≤ n и

1 ≤ m < n, называется множеством камней для A, если:

1) |Qij | = 1 для любого 1 ≤ j ≤ m;

2) для любых 1 ≤ j ≤ m и ~a = (a0, a1, . . . , an) ∈ AAij
удовлетворя-

ющих условию ψij (q̂j ,~a) = ω 6= 0, где q̂j единственное состояние
автомата Aij , существует k ∈ {1, . . . , n}\{i1, . . . , im} такое, что ak 6=
0 и ψk(ak, inpij→k(q̂j ,~a)) = ω.

Элементы множества K называются камнями. Таким образом, если
некоторый автомат коллектива A является камнем и если в какой-то мо-
мент он перемещается в некотором направлении из текущей вершины,
то существует по крайней мере один автомат не являющийся камнем,
который в тот же момент из той же вершины перемещается в том же
направлении.

Пусть ({q}, ϕ, ψ) — камень некоторого коллектива A. В дальнейшем
его единственное состояние q обозначим символом 1, а поскольку функ-
ция ϕ определяется “тривиальным” образом, то такой автомат-камень
будем обозначать через (ψ). Также, для любого входа a этого камня зна-
чение ψ(q, a), т.е., ψ(1, a), обозначим короче через ψ(a).

Пусть A = (A1, . . . ,An) — коллектив автоматов и K — некоторое
множество камней для A. Упорядоченную пару (A,K) называем коллек-
тивом автоматов с выделенным множеством камней. Если |K| = m,
то пару (A,K) называем коллективом автоматов типа (n − m,m); до-
пускаем и случай, когда m = 0, и в таком случае считаем, что множе-
ство камней не выделено. Ясно, что без ограничения общности, мож-
но предположить, что этими выделенными m камнями являются камни
An−m+1, . . . ,An, так что в последующем коллектив автоматов с выделен-
ным множеством камней (A,K) типа (n−m,m) обозначим через

(A1, . . . ,An−m |An−m+1, . . . ,An),

где K = {An−m+1, . . . ,An}; часть в этом наборе до знака | называется
активной частью коллектива A, а любой из первых n − m автоматов
называется представителем активной части.
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Пусть A = (A1, . . . ,Ar |K1, . . . ,Ks), где Ai = (Qi, ϕi, ψi) для лю-
бого 1 ≤ i ≤ r и Kj = (ψ̂j) для любого 1 ≤ j ≤ s, — коллек-
тив (инициальных или неинициальных) автоматов типа (r, s). Пусть,
также, K0 = {Kj1 , . . . ,Kjk} некоторое подмножество множества K =

{K1, . . . ,Ks}; 1 ≤ j1 < . . . < jk ≤ s. Далее, пусть ~x1 = (x
(1)
1 , . . . , x

(1)
r+s) и

~x2 = (x
(2)
1 , . . . , x

(2)
r+s) — два упорядоченных r+s-набора из [V (L)]r+s, а ~q1 и

~q2 — два упорядоченных (r+s)-набора из QA. Пишем (~q1, ~x1) ∼K0 (~q2, ~x2),
если ~q1 = ~q2, и если k-выборки x(1)

j1
, . . . , x

(1)
jk

и x(2)
j1
, . . . , x

(2)
jk

являются оди-

наковыми сочетаниями элементов из множества V (L) и x
(1)
j = x

(2)
j для

любого 1 ≤ j ≤ r + s такого, что j 6= jt для всех 1 ≤ t ≤ k.
Говорим, что K0 является множеством камней одного цвета для кол-

лектива A, если для любых (~q1, ~x1), (~q2, ~x2) ∈ QA × [V (L)]r+s из

(~q1, ~x1) ∼K0 (~q2, ~x2) следует, что (~q ∗1 , ~x
∗
1 ) ∼K0 (~q ∗2 , ~x

∗
2 ),

где (~q1, ~x1) |= (~q ∗1 , ~x
∗
1 ) и (~q2, ~x2) |= (~q ∗2 , ~x

∗
2 ).

Если в коллективе автоматов с выделенными камнями (A,K) множе-
ство K является множеством камней одного цвета, то такой коллектив
называется коллективом автоматов с камнями одного цвета; в противном
случае, он называется коллективом автоматов с камнями разного цвета.
В последующем, если не сказано иначе, каждый коллектив автоматов с
камнями будет коллективом с камнями одного цвета.

Некоторый n-инициальный лабиринт L~x0 называется ловушкой для
коллектива из n инициальных автоматов A~q0 , если имеет место

Int(A~q0 , L~x0) 6= V (L).

В дальнейшем нам потребуются не любые ловушки для данного коллек-
тива, но ловушки специального типа.

Правильный мозаичный n-инициальный лабиринт (L; ~x0, x1) называ-
ется правильной ловушкой для данного коллектива из n инициальных
автоматов A~q0 , если x1 6∈ Int(A~q0 , (L; ~x0, x1)).

В последующем введем некоторые частично определенные бинар-
ные операции на лабиринтах, которые будут удовлетворять следующему
условию: если ∗ — одна из тех операций, а L1 и L2 — некоторые лабирин-
ты, тогда лабиринт [орграф с разметкой дуг] L ∗ L′, если он определен,
принадлежит одному и тому же классу изоморфных лабиринтов [оргра-
фов с разметкой дуг] [L1 ∗ L2] для любых L ∈ [L1] и L′ ∈ [L2]. На самом
деле, мы смотрим на эти операции как на операции, которые определе-
ны на множестве классов изоморфных лабиринтов, и когда мы говорим,
что ‘дан лабиринт [орграф с разметкой дуг] L1 ∗ L2’ мы на самом деле
считаем, что дан некоторый лабиринт [орграф с разметкой дуг] клас-
са [L1 ∗ L2], и, следовательно, результат применения операции ∗ может
существовать даже в том случае, когда L1 ∗ L2 не существует.
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Если при применении некоторой операции над лабиринтами не по-
являются новые дуги и мы не меняем метки оставшихся дуг, мы, из-за
краткости, не описываем разметку дуг лабиринта [орграфа с разметкой
дуг], который получен в результате применения этой операции, считая,
что отметки дуг остались прежними.

Пусть L1 = (V1, E1) и L2 = (V2, E2) — произвольная пара лабиринтов
такая, что V1 ∩ V2 = ∅. Через L1 ∪̇L2 обозначим (дизъюнктное) объеди-
нение лабиринтов L1 и L2, т.е., L1 ∪̇L2 = (V1 ∪ V2, E1 ∪ E2).

Пусть L — лабиринт, и пусть x и y, x 6= y, — две его вершины (необя-
зательно смежные). Через L− 〈x, y〉 обозначим орграф с разметкой дуг
(V (L), E(L)\{(x, y), (y, x)}).

Пусть x и y, x 6= y, — несмежные вершины лабиринта L, которые
удовлетворяют условиям, что [x]∩[y] = ∅ и xω1 6= yω2 для любых ω1 ∈ [x]
и ω2 ∈ [y]. Через vi(L, x, y) обозначим лабиринт

(V \{y}, [E\(({y} × V ) ∪ (V × {y}))] ∪←−E (x, y) ∪ −→E (x, y)),

где ←−
E (x, y) = {(yω, x) |ω ∈ [y]}, −→

E (x, y) = {(x, yω) |ω ∈ [y]},

и |(x, yω)| = ω и |(yω, x)| = ω для любого ω ∈ [y] (метки остальных дуг
не меняем).

Пусть (L1;x′1, x
′′
1) и (L2;x′2, x

′′
2) — лабиринты такие, что

V (L1) ∩ V (L2) = ∅ и [x′′1]L1 ∩ [x′2]L2 = ∅.

Обозначим лабиринт (vi(L1 ∪̇L2, x
′′
1, x
′
2);x′1, x

′′
2) через L1L2. Для данных

лабиринтов (Li;x
′
i, x
′′
i ), 1 ≤ i ≤ n, через L1 . . . Ln обозначим лабиринт

(. . . ((L1L2)L3) . . . Ln−1)Ln. Обозначим вход x′1 [выход x′′n] этого лабирин-
та через (L1 . . . Ln; 0) [(L1 . . . Ln;n)], и для любого 1 ≤ i ≤ n − 1, через
(L1 . . . Ln; i) обозначим, теперь в L1 . . . Ln, вершину x′′i . Если L1

∼= . . . ∼=
Ln ∼= L, то пишем Ln вместо L1 . . . Ln.

Пусть L— прямоугольный лабиринт, (x, y) — его некоторая дуга и z —
произвольная внутреняя точка отрезка xy. Тогда через L⊕ z обозначим
прямоугольный лабиринт такой, что V (L ⊕ z) = V (L − <x, y>) ∪ {z},
E(L ⊕ z) = E(L − <x, y>) ∪ {(x, z), (z, y), (y, z), (z, x)}, |(x, z)|L⊕z =
|(z, y)|L⊕z = |(x, y)|L и |(y, z)|L⊕z = |(z, x)|L⊕z = |(y, x)|L (также, как
и выше, предполагаем, что |e|L⊕z = |e|L) для всех e ∈ E(L−<x, y>)).

Имеет место следующее фундаментальное утверждение в теории ав-
томатов в лабиринтах.

Теорема 1. Для любого коллектива типа (1, 1) существует правильная
ловушка.
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Сначала в [4] (см. также [5]) доказано, что для любого коллектива
типа (1, 0) существует правильная ловушка, а потом в [6] (см. также [7])
доказано, что то же самое имеет место для коллектива типа (1, 1).

Коллектив инициальных автоматов A~q0 называется универсальным
обходчиком для множества лабиринтов L, если Int(A~q0 , Lx) = V (L) для
любых L ∈ L и x ∈ V (L).

Пусть σ+ и σ− — циклические перестановки (enw s) и (e swn) мно-
жества D соответственно. Для любых ω ∈ D и a ∈ P0(D), пусть ω+(a)
— первый элемент в последовательности σ+(ω), σ2

+(ω), σ3
+(ω), σ4

+(ω) при-
надлежащий множеству a. Подобным образом, определим ω−(a) для всех
ω ∈ D и a ∈ P0(D).

Заметим, что любой коллектив типа (1, 0) можно рассматривать как
(допустимый) автомат и, наоборот, любой автомат можно рассматривать
как коллектив типа (1, 0). Имеет место следующее утверждение (напри-
мер, см. [8]).

Теорема 2. Существует универсальный обходчик типа (1, 0) для клас-
са всех конечных лабиринтов, являющихся деревьями.

Доказательство. Определим допустимые автоматы A− = (Q,ϕ−, ψ−)
и A+ = (Q,ϕ+, ψ+), где Q = {qe, qn, qw, qs}, следующим образом. Для
любых ω ∈ D и a ∈ P0(D), пусть ϕ−(qω, a) = qω̄−(a), ψ−(qω, a) = ω̄−(a),
ϕ+(qω, a) = qω̄+(a), и ψ+(qω, a) = ω̄+(a); также пусть

ϕ−(qω, ∅) = ϕ+(qω, ∅) = qω и ψ−(qω, ∅) = ψ+(qω, ∅) = 0

для любого ω ∈ D. Нетрудно увидеть, что для любого q ∈ Q, автома-
ты A−q и A+

q являются универсальными обходчиками для класса всех
конечных лабиринтов, являющихся деревьями.

Пусть A = (Q,ϕ, ψ) — допустимый автомат. Для любого n ≥ 2 опре-
делим коллектив автоматов A(A;n) = (A∗ |K1, . . . ,Kn−1) типа (1, n − 1)
следующим образом. Пусть A∗ = (Q,ϕ∗, ψ∗) и Ki = (ψi) для любого
1 ≤ i ≤ n − 1. Для любых q ∈ Q, a ∈ P(D) и 1 ≤ i ≤ n, через αi(q, a)
обозначим (n+1)-набор (a, q, 1, . . . , 1) ↓ (0; i+1). Тогда, для любых q ∈ Q и
a ∈ P(D) положим, что ϕ∗(q, α1(q, a)) = ϕ(q, a) и ψ∗(q, α1(q, a)) = ψ(q, a),
и что ψi(αi+1(q, a)) = ψ(q, a) для любого 1 ≤ i ≤ n − 1; функции ϕ∗ и
ψ∗, а также ψi для любого 1 ≤ i ≤ n− 1, тривиально определены во всех
остальных точках. В дальнейшем, для любого q ∈ Q, через q̄ обозначим
состояние (q, 1, . . . , 1) коллектива A(A;n). Нетрудно увидеть, что имеет
место следующее утверждение.

Теорема 3. Если Aq0 — некоторый универсальный обходчик для клас-
са лабиринтов L, то для любого n ≥ 2, коллектив [A(A;n)]q̄0 также
является универсальным обходчиком для L.
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Фиксируем целые числа r ≥ 1 и s ≥ 0. Пусть

Ak = (A
(k)
1 , . . . ,A(k)

r |K(k)
1 , . . . ,K(k)

s ), 1 ≤ k ≤ n,

— некоторые коллективы типа (r, s), где A
(k)
i = (Q

(k)
i , ϕ

(k)
i , ψ

(k)
i ) для лю-

бых 1 ≤ i ≤ r и 1 ≤ k ≤ n, и K
(k)
j = (ψ̂

(k)
j ) для любых 1 ≤ j ≤ s

и 1 ≤ k ≤ n. Не теряя общности, предположим, что Q(k1)
i ∩ Q(k2)

i = ∅
для любых 1 ≤ i ≤ r и 1 ≤ k1 < k2 ≤ n (заметим, что даже когда это
условие не выполнено, мы всегда можем взять подходящие коллективы,
изоморфные данным, и таким способом обеспечить его выполнение).

Мультиорграф (без петель) G порядка n называется комбинирующей
диаграммой для данных коллективов автоматов, если:

1) его вершины помечены символами Ai, 1 ≤ i ≤ n, таким образом,
что метки любых двух различных вершин различные;

2) его дуги помечены упорядоченными 3-наборами (~q1, ~q2, A) таким
образом, что если метка начальной вершины некоторой дуги Ai, а
метка ее конечной вершины Aj , тогда ~q1 ∈ QAi , ~q2 ∈ QAj и A ⊆
P(D);

3) (~q′1, ~q
′
2, A

′) и (~q′′1 , ~q
′′
2 , A

′′) — метки дуг, имеющих в качестве начальной
одну и ту же самую вершину, то ~q′1 6= ~q′′1 .

Пусть D — некоторая комбинирующая диаграмма для коллективов
Ai, 1 ≤ i ≤ n, имеющая m дуг, и пусть (κ1

1, κ
1
2, A1), . . . , (κm1 , κ

m
2 , Am) —

метки этих дуг. Определим D-композицию данных коллективов
n
⊕
i=1
Ai/D = (A1, . . . ,Ar |K1, . . . ,Ks),

где Ai = (Qi, ϕi, ψi) для любого 1 ≤ i ≤ r и Kj = (ψ̂j) для любого
1 ≤ j ≤ s, следующим образом. Пусть t = r + s+ 1 и Qi = ∪nj=1Q

(j)
i для

любого 1 ≤ i ≤ r, и пусть

ϕi(q,~a) =





pri(κ
j
2), если ~a|t2 ↓ (q; i) = κj1 и pr1(~a) ∈ Aj для

некоторого 1 ≤ j ≤ m;

ϕ
(j)
i (q,~a), если не имеет место предыдущее условие и

~a|t2 ↓ (q; i) ∈ Q̂Aj для некоторого j ∈ 1, n;

q в противном случае;

ψi(q,~a) =





0, если ~a|t2 ↓ (q; i) = κj1 and pr1(~a) ∈ Aj для
некоторого 1 ≤ j ≤ m;

ψ
(j)
i (q,~a), если не имеет место предыдущее условие и

~a|t2 ↓ (q; i) ∈ Q̂Aj для некоторого j ∈ 1, n;

0 в противном случае
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для любых q ∈ Qi, ~a ∈ AAi и 1 ≤ i ≤ r. Также пусть

ψ̂i(~a) =





0, если ~a|t2 ↓ (1; r + i) = κj1 and pr1(~a) ∈ Aj для
некоторого 1 ≤ j ≤ m;

ψ̂
(j)
i (~a), если не имеет место предыдущее условие и

~a|t2 ↓ (1; r + i) ∈ Q̂Aj для некоторого j ∈ 1, n;

0 в противном случае

для любых ~a ∈ AKi и 1 ≤ i ≤ s.
В последующем, когда приводим некоторую комбинирующую диа-

грамму, мы часто оставляем дуги, определяющие переходы из одного
“режима работы” коллектива в другой, без отметок, а только их нумеру-
ем, объясняя в сопутствующем тексте смысл соответствующих перехо-
дов. Также, если в некоторой комбинирующей диаграмме отметка дуги,
связывающей вершину с отметкой Ai с вершиной с отметкой Aj , имеет
вид (~q1, ~q2, A), то в последующем, когда пишем такую отметку, A будем
опускать, если A = P(D), а ~q2 будем опускать, если ~q2 является началь-
ным состоянием коллектива Aj . Таким образом, в частных случаях эта
отметка может приобрести вид (~q1, ~q2), (~q1, A), или даже (~q1).

Пусть A = (Q,ϕ, ψ) — автомат и W ⊆ Q. Определим простое
W -расширение автомата A, в обозначении A ↑W , следующим образом.
Пусть W ◦ — множество удовлетворяющее условиям |W ◦| = |W | и
W ◦ ∩Q = ∅, и пусть f : W →W ◦ — некоторая биекция. Через q◦ обозна-
чим f(q) для любого q ∈W . Теперь определим A ↑W = (Q ∪W ◦, ϕ◦, ψ◦)
так, что ϕ◦(q, a) = ϕ(q, a) и ψ◦(q, a) = ψ(q, a) для любого (q, a) ∈ Q×AA,
и ϕ◦(q◦, a) = ϕ(q, a) и ψ◦(q◦, a) = ψ(q, a) для любого (q, a) ∈W ×AA.

Пусть L — некоторый прямоугольный лабиринт. Любая компонента
связности множества R2\L называется гранью лабиринта L. Если L ко-
нечен (а мы всегда предполагаем, что это так, если не оговорено иное), то
он имеет только одну неограниченную грань (которая называется также
и его внешней гранью) и k ≥ 0 ограниченных (или внутренних ) гра-
ней. Через f∞(L) обозначим внешнюю грань лабиринта L. Пусть f —
некоторая грань (ограниченная или неограниченная) лабиринта L. Мно-
жество b(f) = f ∩ V (L) назовем вершинной границей грани f (здесь f —
замыкание множества f относительно стандартной топологии в R2).

Введем на R2 отношение порядка ≤ следующим образом:

(x1, y1) ≤ (x2, y2)
def←→ y1 < y2 ∨ (y1 = y2 ∧ x1 ≤ x2)

для любых (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2. Поскольку для любых (x1, y1), (x2, y2) ∈
R2 имеет место (x1, y1) ≤ (x2, y2) или (x2, y2) ≤ (x1, y1), то существует
max b(f) для любой грани f конечного прямоугольного лабиринта L; для
данной грани f вершина max b(f) называется его сингулярной вершиной.
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Пусть A~q0 — коллектив инициальных авитоматов, ~q1 6= ~q0 и ~q2 6= ~q0 —
два различных состояния коллектива A, Lx0 — некоторый лабиринт и p
— некоторое лабиринтное свойство (свойство, которым в общем случае
может обладать некоторый лабиринт). Через (x0;n) обозначим упорядо-
ченный n-набор, у которого все координаты равны x0. Говорим, что A~q0
сильно распознает свойство p в Lx0 , если существует t ≥ 1 такое, что
pr1(πi(A~q0 , Lx0)) 6= ~qj для любых 0 ≤ i ≤ t− 1 и 1 ≤ j ≤ 2, и такое, что:

или πi(A~q0 , Lx0) = (~q1, (x0, |A|)) для любого i ≥ t, если Lx0 обладает
свойством p,

или πi(A~q0 , Lx0) = (~q2, (x0, |A|)) для любого i ≥ t, если Lx0 не обла-
дает свойством p.

Обозначим состояния ~q1 и ~q2 через ~q>(A~q0) и ~q⊥(A~q0) соответственно.
Пусть L — конечный прямоугольный лабиринт. Вершина v ∈ V (L)

является квазисингулярной вершиной грани f∞(L), если v ∈ b(f∞(L))
и если или [v] = {w, s} и f∞(L) лежит слева от маршрута evs, или
[v] ∈ {{w}, {s}}. Вершина v ∈ V (L) является квазисингулярной верши-
ной ограниченной грани f лабиринта L, если v ∈ b(f), {w, s} ⊆ [v] и f
лежит справо от маршрута evs. Имеют место следующие четыре утвер-
ждения (см., например, [8] и [9]).

Теорема 4. Существует коллектив инициальных автоматов B2 типа
(1, 2), который в любом мозаичном лабиринте Lx0 сильно распознает
свойство, является ли вершина x0 квазисингулярной вершиной грани
f∞(L).

Теорема 5. Существует коллектив инициальных автоматов B4 типа
(1, 2), который в любом мозаичном лабиринте Lx0 сильно распознает
свойство, является ли вершина x0 квазисингулярной вершиной некото-
рой ограниченной грани f лабиринта L.

Теорема 6. Существует коллектив инициальных автоматов B3 типа
(1, 2), который в любом мозаичном лабиринте Lx0, где x0 — квазисин-
гулярная вершина грани f∞(L), сильно распознает свойство, является
ли x0 сингулярной вершиной грани f∞(L).

Теорема 7. Существует коллектив инициальных автоматов B5 типа
(1, 2), который в любом мозаичном лабиринте Lx0, где x0 — квазисингу-
лярная вершина ограниченной грани f лабиринта L, сильно распознает
свойство, является ли x0 сингулярной вершиной грани f .

3. Проблема типовой встречи для автоматов

ПустьA~q0 — коллектив инициальных автоматов и Lx0 — некоторый лаби-
ринт. Также пустьW —фиксированное множество состояний коллектива
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A; назовем элементы множества W финишными состояниями. Предпо-
ложим, что дано некоторое свойство p, которым могут обладать некото-
рые вершины лабиринта L; назовем такие вершины p-вершинами и через
Vp(L) обозначим множество всех p-вершин лабиринта L. Говорим, что
A~q0 сильно находит p-вершины в Lx0 , если:

или существуют момент t ≥ 0, состояние ~q ∈W , и вершина x ∈ Vp(L)
такие, что πi(A~q0 , Lx0) = (~q, (x; |A|)) для любого i ≥ t,

или Vp(L) = ∅ и pr1(πi(A~q0 , Lx0)) 6∈W для любого i ≥ 0.
Имеет место следующая теорема (см., например, [8] и [9]).

Теорема 8. Существует коллектив инициальных автоматов A ти-
па (1, 2), который в любом конечном мозаичном лабиринте Lx0 сильно
находит сингулярную вершину грани f∞(L).

Доказательство. Рассмотрим комбинирующую диаграмму D, данную
на рис. 2 (но без дуг с метками 4◦ и 13◦, и без их соответствующих ко-
нечных вершин), где B1 = A (A+ ↑ {qe, qn}; 3), коллективы Bi, 2 ≤ i ≤ 5,
являются коллективами, определенными в последних четырех теоре-
мах, и B′i — коллектив изоморфный Bi для любого 2 ≤ i ≤ 5. Так-
же, введем множества A

(1)
e = {{w}} ∪ A(2) и A

(1)
n = {{s}} ∪ A(2), где

A(2) = {a ∈ P(D) | {w, s} ⊆ a}. Значения меток диаграммы определим
ниже.
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B
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16°

11°
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Рис. 2.

Теперь определим A как D-композицию данных коллективов автома-
тов. Пусть в начальный момент все автоматы коллектива A находятся
в некоторой вершине x конечного мозаичного лабиринта L, и коллектив
A находится в некотором состоянии ~q ∈ QB1 . В целом коллектив A будет
“вести себя” как автомат A+, но при этом он “работает” по следующей
“программе”:

1 : Если ~q = q̄e и [x] ∈ A
(1)
e , то A переходит к шагу 2 (переход

1◦: (q̄e, A
(1)
e )); если ~q = q̄n и [x] ∈ A

(1)
n , то A переходит к шагу 6 (пере-

ход 10◦: (q̄n, A
(1)
n )); в противном случае, используя “программу” для B1,
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коллектив A переходит в состояние ~q′, и все автоматы коллектива A
переходят в вершину x′. Пусть x := x′ и ~q := ~q′, и пусть коллектив A
переходит снова к шагу 1.

2 : Используя “программу” для B2, коллектив A проверяет, является
ли вершина x квазисингулярной вершиной грани f∞(L). Если A окажет-
ся в состоянии ~q>(B2), то он переходит к шагу 3 (переход 2◦: (~q>(B2))), а
если A окажется в состоянии ~q⊥(B2), то он переходит к шагу 4 (переход
3◦: (~q⊥(B2))).

3 : Используя “программу” для B3, коллектив A проверяет, является
ли вершина x сингулярной вершиной грани f∞(L). Если A окажется в
состоянии ~q>(B3), то он оказался в своем финишном состоянии (переход
4◦), а если A окажется в состоянии ~q⊥(B3)), то он переходит к шагу 4
(переход 5◦: (~q⊥(B3))).

4 : Используя “программу” для B4, коллектив A проверяет, является
ли вершина x квазисингулярной вершиной некоторой ограниченной гра-
ни f лабиринта L. Если A окажется в состоянии ~q>(B4), то он переходит
к шагу 5 (переход 7◦: (~q>(B4)), а если A окажется в состоянии ~q⊥(B4)),
то пусть ~q := q̄ ◦e , и пусть A переходит к шагу 1 (переход 6◦: (~q⊥(B4), q̄ ◦e )).

5 : Используя “программу” для B5, коллектив A проверяет, являет-
ся ли вершина x сингулярной вершиной ограниченной грани f . Если A
окажется в состоянии ~q>(B5), то пусть ~q := q̄ ◦n , и пусть A переходит к
шагу 1 (переход 9◦: (~q>(B5), q̄ ◦n)), а если A окажется в состоянии ~q⊥(B5)),
то пусть ~q := q̄ ◦e , и пусть A переходит к шагу 1 (переход 8◦: (~q⊥(B5), q̄ ◦e )).

6 : Используя “программу” для B′2, коллектив A проверяет, является
ли вершина x квазисингулярной вершиной грани f∞(L). Если A окажет-
ся в состоянии ~q>(B′2), то он переходит к шагу 7 (переход 11◦: (~q>(B′2))), а
если A окажется в состоянии ~q⊥(B′2), то он переходит к шагу 8 (переход
12◦: (~q⊥(B′2))).

7 : Используя “программу” для B′3, коллектив A проверяет, является
ли вершина x сингулярной вершиной грани f∞(L). Если A окажется в
состоянии ~q>(B′3), то он оказался в своем финишном состояние (переход
13◦), а если A окажется в состоянии ~q⊥(B′3), то он переходит к шагу 8
(переход 14◦: (~q⊥(B′3))).

8 : Используя “программу” для B′4, коллектив A проверяет, является
ли вершина x квазисингулярной вершиной некоторой ограниченной гра-
ни f лабиринта L. Если A окажется в состоянии ~q>(B′4), то он переходит
к шагу 9 (переход 16◦: (~q>(B′4))), а если A окажется в состоянии ~q⊥(B′4),
то пусть ~q := q̄ ◦n , и пусть A переходит к шагу 1 (переход 15◦: (~q⊥(B′4), q̄ ◦n)).

9 : Используя “программу” для B′5, коллектив A проверяет, является
ли вершина x сингулярной вершиной ограниченной грани f . Если A ока-
жется в состоянии ~q>(B′5), то пусть ~q := q̄ ◦e , и пусть A переходит к шагу

99



1 (переход 17◦: (~q⊥(B′5), q̄ ◦n)), а если A окажется в состоянии ~q⊥(B′5), то
пусть ~q := q̄ ◦n , и пусть A переходит к шагу 1 (переход 18◦: (~q>(B′5), q̄ ◦e )).

Рис. 3.

Покажем, что таким образом определенный коллектив автоматов A
удовлетворяет условию данной теоремы. Благодаря шагам 1, 4, 5, 8 и 9,
и поскольку “глобально” коллектив A ведет себя как коллектив A1, то
лабиринт, который он “видит”, является деревом: любой простой цикл
графа G(L) содержит как сингулярную вершину x(f), так и вершины
x(f)e и x(f)s хотя бы одной внутренней грани f лабиринта L, и этот
цикл “срезается” вышеданной программой хотя бы по ребру 〈x(f), x(f)s〉.
Например, слева на рис. 3 дан мозаичный лабиринт, в котором с по-
мощью символа • обозначены сингулярные вершины его ограниченных
граней, а с помощью символа ◦ обозначена сингулярная вершина его
внешней грани; справа на рис. 3 дано дерево, полученное соответствую-
щей трансформацией из данного лабиринта. Из утверждения 3 следует,
что A обходит L и таким образом обязательно посещает сингулярную
вершину внешней грани f∞(L), а благодаря шагам 1, 3 и 7 переходит в
финишное состояние.

Заменяя в последних пяти теоремах тип коллектива (1, 2) на тип
(2, 0), получаются опять точные утверждения. Также, с помощью неболь-
шой модификации “программы” для коллектива A, из предыдущей тео-
ремы получаем следующее утверждение (впервые доказанное в [9], смот-
ри также [8]).

Теорема 9. Существуют универсальные обходчики типов (1, 2) и (2, 0)
для класса всех конечных мозаичных лабиринтов.

Пусть L — некоторый лабиринт, и пусть x0 и y0, x0 6= y0, — две раз-
личные вершины лабиринта L. Предположим, что A1 и A2 — два кол-
лектива инициальных автоматов. Пара (A1,A2) имеет (x0, y0)-встречу в
L, если существует t > 0, такое что pri(τt(A1, Lx0)) = prj(τt(A2, Ly0)) для
некоторых 1 ≤ i ≤ |A1| и 1 ≤ j ≤ |A2|. Другими словами, пара (A1,A2)
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имеет (x0, y0)-встречу в L, если существуют автомат коллектива A1 и ав-
томат коллектива A2, которые оказываются в некотором моменте t > 0,
после того как в начальный момент все автоматы коллектива A1 поло-
жены в x0 и все автоматы коллектива A2 положены в y0, в одной и той
же вершине лабиринта L.

Кроме приведенного варианта встречи для двух коллективов авто-
матов возможны и другие варианты. В случае, когда оба коллектива
имеют выделенные активные части, описанный выше вариант встречи
происходит, если существует представитель активной части одного кол-
лектива, который встречается с хотя бы одним из автоматов (в том числе
и с камнем) другого коллектива. Также возможен вариант, когда встре-
ча коллективов осуществляется только при условии, если встретились
представители активных частей данных коллективов. Возможны и та-
кие варианты, когда один или оба коллектива не распознают правильно
некоторые элементы другого коллектива: они или их не видят, или их
не отличают от автоматов своего коллектива. Как и выше, встреча в
таких случаях осуществляется, если в какой-то вершине имеет место со-
бытие, которое “не предусматривается” хотя бы одной из “программ” для
данных коллективов.

Пусть L — некоторый класс лабиринтов. Для любых двух типов кол-
лективов (i1, j1), (i2, j2) ∈ N×N0 проблема типовой встречи в классе L
состоит в определении того, существуют ли коллективы A1 типа (i1, j1)
и A2 типа (i2, j2) такие, что для любого L ∈ L и любых x0, y0 ∈ V (L),
x0 6= y0, пара (A1,A2) имеет (x0, y0)-встречу в L. Определим соответ-
ствующий предикат M0

L на множестве (N ×N0)2 следующим образом:
M0

L(i1, j1, i2, j2) = 1, если такие коллективы A1 и A2 существуют, и
M0

L(i1, j1, i2, j2) = 0, если такие коллективы не существуют.

Подобным образом, для любого класса лабиринтов L и любого ти-
па коллективов (i, j) ∈ N ×N0 проблема типовой встречи в классе L
состоит в определении того, существуют ли коллективы A1 и A2 типа
(i, j) такие, что для любого L ∈ L и любых x0, y0 ∈ V (L), x0 6= y0,
пара (A1,A2) имеет (x0, y0)-встречу в L. Определим соответствующий
предикат M1

L на множестве N ×N0 следующим образом: M1
L(i, j) = 1,

если такие коллективы A1 и A2 существуют, и M1
L(i, j) = 0, если такие

коллективы не существуют.

Также, для любого класса лабиринтов L и любого типа коллективов
(i, j) ∈ N×N0 проблема сильной типовой встречи в классе L состоит в
определении того, существуют ли коллективы A1 и A2 типа (i, j) такие,
что они являются двумя копиями одного и того же коллектива и для
любого L ∈ L и любых x0, y0 ∈ V (L), x0 6= y0, пара (A1,A2) имеет (x0, y0)-
встречу в L. Определим соответствующий предикат M2

L на множестве
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N ×N0 следующим образом: M2
L(i, j) = 1, если такие коллективы A1 и

A2 существуют, и M2
L(i, j) = 0, если такие коллективы не существуют.

Как уже сказано, впервые проблема встречи коллективов автоматов
в изложенном здесь виде была представлена в работе [1], но некоторые
частные результаты по этой проблеме имелись и раньше. Например, ес-
ли L = {Z2}, где Z2 — бесконечный шахматный лабиринт, имеющий в
качестве своих вершин множество всех целочисленных точек плоскости,
тогда M1

L(1, 2) = 1 ([10]).
Пусть Z = Z1 × . . . × Zm, где Zi ⊆ N0 для любого 1 ≤ i ≤ m.

Определим частичный порядок ≤ на Z следующим образом: для любых
упорядоченныхm-наборов ~z = (z1, . . . , zm) и ~w = (w1, . . . , wm) множества
Z имеет место ~z ≤ ~w, если zi ≤ wi для любого 1 ≤ i ≤ m. Предикаты M0

L,
M1

L и M2
L монотонны по отношению к введенному частичному порядку

на соответствующих им доменам. Следовательно, предикаты M0
L, M

1
L

и M2
L могут быть описаны с помощью множеств их нижних единиц. В

дальнейшем для монотонного предиката M соответствующее множество
его нижних единиц обозначим через U(M).

Через Lfm обозначим класс всех конечных мозаичных лабиринтов,
через Lm — класс всех мозаичных лабиринтов, через Lfr — класс всех
конечных прямоугольных лабиринтов и через Lr — класс всех прямо-
угольных лабиринтов. Имеет место следующая теорема.

Теорема 10. U(M0
Lfm

) = {(1, 2, 1, 0), (2, 0, 1, 0), (1, 0, 1, 2), (1, 0, 2, 0)} и
U(M1

Lfm
) = U(M2

Lfm
) = {(1, 2), (2, 0)}.

Доказательство. Сначала рассмотрим предикат M2
Lfm

и найдем значе-
ние M2

Lfm
(1, 2). Из теоремы 8 следует, что существует коллектив A типа

(1, 2), сильно находящий сингулярную вершину грани f∞(L) в любом ко-
нечном мозаичном лабиринте L. Возьмем две копии A1 и A2 коллектива
A.

Пусть L — произвольный конечный мозаичный лабиринт, и пусть x1

и x2, x1 6= x2, — произвольные вершины лабиринта L. Поскольку A1 в
Lx1 и A2 в Lx2 сильно находят сингулярную вершину грани f∞(L), то
коллективы A1 и A2 имеют (x1, x2)-встречу в L (на рис. 4 справа, с помо-
щью символа ◦ обозначена сингулярная вершина внешней грани данного
лабиринта). Поскольку x1 и x2 — две произвольные вершины лабирин-
та L, то получаем M2

Lfm
(1, 2) = 1. Подобным образом можно показать,

что M2
Lfm

(2, 0) = 1. Ясно, что из полученного результата следует, что
M1

Lfm
(1, 2) = M1

Lfm
(2, 0) = 1.

Далее покажем, что для любых двух коллективов A1 и A2 типа
(1, 1) можно найти конечный мозаичный лабиринт L и его вершины
x1 и x2, x1 6= x2 такие, что пара (A1,A2) не имеет (x1, x2)-встречу в
L. Из теоремы 1 следует, что для A1 существует правильная ловушка
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Рис. 4.

(L1;x0, x1) и для A2 существует правильная ловушка (L2; y0, y1). Оче-
видно, что существует мозаичный змеевидный лабиринт L3 такой, что
лабиринт L1L3L

−1
2 определен. На рис. 4 слева, (L1;x0, x1) и (L2; y0, y1)

расположены внутри прямоугольников Q1 и Q2 соответственно, и для
L3 единственные две вершины, имеющие в G(L3) степень 1, выбраны
в качестве его входа и выхода. Заметим, что любой параллельный пе-
ренос правильной ловушки для данного коллектива опять порождает
правильную ловушку для него. Очевидно, что пара (A1,A2) не имеет
(x0, y0)-встречу в L. Следовательно, M1

Lfm
(1, 1) = M2

Lfm
(1, 1) = 0, что

вместе с M1
Lfm

(1, 2) = M1
Lfm

(2, 0) = 1 и M2
Lfm

(1, 2) = M2
Lfm

(2, 0) = 1 дает
U(M1

Lfm
) = U(M2

Lfm
) = {(1, 2), (2, 0)}.

Теперь покажем, что M0
Lfm

(1, 2, r, s) = 1 для любых r ≥ 1 и s ≥ 0.
Из теоремы 9 следует, что существует коллектив A типа (1, 2), который
обходит любой конечный мозаичный лабиринт. Также, возьмем триви-
альный коллектив B0(r, s) типа (r, s). Пусть L — произвольный конечный
мозаичный лабиринт, и пусть x1 и x2, x1 6= x2, — две различные вершины
лабиринта L. Из теоремы 9 следует, что коллективы A и B0(r, s) имеют
(x1, x2)-встречу в L. Поскольку x1 и x2 — произвольные вершины ла-
биринта L, получаем, что M0

Lfm
(1, 2, r, s) = 1. Но, из M0

Lfm
(1, 2, r, s) = 1

следует, что M0
Lfm

(1, 2, 1, 0) = 1, а также, что M0
Lfm

(1, 0, 1, 2) = 1. Подоб-
ным образом получаем, что M0

Lfm
(2, 0, 1, 0) = M0

Lfm
(1, 0, 2, 0) = 1. Также,

из M1
Lfm

(1, 1) = 0 получаем, что M0
Lfm

(1, 1, 1, 1) = 0, и наше утверждение
относительно предиката M0

Lfm
верно.

Теперь предикаты M0
Lfm

, M1
Lfm

и M2
Lfm

полностью описаны. На рис. 5
символом • отмечены точки (целочисленные), в которых предикаты
M1

Lfm
и M2

Lfm
принимают значение 0, а серая закрытая неограниченная

область содержит точки, в которых они принимают значение 1.
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Рис. 5.

Проблема описания предикатов M2
Lm

и M1
Lm

открыта. На рис. 6 а)
данно все, что мы знаем о M2

Lm
, а на рис. 6 б) — все, что мы знаем о

M1
Lm

(с помощью • отмечены все вершины, в которых данные предикаты
принимают значение 0, с помощью ◦ — все точки, в которых значение
этих предикатов неизвестно, а серая закрытая неограниченная область
содержит все точки, в которых они принимают значение 1).

s

rO

s

rO

а) б)

Рис. 6.

Кроме этого, мы не можем полностью описать предикат M0
Lm

. Мы
знаем, что M0

Lm
(r1, s1, r2, s2) = 1, или если r1 = 1 и s1 ≥ 5, или если

r1 ≥ 2 и r1 + s1 ≥ 5. Также, мы знаем, что M0
Lm

(r1, s1, r2, s2) = 0, если
r1 + s1 ≤ 3 и r2 + s2 ≤ 3.

Все приведенные результаты для предикатов M0
L, M

1
L и M2

L, когда L
является классом всех мозаичных лабиринтов, следуют из результатов,
представленных в работах [11, 12, 13]. Также заметим, что все приведен-
ные результаты (как в конечном, так и в произвольном случае) остаются
в силе, если вместо мозаичных рассматриваем шахматные лабиринты.

Интересно заметить, что если переходим из двухмерного в трехмер-
ное евклидовое пространство, тогда положение дел радикально меняет-
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ся. В [14] доказано, что не существует коллектив автоматов, который
является универсальным обходчиком для класса всех конечных мозаич-
ных 3-лабиринтов толщины 2. Здесь под толщиной конечного мозаич-
ного 3-лабиринта L подразумеваем минимальное число горизонтальных
плоскостей, содержащих все множество V (L). Имея в распоряжении этот
результат, можно, подобно тому как ми это делали при доказательстве
теоремы 10, построить, для любых двух коллективов автоматов, конеч-
ный мозаичный 3-лабиринт, в котором эти коллективы не решают про-
блему встречи. Следовательно, имеет место следующее утверждение.

Теорема 11. Если L — клас всех конечных мозаичных 3-лабиринтов,
то Mi

L = 0 для любого 0 ≤ i ≤ 2.

4. Проблема типовой встречи в прямоугольных
лабиринтах

Интересно также исследовать предикаты M0
L, M

1
L и M2

L, когда L являет-
ся классом всех конечных прямоугольных лабиринтов или классом всех
прямоугольных лабиринтов, т.е. когда мы отбрасываем условие одинако-
вой длины всех ребер. Поскольку множество всех конечных мозаичных
лабиринтов Lfm является подмножеством множества всех конечных пря-
моугольных лабиринтов Lfr, предикатыM0

Lfr
,M1

Lfr
иM2

Lfr
берут значение

0 там, где соответственно предикаты M0
Lfm

, M1
Lfm

и M2
Lfm

берут значение
0. Также, в [15] показано, что существует универсальный обходчик типа
(1, 2) и универсальный обходчик типа (2, 0) для класса всех конечных
прямоугольных лабиринтов. Отсюда следует, что имеет место утвержде-
ние аналогичное теореме 9 и для случая всех конечных прямоугольных
лабиринтов.

Теорема 12. U(M0
Lfr

) = {(1, 2, 1, 0), (2, 0, 1, 0), (1, 0, 1, 2), (1, 2, 1, 0)} и
U(M1

Lfr
) = U(M2

Lfr
) = {(1, 2), (2, 0)}.

Доказательство этой теоремы можем провести таким же способом,
как и в случае конечных мозаичных лабиринтов (см. теорему 10). Од-
нако, когда рассматриваем предикаты M1

Lfr
и M2

Lfr
в точках (1, 2) и

(2, 0), любой из двух соответствующих коллективов автоматов ведет себя
следующим образом: сначала он работает как универсальный обходчик
класса всех конечных прямоугольных лабиринтов, пока не окажется в
вершине, которая принадлежит границе внешней грани данного лаби-
ринта, а потом все его автоматы кроме того, который движется вдоль
положительной границы внешней грани, остаются в этой вершине.

Пусть L — некоторый класс прямоугольных лабиринтов. Если M —
один из предикатов M1

L и M2
L, и значение его в точке (i, j) равно 1, то
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говорим, что сложность предиката M в точке (i, j) есть O(f(n)), где
f : N → N данная натуральная функция натурального переменного,
если существует положительная константа C и существуют соответству-
ющие коллективы типа (i, j), которые решают проблему встречи в любом
лабиринте из L, имеющем n вершин за время, не превышающее значения
Cf(n). Подобным образом можно ввести сложность предиката M0

L.
Из того, как мы устанавливали значения предикатов M1

L и M2
L в

случае, когда L — класс конечных мозаичных лабиринтов, и из оценки
сложности соответствующего алгоритма обхода этого класса лабирин-
тов, данной в работе [9], нетрудно убедиться, что в точке (1, 2) сложность
этих предикатов есть O(n3) а в точке (2, 0) — O(n2).

Также из того, как мы устанавливали значения предикатов M1
L и

M2
L в случае, когда L — класс конечных прямоугольных лабиринтов, и

из оценки сложности соответствующего алгоритма обхода этого класса
лабиринтов, данной в работе [15], нетрудно убедиться, что в точке (1, 2)
сложность этих предикатов есть O(n4), а в точке (2, 0) — O(n3).

Данные оценки сложности можно улучшить, даже сделать их на по-
рядок лучше. Покажем это на примере конечных прямоугольных лаби-
ринтов.

Симметричный орграф G = (V,E) является прямолинейным
плоским, если V ⊆ R2 и множество T = {xy | (x, y) ∈ E} является кон-
фигурацией (напомним, что существует так называемая теорема Фари о
распрямлении графа, согласно которой любой простой планарный граф
имеет плоское представление, в котором все ребра изображены в виде
отрезков прямых).

Пусть G — некоторый прямолинейный плоский симметричный ор-
граф и ρ = x0, e1, x1, . . . , en, xn, где xn = x0, — некоторый его замкнутый
маршрут.

Конечную последовательность xi, xi+n1, . . . , xj вершин маршрута ρ,
где 0 ≤ i < n и j = i +n k для некоторого 0 ≤ k < n, назовем
ρ-интервалом и обозначим через [xi, xj ]; вершины xi и xj называют-
ся концами этого ρ-интервала, а все остальные его вершины являются
его внутренними вершинами (через −n и +n обозначаем соответственно
операции вычитания и суммирования по модулю n). Если все вершины
ρ-интервала [xi, xj ] различные, то назовем его простым ρ-интервалом.

Пусть [xk1 , xl1 ] и [xk2 , xl2 ] — два ρ-интервала, и пусть a1 и a2, 0 ≤
a1, a2 < n, — такие числа, что l1 = k1 +n a1 и l2 = k2 +n a2.

Пишем [xk1 , xl1 ]∩ [xk2 , xl2 ] = ∅ и говорим, что ρ-интервалы [xk1 , xl1 ] и
[xk2 , xl2 ] дизъюнктные, если существует натуральное число b такое, что
k2 = l1 +n b и 0 < a1 + b + a2 < n. Пишем [xk2 , xl2 ] ⊆ [xk1 , xl1 ], если
k2 = k1 +n b1 и l1 = l2 +n b2 для некоторых 0 ≤ b1, b2 ≤ a1.
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Говорим, что простые ρ-интервалы [xk1 , xl1 ] и [xk2 , xl2 ] являются про-
тивоположными, и пишем [xk1 , xl1 ] l [xk2 , xl2 ], если 1 ≤ a1 = a2 = a ≤
n/2 и если или l1 = k2 и xl1−nm = xk2+nm, или l2 = k1 и xl2−nm = xk1+nm

для любого 0 ≤ m ≤ a. Без ограничения общности, в будущем, когда пи-
шем [xk1 , xl1 ] l [xk2 , xl2 ], считаем, что l1 = k2; вершину xl1 = xk2 назовем
пиковой для ρ. Пиковая вершина y маршрута ρ называется настоящей,
если существуют простые ρ-интервалы [xk1 , xl1 ] и [xk2 , xl2 ] такие, что
[xk1+n1, xl1 ] l [xk2 , xl2−n1], xl1 = xk2 = y, xk1 6= xl2 и ]xk1xk1+n1xl2 > 0,
где ∠xk1xk1+n1xl2 — тот из двух возможных углов, который не содер-
жит вершину xk1+n2. ρ-интервалы [xk1 , xl1 ] и [xk2 , xl2 ] называются ρ-
интервалами, определяющими настоящую пиковою вершину y.

Пишем [xk1 , xl1 ] ↑↑ [xk2 , xl2 ] [[xk1 , xl1 ] ↑↓ [xk2 , xl2 ]], если ρ-интервалы
[xk1 , xl1 ] и [xk2 , xl2 ] дизъюнктные, a1 = a2 = a и

xk1+nm = xk2+nm [xk1+nm = xl2−nm]

для любого 0 ≤ m ≤ a.
Пусть x, y, z и w — четыре точки плоскости такие, что векторы ~xy,

~xz и ~xw являются ненулевыми и векторы ~xz и ~xw являются неколлине-
арными. Тогда пусть −2π ≤ α1 < 0 [−2π ≤ α2 < 0] — отрицательный
угол поворота вокруг точки x, который переводит вектор ~xy в вектор
коллинеарный вектору ~xz [ ~xw]. Пусть αx(y, z, w) = α2 − α1.

Пишем [xk1 , xl1 ] q [xk2 , xl2 ] и говорим, что дизъюнктные ρ-интервалы
[xk1 , xl1 ] и [xk2 , xl2 ] находятся в правильном соотношении, если a1 = a2 =
a ≥ 2 и если удовлетворено одно из следующих трех условий:

1) a = 2 и ни одна из вершин xk1 и xl1 не совпадает ни с одной из
вершин xk2 и xl2 (случай 1);

2) a ≥ 3, и при этом [xk1+n1, xl1−n1] ↑↓ [xk2+n1, xl2−n1], xk1 6= xl2 и xl1 6=
xk2 (случай 2);

3) a ≥ 3, и при этом [xk1+n1, xl1−n1] ↑↑ [xk2+n1, xl2−n1], xk1 6= xk2 и xl1 6=
xl2 (случай 3).

Обозначим через α([xk1 , xl1 ], [xk2 , xl2 ]) значение

αxk1+n1
(xk1+n2, xk1 , xl2)αxl1−n1

(xl1−n2, xl1 , xk2),

если имеет место случай 2, или значение

αxk1+n1
(xk1+n2, xk1 , xk2)αxl1−n1

(xl1−n2, xl1 , xl2)

если имеет место случай 3.
Пару вершин (xi, xj), 0 < i < j ≤ n, маршрута ρ называем его ква-

зипересечением, если xi = xj . Квазипересечение (xi, xj) назовем насто-
ящим, если существуют ρ-интервалы [xk1 , xl1 ] и [xk2 , xl2 ] такие, что:
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1) вершина xi является внутренней вершиной ρ-интервала [xk1 , xl1 ],

2) вершина xj является внутренней вершиной ρ-интервала [xk2 , xl2 ],

3) или ρ-интервалы [xk1 , xl1 ] и [xk2 , xl2 ] определяют настоящую пико-
вую вершину, или они находятся в правильном соотношении.

Настоящее квазипересечение (xi, xj) является касанием, если имеет ме-
сто одно из следующих условий:

1) ρ-интервалы [xk1 , xl1 ] и [xk2 , xl2 ] определяют настоящую пиковую
вершину;

2) имеет место или случай 2, или случай 3, и α(xk1 , xl1 ;xk2 , xl2) < 0;

3) имеет место случай 1 и угол ∠xk1xk1+n1xl1 (любой из двух возмож-
ных) или содержит обе вершины xk2 и xl2 , или не содержит ни одну
из них.

Если настоящее квазипересечение (xi, xj) не является касанием, то его
назовем самопересечением.

Пусть G — некоторый прямолинейный плоский симметричный ор-
граф. Нетривиальный замкнутый маршрут орграфа G называется регу-
лярным, если все его квазипересечения настоящие. Регулярный замкну-
тый маршрут орграфа G называется квазипростым контуром, если все
его квазипересечения являются касаниями.

Пусть G — некоторый прямолинейный плоский симметричный ор-
граф и ρ = x0, e1, x1, . . . , en, xn — некоторый его нетривиальный регу-
лярный замкнутый маршрут. Каждой вершине xi, 1 ≤ i ≤ n, маршрута
ρ присоединим число α(xi) следующим способом. Если xi — настоящая
пиковая вершина маршрута ρ, то α(xi) = −π/2; в противном случае
переведем точку xi−n1 в точку x′i−n1 с помощью центральной симмет-
рией относительно точки xi, и положим, что α(xi) — угловая мера со
знаком угла ∠x′i−n1xixi+n1 (меньшего из двух возможных); положитель-
ным направлением отсчета углов считается направление против часовой
стрелки (см. рис. 7). Поворотом вдоль маршрута ρ называем число

α	(ρ) =

n∑

i=1

α(xi).

Ясно, что повороты вдоль двух циклически одинаковых нетривиальных
регулярных замкнутых маршрутов одинаковые.

Пусть ρ = x0, e1, x1, . . . , en, xn, n ≥ 3, — простой контур в G. По-
скольку тогда замкнутая ломаная линия без самопересечения x0x1 . . . xn
является контуром многоугольника (в общем случае невыпуклого), то
имеет место следующее утверждение.
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Рис. 7.

Теорема 13. Пусть G — некоторый прямолинейный плоский симмет-
ричный орграф и ρ — некоторый его простой контур длины ≥ 3. Тогда
α	(ρ) = −2π или α	(ρ) = 2π.

Пусть G = (V,E) — некоторый прямолинейный плоский симметрич-
ный орграф, и ρ = x0, e1, x1, . . . , en, xn — некоторый его замкнутый марш-
рут.

Маршрут ρ проходит по некоторому ребру 〈y1, y2〉 орграфа G, ес-
ли или [y1, y2], или [y2, y1] является ρ-интервалом. Маршрут ρ прохо-
дит через некоторую вершину y орграфа G, если y = xi для некоторого
0 ≤ i ≤ n− 1.

Пусть y1 и y2 — две смежные вершины орграфа G (смежные в со-
ответствующем простом графе), и положим, что маршрут ρ проходит
по ребру 〈y1, y2〉. Пусть ei1 , ei2 , . . . , eik , где 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n,
— все вхождения дуг (y1, y2) и (y2, y1) в маршрут ρ; любую из дуг eij ,
1 ≤ j ≤ k, назовем вхождением ребра 〈y1, y2〉 в ρ. Назовем число k
кратностью маршрута ρ вдоль ребра 〈y1, y2〉.

Для любых двух смежных вершин y1 и y2 орграфа G введем число
||ρ||〈!y1,y2〉 следующим образом. Пусть ||ρ||〈y1,y2〉 = 0, если маршрут ρ не
проходит по ребру 〈y1, y2〉, и ||ρ||〈y1,y2〉 = k− 1, если маршрут ρ проходит
по ребру 〈y1, y2〉, и его кратность вдоль ребра 〈y1, y2〉 равна k. Мерой
дублирования по дугам маршрута ρ в орграфе G назовем число

||ρ|| = 1

2

∑

(x,y)∈E
||ρ||〈x,y〉.

Пусть y — вершина орграфа G, и положим, что маршрут ρ проходит
через вершину y. Пусть xi1 , xi2 , . . . , xik , 1 ≤ k < n, — все вхождения
вершины y в маршрут ρ. Назовем число k кратностью маршрута ρ в
вершине y.

Для любой вершины y орграфа G введем число ||ρ||y следующим
образом. Пусть ||ρ||y = 0, если маршрут ρ не проходит через вершину y,
и ||ρ||y = k−1, если маршрут ρ проходит через вершину y, и его кратность
в вершине y равна k. Мерой дублирования по вершинам маршрута ρ в
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орграфе G назовем число

||ρ||0 =
∑

v∈V
||ρ||v.

Теорема 14. Пусть G = (V,E) — некоторый прямолинейный плоский
симметричный орграф и ρ = x0, e1, x1, . . . , en, xn — некоторый его ква-
зипростой контур. Тогда, α	(ρ) = ±2π.

Доказательство. Пусть σ = x′0, e
′
1, x
′
1, . . . , e

′
m, x

′
m — некоторый замкну-

тый маршрут орграфа G, проходящий по некоторому ребру <y1, y2>
орграфа G (см. рис. 8), и предположим, что ||σ||<y1,y2> = 0. Пусть e′i
— единственное вхождение ребра <y1, y2> в σ. Ясно, что к орграфу G
можно добавить точку z ∈ R2 в качестве его новой вершины, и пары
(z, y1), (y1, z), (z, y2) и (y2, z) в качестве его новых дуг, чтобы таким об-
разом полученный орграф G′ являлся также прямолинейным плоским
симметричным орграфом. Замкнутый маршрут

σ′ = . . . , e′i−m1, x
′
i−m1, (x

′
i−m1, z), z, (z, xi), e

′
i+m1, . . .

очевидно удовлетворяет свойству α	(σ′) = α	(σ) (см. рис. 8). То, что
пара (G′, σ′) таким образом получена из пары (G, σ), обозначим через
(G, σ) 7→e′i

z (G′, σ′).

-
--

-

+

y
1

y
1

y
2

y
2

z

Рис. 8.

Сейчас предположим, что для некоторого ребра <y1, y2> орграфа G
имеет место ||ρ||<y1,y2> = k − 1 ≥ 1 (на рис. 9 изображен случай, когда
||ρ||<y1,y2> = 2; на этом рисунке представлена только та часть орграфа G,
которая содержит ребро <y1, y2>, и те части маршрута ρ, которые про-
ходят вдоль этого ребра, причем эти части, из-за наглядности, немного
отделены). Пусть ei1 , ei2 , . . . , eik — все вхождения ребра <y1, y2> в ρ.
Пусть xi′1 , xi′2 , . . . , xi′k — вершины соответсвенно дуг ei1 , ei2 , . . . , eik такие,
что xi′j = xi1 для любого 1 ≤ j ≤ k (значит, i′j = ij или i′j = ij −n 1

для любого 1 ≤ j ≤ k). Поскольку для любых 1 ≤ j1 < j2 ≤ k пара
(xi′j1

, xi′j2
) является касанием, очевидно, что существуют точки плоско-

сти zj , 1 ≤ j ≤ k, такие, что последовательность пар (Gj , ρj), 1 ≤ j ≤ k,
удовлетворяет условиям (Gj−1, ρj−1) 7→eij

zj (Gj , ρj) для любого 1 ≤ j ≤ k,
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где (G0, ρ0) = (G, ρ). Тогда пара (G′, ρ′) = (Gk, ρk) является такой, что
G′ — прямолинейный плоский симметричный орграф, а ρ′ — квазипро-
стой контур орграфа G′ (на рис. 9 к G добавляем три вершины z1, z2

и z3). Ясно, что α	(ρ′) = α	(ρ) и ||ρ′|| < ||ρ||. Следовательно можно
предположить, что ||ρ|| = 0.

y
1

y
1

z
1

z
2

z
3y

2
y

2

Рис. 9.

Пусть ||ρ||y ≥ 1 для некоторой вершины y орграфа G, и пусть xi и
xj , 0 < i < j ≤ n, два различных вхождения вершины y в ρ. Ясно, что
можно в качестве вершин добавить точки yi, zi, yj , zj 6∈ V (G), и убрать
вершины xi и xj , проделывая с данным орграфом G и данным маршру-
том ρ то, что указано на рис. 10, и при этом получить прямолинейный
плоский симметричный орграф G′ и маршрут ρ′, являющийся квазипро-
стым контуром. Ясно, что α	(ρ′) = α	(ρ) и ||ρ′||0 < ||ρ||0.

Проделывая описанную операцию пока это возможно, мы можем ор-
граф G и квазипростой контур ρ “превратить” в прямолинейный плос-
кий симметричный орграф G′ и квазипростой контур ρ′ такой, что
α	(ρ′) = α	(ρ) и ||ρ′||0 = 0.

Значит, мы можем предположить, что для данного маршрута ρ имеет
место ||ρ|| = 0 и ||ρ||0 = 0. Но тогда, очевидно, из теоремы 13 следует,
что данное утверждение верно.

yi
yj

zi
zj

x xi j=

Рис. 10.

Вернемся теперь к прямоугольным лабиринтам и сначала введем
некоторые необходимые понятия и обозначения.

Пусть α = ω1 . . . ωn ∈ D+ — произвольное слово из D+. Через f(α)
и l(α) обозначим соответственно первую и последнюю его букву, т.е.,
f(α) = ω1 и l(α) = ωn. Через α|ji , где 1 ≤ i ≤ j ≤ n, обозначим подслово
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ωi . . . ωj слова α. Говорим, что слово β ∈ D∗ является началом [концом]
слова α, если существует слово γ ∈ D∗, такое, что α = βγ [α = γβ]; β яв-
ляется собственным началом [концом] слова α, если β является началом
[концом] слова α и β 6= α.

Для любого слова α ∈ D∗ через ν(α) обозначим слово, полученное
из α, когда в нем заменим, пока это возможно, любое вхождение под-
слов ωω−1, ω ∈ D, на пустое слово Λ, или, как мы еще будем говорить,
ν(α) получается из α исчерпывающим применением правил редукции
ωω−1 → Λ, ω ∈ D (например, если α = wwnsesnn, то ν(α) = wn). Легко
убедиться, что невзирая на порядок выполнения этих правил редукции
над словом α, результатом их исчерпывающего применения является то
же самое слово, которое мы и обозначаем через ν(α). Непустое слово
α ∈ D+ является простым словом над D, если α = ν(α); через Sim(D)
обозначим множество всех простых слов над D.

Теперь над словами множества Sim(D) будем применять правила ре-
дукции ωω → ω и ωω′ω → ω, где ω и ω′, ω 6= ω′, — произвольные
элементы множества D. Нетрудно удостовериться, что исчерпывающее
применение этих правил редукции, в любом порядке, над любым словом
α ∈ Sim(D) дает в качестве результата всегда одно и то же слово, кото-
рое мы обозначим через [α] (это можно сделать, например, применением
математической индукции к длине слова α).

Введем подмножество Sim0(D) ⊆ Sim(D) следующим образом: слово
α = ω1 . . . ωn ∈ Sim(D) принадлежит Sim0(D) тогда и только тогда, когда
ω1 6= ω−1

n .
На множестве Sim0(D) введем отношение эквивалентности ∼ следу-

ющим образом: для любых α′, α ∈ Sim0(D), имеет место α′ ∼ α, если
существуют слова β, β′ ∈ D∗ такие, что α = ββ′ и α′ = β′β. Классы
эквивалентности отношения ∼ называются (простыми) циклическими
словами над D; каждый из этих класов будем обозначать просто любым
его представителем с 	 в индексе. Через K+ обозначим циклическое
слово enws	, а через K− обозначим циклическое слово eswn	.

Возьмем произвольное слово α ∈ Sim(D). Очевидно, что f([α]) = f(α)
и l([α]) = l(α). В [16] показано (в чем нетрудно убедиться), что суще-
ствуют β ∈ K− ∪K+, n ∈ N0 и некоторое собственное начало β′ слова β
такие, что [α] = βnβ′; здесь полагаем, что β0 = Λ.

Пусть α = ω1 . . . ωn ∈ D+ — произвольное слово. Применим над
словом α всевозможные замены ввида ωω−1 → ωσ−(ω)ω−1, ω ∈ D.
Полученное слово обозначим через �α�. Очевидно, что f(�α�) = f(α) и
l(�α�) = l(α). Обозначим через �α�◦ слово �α�σ−(ωn), если ω1 = ω−1

n ; в
противном случае положим, что �α�◦ = �α�. Заметим, что �α� ∈ Sim(D)
и �α�◦ ∈ Sim0(D) для любого α ∈ D+.
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Пусть M1, . . . ,Mn — различные точки плоскости, такие что Mi 6=
Mi+1 для любого 1 ≤ i ≤ n − 1. Ломаной M1 . . .Mn будем считать ори-
ентированную кривую, для которой стандартным представлением яв-
ляется непрерывная функция r : [0, 1] → R2, линейно отображающая
каждый отрезок [i/n, (i + 1)/n] (0 ≤ i ≤ n − 1) на отрезок MiMi+1. От-
резки MiMi+1, 1 ≤ i ≤ n−1, называются звеньями ломаной. Из данного
определения следует, что два звена ломаной могут пересекаться, могут
содержаться одно в другом и даже совпадать.

Пусть L — прямоугольный лабиринт, f — некоторая его грань и

x0, e1, x1, e2, x2, . . . , en, xn (1)

— некоторый его маршрут. Ломаную x0x1x2 . . . xn, определенную верши-
нами маршрута (1), назовем его прямоугольным следом. Маршрут (1)
называется f -маршрутом, если xi ∈ b(f) для любого 0 ≤ i ≤ n. Маршрут
(1) называется положительным [отрицательным] f -маршрутом, если
он является f -маршрутом, если

|ei+1| = (|ei|−1)−([xi]) [|ei+1| = (|ei|−1)+([xi])]

для любого 0 ≤ i ≤ n − 1 и если f находится слева [справа] от дуги e1.
Заметим, что если маршрут (1) является положительным [отрицатель-
ным] f -маршрутом, то грань f находится слева [справа] от дуги ei для
любого 1 ≤ i ≤ n.

Маршрут (1) называется 	-границей грани f (с вершиной привязки
x0), если он положительный f -маршрут, если он замкнут, т.е. x0 = xn,
и если |e1| = (|en|−1)−([xn]). Очевидно, что все 	-границы грани f “цик-
лически одинаковы” и отличаются только своими точками привязки.

Пусть L — прямоугольный лабиринт. Для любого x ∈ V (L) пару
(x,←−ω ) [(x,−→ω )] назовем ←−ω -точкой [−→ω -точкой] лабиринта L, если ω ∈ [x]
[ω ∈ [x]]. Вершина x называется носителем ←−ω -точки (x,←−ω ) [−→ω -точки
(x,−→ω )] лабиринта L. В дальнейшем, пару (x,←−ω ) [(x,−→ω )] обозначим через
x|←−ω [x|−→ω ] и, если не акцентируем ее тип, назовем орточкой лабиринта
L. Орточку лабиринта L назовем внутренней, если лабиринт L конечен
и носитель этой орточки не принадлежит множеству b(f∞(L)).

Пусть L— прямоугольный лабиринт и f — некоторая его грань. Пусть
маршрут (1) является 	-границей грани f . Орточку (x,←−ω ) [(x,−→ω )] ла-
биринта L назовем←−ω -точкой [−→ω -точкой] грани f , если x = xi [x = xi−1]
и ω = |ei| для некоторого 1 ≤ i ≤ n. Ясно, что если (x,←−ω ) [(x,−→ω )] яв-
ляется ←−ω -точкой [−→ω -точкой] грани f , то она является такой при любом
выборе вершины привязки для 	-границы грани f , и существует только
одно значение i, удовлетворяющее верхнему условию. Из-за предыдуще-
го замечания вершину xi [xi−1] будем иногда называть

←−|ei|-точкой [
−→|ei|-
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точкой] грани f . Также ясно, что некоторая вершина x ∈ b(f) может
быть носителем нескольких ←−ω -точек [−→ω -точек] грани f .

Предположим опять, что маршрут (1) является 	-границей грани
f . Выделим n точек x′0, x

′
1, . . . x

′
n−1 множества f , а также, для любого

0 ≤ i ≤ n − 1, выделим точку x′′i множества f , если xi является вися-
чей вершиной в L. Все эти точки выбираем так, чтобы они между собой
различались. Несложно убедиться (см. рис. 11), что эти точки можно
выбрать таким образом, что они будут определять прямоугольный цик-
лический лабиринт, в котором для любого 0 ≤ i ≤ n− 1:

если xi является висячей вершиной в L, то вершины x′i и x
′′
i , а также

вершины x′′i и x′i+n1, являются смежными, |(x′i, x′′i | = σ−|ei| и
|(x′′i , x′i+n1)| = |(xi, xi+n1)|;

если xi не является висячей вершиной в L, то вершины x′i и x′i+n1

являются смежными и |(x′i, x′i+n1)| = |(xi, xi+n1)|.
Ясно (см. рис. 11), что для любого числа ε > 0 можно предполо-

жить, что расстояние (в евклидовой плоскости) между точками xi и x′i,
а также между точками xi и x′′i (если такие пары существуют) меньше
ε. Обозначим через Lε(f) лабиринт такого типа. Также пусть x′i = xi
и x′′i = xi (если определено x′′i ) для любого 0 ≤ i ≤ n − 1. На рис. 11
прерывистой линией представлен лабиринт Lε(f) для выделенной грани
f изображенного прямоугольного лабиринта L.

Рис. 11.

	-границу единственной ограниченной грани f̂ε лабиринта Lε(f) на-
зовем расширенной 	-границей грани f ; дуги этой границы типа (x′i, x

′′
i )

назовем виртуальными, а остальные — реальными дугами грани f . Ду-
га грани f , соответствующая реальным дугам (x′i, x

′
i+n1) и (x′′i , x

′
i+n1),

есть дуга (xi, xi+n1). Если маршрут (1) является 	-границей грани f с
вершиной привязки x0, то сопряженной с ней расширенной 	-границей
является расширенная 	-граница грани f с вершиной привязки x′′0, если
x0 является висячей вершиной, или с вершиной привязки x′0, если x0 не
является висячей вершиной.

Все орточки грани f̂ε в Lε(f) являются виртуальными орточками
грани f в L. Реальным носителем виртуальной орточки любого типа с
носителем x′i или x

′′
i , если x

′′
i существует для данного i, назовем вершину
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xi; 0 ≤ i ≤ n − 1. В последующем, виртуальную орточку всегда будем
представлять в виде пары, первый компонент у которой — ее реальный
носитель, а второй — ее тип, поскольку эти два элемента полностю опре-
деляют данную виртуальную точку. С любой орточкой x|−→ω [x|←−ω ] грани
f сопряжена виртуальная орточка x|−→ω [x|←−ω ] грани f .

Пусть L — прямоугольный лабиринт, f — некоторая его грань, и v1|−→ω1

и v2|←−ω2
— две орточки [виртуальные орточки] грани f . Пусть

x0, e1, x1, e2, . . . , en, xn

есть 	-граница [расширенная 	-граница] грани f такая, что v1|−→ω1
=

x0|−→|e1| [v1|−→ω1
= x0|−→|e1|]. Тогда v2|←−ω2

= xi|←−|ei| [v2|←−ω2
= xi|←−|ei|] для некоторого

0 < i ≤ n. Обозначим через

ρf (v1|−→ω1
, v2|←−ω2

) [ρ̂f (v1|−→ω1
, v2|←−ω2

)]

маршрут x0, e1, x1, e2, . . . , ei, xi и назовем его частью 	-границы [расши-
ренной 	-границы] грани f в L между орточками [виртуальными орточ-
ками] v1|−→ω1

и v2|←−ω2
, а через

αf (v1|−→ω1
, v2|←−ω2

) [α̂f (v1|−→ω1
, v2|←−ω2

)]

обозначим слово |e1||e2| . . . |ei| и назовем его словом, соответствующим
этой части. Словом соответствующим 	-границе [расширенной 	-гра-
нице] грани f (с вершиной привязки x0) является слово |e1||e2| . . . |en|
[�|e1||e2| . . . |en|�].

Пусть L — прямоугольный лабиринт, f — некоторая его грань, v1|−→ω1

и v2|←−ω2
— две орточки грани f , и x0, e1, x1, e2, . . . , en, xn — 	-граница

грани f такая, что v1|−→ω1
= x0|−→|e1|. Тогда, как и выше, v2|←−ω2

= xi|←−|ei| для
некоторого 0 < i ≤ n. Пусть

α◦f (v1|−→ω1
, v2|←−ω2

) = �|e1||e2| . . . |ei|�.

Заметим, что α◦f (v1|−→ω1
, v2|←−ω2

) = α̂f (v1|−→ω1
, v2|←−ω2

), когда i < n (см. выше-
данный договор о написании виртуальных орточек).

Число κf (v1|←−ω1
, v2|←−ω2

) назовем кручением 	-границы грани f между
орточками v1|−→ω1

и v2|←−ω2
, если

[α◦f (v1|−→ω1
, v2|←−ω2

)] = βκf (v1|−→ω1
,v2|←−ω2

)β′

для некоторого слова β ∈ K− ∪ K+ и некоторого настоящего начала
β′ слова β. Из вышесказанного следует, что кручение границы данной
грани между любыми ее орточками всегда определено.

Пусть α	 ∈ Sim0(D)/ ∼ — произвольное циклическое слово. Рассмо-
трим правила редукции ωω → ω и ωω′ω → ω, где ω и ω′, ω 6= ω′, —
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произвольные элементы множества D, а также правило циклического
сдвига αβ → βα, где α и β произвольные слова из D+. Нетрудно удосто-
вериться, что применяя эти правила, в любой последовательности, до
тех пор, пока можно получить новый результат, из слова α	 получим
одно и то же циклическое слово, которое обозначим через [α]	.

Пусть L — прямоугольный лабиринт, f — некоторая его грань и
x0, e1, x1, . . . , en, xn — 	-граница грани f . Пусть [f ] = [�|e1||e2| . . . |en|�◦]	.
Из результатов работ [16] и [17] имеем следующее утверждение.

Теорема 15. Пусть L — прямоугольный лабиринт и f — некоторая
его грань. Тогда [f ] = enws	, если f — внутренняя грань лабиринта L
и [f ] = eswn	, если f — его внешняя грань.

Для любого замкнутого маршрута ρ прямоугольный лабиринт L обо-
значим через [ρ] слово [�|ρ|�◦]	. Нетрудно убедится, что также имеет
место следующее утверждение (см. теорему 14).

Теорема 16. Для любого нетривиального квазипростого контура ρ
прямоугольного лабиринта L имеет место, что [ρ] = enws	 [[ρ] =
eswn	] тогда и только тогда, когда α	(ρ) = 2π [α	(ρ) = −2π].

Пусть L — прямоугольный лабиринт, и пусть p — некоторая прямая.
Говорим, что прямая p пересекается с некоторой дугой (x, y) лабиринта
L, если p содержит только одну внутреннюю точку отрезка xy.

В последующем тексте, для любых целых чисел i и j, i ≤ j, иногда
будем обозначать через i, j множество всех целых чисел n, удовлетворя-
ющих условию i ≤ n ≤ j.

Пусть L — прямоугольный лабиринт, v|−→s — его произвольная −→s -
точка, f — грань лабиринта L, находящаяся слева от вектора

−−−→
v(vs), и

b←−n (f) — множество всех←−n -точек грани f . Множество всех орточек x|←−n ∈
b←−n (f) таких, что α◦f (v|−→s , x|←−n ) = sen назовем 0-классом орточки v|−→s .
Имеют место следующие утверждения.

Теорема 17. 0-класс любой внутренней орточки прямоугольного лаби-
ринта является непустым.

Доказательство. Пусть L — прямоугольный лабиринт, v|−→s — его произ-
вольная внутренняя −→s -точка, f — внутренняя грань лабиринта L, нахо-
дящаяся слева от вектора

−−−→
v(vs), и x0, e1, x1, . . . , en, xn, где (x0,

−→|e1|) = v|−→s ,
— 	-граница грани f .

Проложим прямую p параллельную x-оси через некоторую внутрен-
нюю точку w1 отрезка v(vs) так, чтобы она не содержала ни одну верши-
ну лабиринта L. Ясно, что можно выбрать достаточно малое ε > 0 так,
что прямая p не пересекается ни с одной виртуальной дугой грани f .

116



Пусть T — первая, лежащая на прямой p справа от w1, точка множества
Lε(f), и пусть e — реальная дуга грани f , пересекающаясь с прямой p
именно в точке T . Очевидно, что |e| = n. Пусть (xi−1, xi) (0 < i < n)
дуга лабиринта L соответствующая ее реальной дуге e. Обозначим через
w2 точку пересечения прямой p с отрезком xi−1xi. Рассмотрим лабиринт
(L ⊕ w1) ⊕ w2 и добавим к нему в качестве новых дуг пары (w1, w2) и
(w2, w1). Положим, что (w1, w2) = e и (w2, w1) = w. Обозначим таким
способом полученный лабиринт через L′. Тогда маршрут

w1, (w1, x1), x1, e2, x2, . . . , xi−2, ei−1, xi−1, (xi−1, w2), w2, (w2, w1), w1

является 	-границей некоторой ограниченной грани f ′ лабиринта L′. По-
скольку [f ′] = senw (см. теорему 15), а также вершины w1 и w2 являются
вершинами степени 2, то

[�|(w1, x1)||e2| . . . |ei−1||(xi−1, w2)|�] = sen.

Отсюда следует, что орточка xi|←−n принадлежит 0-классу орточки v|−→s , и
наша теорема верна.

Теорема 18. Пусть L — прямоугольный лабиринт, f — некоторая его
внутренняя грань, v|−→s — −→s -точка грани f и x0, e1, x1, . . . , en, xn — рас-
ширенная 	-граница грани f , где x0|−→|e1| — виртуальная орточка, ко-
торая сопряжена с орточкой v|−→s . Если i0 — минимальное число среди
чисел 1, n такое, что [|e1||e2| . . . |ei0 |] = sen, то ei0 — реальная дуга
грани f , и, следовательно, xi0 |←−n является орточкой грани f , которая
принадлежит 0-классу орточки v|−→s .

Доказательство. Заметим сначала, что из теоремы 17 следует, что упо-
мянутое в условиях теоремы число i0 существует.

Предположим, что имеет место обратное, т.е. дуга ei0 является вир-
туальной дугой грани f . Но тогда [|e1||e2| . . . |ei0−1|] = s . . .w и, следова-
тельно, [|e1||e2| . . . |ei0−1|] = senw. Значит, i0 не является минимальным
числом среди чисел 1, n таким, что [|e1||e2| . . . |ei0 |] = sen. Из полученно-
го противоречия следует утверждение теоремы.

Пусть L — прямоугольный лабиринт, v|−→s — некоторая его −→s -точка,
f — грань лабиринта L, находящаяся слева от вектора

−−−→
v(vs), и

x0, e1, x1, . . . , en, xn,

где (x0,
−→|e1|) = v|−→s — 	-граница грани f . Предположим, что существу-

ет 1 ≤ i0 < n такое, что орточка xi0 |←−n принадлежит 0-классу орточки
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v|−→s = x0|−→s , а для любого 1 ≤ i < i0 орточка (xi,
←−|ei|) не принадле-

жит ему. Орточку xi0 |←−n назовем дочерней орточкой орточки v|−→s . Марш-
рут x0, e1, x1, . . . , ei0 , xi0 назовем шагом (f -шагом) с началом v и концом
xi0 ; вершины x1, x2, . . . , xi0−1 называются внутренними вершинами это-
го шага. Из теоремы 18 следует, что в случае, когда f — ограниченная
грань лабиринта L, то f -шаг с началом v и, следовательно, соответству-
ющая дочерняя орточка орточки v|−→s всегда существуют.

Пусть L — конечный прямоугольный лабиринт, v1|−→s — некоторая его
−→s -точка, f1 — грань лабиринта L, находящаясь слева от вектора

−−−−→
v1(v1s).

Если f1 6= f∞(L), то пусть v2|←−n — дочерняя орточка орточки v1|−→s , а f2 —
грань, которая находится справа от вектора

−−−−→
v2(v2s) (не исключаем слу-

чай, когда f2 = f1). Пусть ρ1 = ρ′1 — f1-шаг с началом v1 и с концом v2.
Если f2 6= f∞(L), то пусть v3|←−n — дочерняя орточка −→s -точки v2|−→s , а f3

— грань, которая находится справа от вектора
−−−−→
v3(v3s). Пусть ρ′2 — f2-шаг

с началом v2 и с концом v3 и пусть ρ2 = ρ1 + ρ′2. Продолжаем эту про-
цедуру очевидным образом до тех пор, пока для некоторого достаточно
большого k ≥ 1 орточка vk+1|←−s не станет орточкой грани f∞(L). Если
такое k существует, то маршрут ρk = ρk−1 + ρ′k называется маршрутом
свободы из орточки v1|−→s . Из определения ясно, что маршрутом свободы
может быть и нуль-маршрут.

Введеные здесь понятия шага и маршрута свободы практически от-
вечают понятиям, которые в [15] названы соответственно регулярный
взмах (regular swing) и регулярная волна (regular wave), и которые были
впервые определены в [18]. Дадим новое доказательство теоремы, ко-
торая впервые была доказана в [18] в формулировке, несущественным
образом отличающейся от данной ниже.

Теорема 19. Если L — конечный прямоугольный лабиринт, то для лю-
бой −→s -точки v|−→s лабиринта L существует маршрут свободы из нее.

Доказательство. Будем свободно пользоваться выше данными обозна-
чениями не меняя их смысла. Предположим противное — предположим,
что вышеописанная процедура никогда не заканчивается. Маршрут ρ′i
назовем i-шагом (из орточки v1|−→s = v|−→s ) для любого i ≥ 1. Через yi и
zi обозначим, соответственно, начало и конец i-шага.

Очевидно, что существует минимальное t2 > 1, для которого суще-
ствует t1 ≥ 1 такое, что t1 < t2 и что конец t2-шага тождественно равен
началу t1-шага. Через ρ обозначим замкнутый маршрут ρ′t1 + · · · + ρ′t2 .
Если ρ является древовидным, то нетрудно удостовериться, что [ρ] =
(swneλ)	, где λ ≥ 1. С другой стороны, поскольку

[ρ] = [�sensen . . . sen�◦]	 = se	,
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этот случай невозможен. Таким образом, можем предположить, что ρ не
является древовидным. Покажем, что ρ является квазипростым конту-
ром.

Пусть ρ = x0, e1, x1, . . . , en, xn; здесь x0 = yt1 = zt2 = xn. Предпо-
ложим, что маршрут ρ не является квазипростым контуром. Тогда су-
ществует 4 ≤ j < n такое, что j является первым таким числом среди
чисел 4, n− 1, для которого существует 0 ≤ i < j такое, что пара (xi, xj)
является самопересечением и часть ε = xi, ei+1, xi+1, . . . , ej , xj маршру-
та ρ является квазипростым контуром. Пусть xi принадлежит m1-шагу,
а xj принадлежит m2-шагу, и пусть xi′ = ym1 , xi′′ = zm1 , xj′ = ym2 и
xj′′ = zm2 . Нетрудно убедиться, что достаточно рассмотреть следующие
два случая (рис. 12):

g

a

b

а)

ga

b

б)

...

xi

xi

xjxj

xi xi

xj

xj

Рис. 12.

1) xj является внутренней вершиной m2-шага, xi = xi′ является на-
чалом m1-шага (см. рис. 12 а)), αxi(xi+n1, xi−n1, xj−n1) < 0, а также су-
ществует m ≥ 1 такое, что xj+n = xi+n для любого 1 ≤ n ≤ m, вершина
xj+m является внутренней вершиной m1-шага и xj+m = xj′′ .

Пусть α = |xj′ , ej′+1, . . . , ej , xj |, β = |xi, ei+1, . . . , ei+m, xi+m| и γ =
|xi+m, ei+m+1, . . . , ej′′ , xj′′ |. Заметим, что замкнутый маршрут

xi+m, ei+m+1, . . . , ej′′ , xj′′

является квазипростым контуром. Возможны два подслучая.
Предположим сначала, что [�γ�◦] = swne | eswn |neswn |wneswn

(заметим, что l(γ) = n); здесь с помощью символа | разделяем все
возможные значения для [�γ�◦]. Поскольку [�βγ�◦] = se и f(β) = s, то
[�β�] = sen . . . Отсюда следует, что m1-шаг короче, чем предполагалось,
и мы получаем противоречие.

Предположим сейчас, что [�γ�◦] = wsen | senwse | enwsen |nwsen.
Поскольку [�βγ�◦] = se, f(β) = s и l(β) = n, то [�β�] = swn, и, следствен-
но, [�α�] = sen . . . , так как [�αβ�] = sen. Отсюда следует, что m2-шаг
короче, чем предполагалось, и мы получаем противоречие.
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2) xj = xj′′ и xi является внутренней вершиной m1-шага (см. рис.
12 б)) и αxi(xi+n1, xi−n1, xj−n1) > 0. Очевидно, что существует m ≥ 1
такое, что xj+n = xi+n для любого 1 ≤ n ≤ m, и или xj+m = zm2+k0 и
вершина xi+m является внутренней вершиной m1-шага, или xi+m = xi′′ и
вершина xj+m является внутренней вершиной (m2 +k0)-шага. Пусть α =
|xi′ , ei′+1, . . . , ei, xi|, β = |xi, ei+1, . . . , ei′′ , xi′′ | и γ = |xi, ei+1, . . . , ej , xj |.
Возможны следующие случаи.

Предположим сначала, что [�γ�◦] = swne (заметим, что f(γ) = s и
l(γ) = n). Поскольку [�αγ�◦] = se и f(α) = s, то [�α�] = sen . . . Следова-
тельно, m1-шаг короче, чем предполагалось, и мы получаем противоре-
чие.

Предположим сейчас, что [�γ�◦] = senwse. Поскольку [�αγ�◦] = se
и f(α) = s, то [�α�] = swn . . . , и, следственно, [�β�] = senw . . . , так как
[�αβ�] = sen (заметим, что f(β) = s). Отсюда следует, что xj+m = zm2+k0

и вершина xi+m является внутренней вершиной m1-шага. Но тогда
|ej+m+1| = s и |ei+m+1| 6= s, и пара (xi, xj) не является самопересече-
нием.

Значит, в любом случае получаем, что (xi, xj) не является само-
пересечением. Из полученного противоречия следует, что маршрут ρ
является квазипростым контуром. Из теорем 14 и 16 получаем, что
[ρ] = enws	 | eswn	. Поскольку это невозможно, то теорема верна.

Пусть L - прямоугольный лабиринт, f — некоторая его грань и

ρ = x0, e1, x1, e2, x2, . . . , en, xn

— 	-граница [расширенная 	-граница] грани f . Также положим, что в
текущий момент автомат A находится в орточке [виртуальной орточке]
(xi,
←−ei ) грани f ; 1 ≤ i ≤ n. Заметим, что в действительности это зна-

чит, что автомат находится в вершине лабиринта L, которая является
носителем [реальным носителем] данной орточки [виртуальной орточ-
ки]. Автомат A передвигается вперед вдоль ρ на одну позицию, если
в следующий момент он оказывается в орточке [виртуальной орточке]
(xi+n1,

←−−−ei+n1). Автомат A передвигается назад вдоль ρ на одну позицию,
если в следующий момент он оказывается в орточке [виртуальной орточ-
ке] (xi−n1,

←−−−ei−n1). Следующей орточкой [виртуальной орточкой] относи-
тельно орточки [виртуальной орточки] (xi,

←−ei ) грани f является орточка
[виртуальная орточка] (xi+n1,

←−−−ei+n1).
Наша главная задача сейчас — построить коллектив автоматов, кото-

рый из любой −→s -точки любой внутренней грани любого конечного пря-
моугольного лабиринта L, двигаясь по маршруту свободы этой орточки,
выходит на границу грани f∞(L) (т.е. все автоматы этого коллектива
в некоторый момент оказываются в некоторой −→s -точке грани f∞(L)).
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Чтобы это сделать, построим сначала коллектив B1 = (A1 |K1,K2), за-
дача которого — организовать работу своеобразного счетчика C, назна-
чение которого объясним ниже. В нем будет храниться неотрицатель-
ное число, представленное как “расстояние” между камнями K1 и K2

вдоль расширенной 	-границы текущей грани f данного лабиринта L.
Иными словами, число, хранящееся в C в текущий момент, есть число
|α̂f (v(K1)|−→ω1

, v(K2)|←−ω2
)|, где для любого 1 ≤ i ≤ 2 через v(Ki)|−→ωi

обозна-
чаем виртуальную орточку грани f , в которой в текущий момент ока-
зался камень Ki. Коллектив B1 передвигает счетчик C вперед вдоль рас-
ширенной 	-границы грани f , а также увеличивает или уменьшает его
значения на 1, когда это требуется “режимом” работы этого коллектива
(режим определяется значением целочисленной переменной r).

Опишем программу, по которой “работает” коллектив B1 в любом ко-
нечном прямоугольном лабиринте L. Местом нахождения (базовой точ-
кой) счетчика C считаем виртуальную точку грани f , в которой находит-
ся камень K1. Положим, что в начальный момент имеет место−1 ≤ r ≤ 1,
и при этом: счетчик C передвигается и уменьшается на 1, если r = −1;
счетчик C только передвигается, если r = 0; счетчик C передвигается и
увеличивается на 1, если r = 1. Также положим, что в начальный момент
автомат A1 и камень K1 находятся в одной и той же виртуальной орточке
некоторой грани f лабиринта L. Конец выполнения программы отмеча-
ем присвоением переменной r значения −2. Выполнив некоторый шаг
программы, коллектив B1 всегда переходит к следующему шагу, если не
сказано иначе. Тогда выполняем следующие шаги (программа П1):

1: Если C = 0 (все автоматы коллектива B1 находятся в одной и той
же виртуальной орточке грани f), то автомат A1 передвигает оба камня
вдоль расширенной 	 - границы грани f на одну позицию вперед.

2: Если r = 0 (счетчик C только передвигается), то процедура закан-
чивается (r := −2); в противном случае, если r = 1 (счетчик C передви-
гается и увеличивается на 1), то автомат A1 передвигает только камень
K2 вдоль расширенной 	 - границы грани f на одну позицию вперед.

3: Если все автоматы коллектива B1 оказались в одной и той же
вершине, то r := −2, а если нет, то автомат A1 передвигается вдоль
	 - границы грани f на одну позицию назад и r := −2.

4: Если C 6= 0, то автомат A1 передвигает камень K1 на одну позицию
вперед вдоль расширенной 	 - границы грани f ; если r = −1, то r := −2.

5: Автомат A1 проверяет, находится ли камень K2 в текущей вершине
(в вершине, в которой он оказался в данный момент) грани f ; если нет,
он переходит к следующему шагу программы, а если да, то переходит к
шагу 7.
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6: Автомат A1 передвигается на одну позицию вперед вдоль 	 - гра-
ницы грани f и переходит к шагу 5.

7: Если r = 0, то автомат A1 передвигает камень K2 на одну позицию
вперед вдоль расширенной 	 - границы грани f ; если r = 1, то автомат
A1 передвигает камень K2 два раза подряд на одну позицию вперед вдоль
расширенной 	 - границы грани f .

8: Автомат A1 проверяет, находится ли камень K1 в вершине, в кото-
рой он оказался; если нет, он переходит к шагу 9, а если да, то r = −2.

9: Автомат A передвигается на одну позицию назад вдоль 	 -
границы грани f и переходит к шагу 8.

Опишем сейчас более подробно коллектив B1 = (A1 |K1,K2). Сначала
введем некоторые новые обозначения.

Для любого ω ∈ D и a ∈ P0(D) пусть υ∗(ω, a) = α∗(ω, a) = (ω)−(a),
если a 6= {ω}, и пусть υ∗(ω, a) = ω−(D) и α∗(ω, a) = 0, если a = {ω}.
Смысл данных обозначений состоит в следующем. Если (x,←−ωx) — некото-
рая виртуальная орточка грани f , то пара (xα∗(ωx, [x]), υ∗(ωx, [x])) явля-
ется следующей виртуальной орточкой вдоль расширенной 	 - границы
грани f относительно (x,←−ωx).

Также, для любого a ∈ P0(D) пусть ϑ(a) = {ω |ω ∈ a}, если |a| > 1, и
пусть ϑ(a) = {ω, (ω)−(D)}, если a = {ω} для некоторого ω ∈ D. Смысл
данного обозначения состоит в следующем. Если L — прямоугольный
лабиринт, x — некоторая его вершина, и если ω ∈ ϑ([x]) для некоторого
ω ∈ D, то пара (x,←−ω ) является виртуальной орточкой грани f , где f
грань лабиринта L, которая находится слева от вектора

−−−−−−−−−→
x(x(ω)−([x])).

Пусть A = (A1 |K1, . . . ,Ks) — коллектив автоматов типа (1, s). Обо-
значим через A1(Kj1 , . . . ,Kjk)−ω→, где ω ∈ D ∪ {0} и 1 ≤ j1 < . . . <
jk ≤ s, тот факт, что в данный момент в данном лабиринте L автомат
A1 находится в текущей вершине x хотя бы с камнями Kj1 , . . . ,Kjk , и
в следующий момент оказывается в вершине xω, передвигая в эту вер-
шину только камни Kj1 , . . . ,Kjk (если ω = 0, то в действительности A1

остается на месте и ни один камень не передвигает). Если ω ∈ D и A1

переходит из вершины x в вершину xω и при этом не передвигает ни
один из камней, находящихся в x, то пишем только A1−ω→.

Если в текущий момент в вершине x лабиринта L оказались только
автомат A1 и камни Kj1 , . . . ,Kjk , где 1 ≤ j1 < . . . < jk ≤ s, то этот факт
обозначим через A1↔Kj1↔ . . .↔Kjk . Если в текущий момент в вершине
x лабиринта L, в которой оказался автомат A1, не находится камень Ki
(1 ≤ i ≤ s), то этот факт обозначим через A1 6↔Ki.

Память автомата A1 дана в виде “регистра” (ω̂1, ω̂2, ω̂3, r̂), где пере-
менные ω̂i, 1 ≤ i ≤ 3, принимают любые значения из множества D, а
переменная r̂ — любое значение из множества −3, 7. Значения перемен-
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ной r̂ определяют режим работы данного коллектива и, кроме значения
−3, имеют описанный выше смысл. Через A1(ω1, ω2, ω3, r) обозначим ав-
томат A1, у которого (ω1, ω2, ω3, r) — значение “регистра” памяти, т.е.
автомат A1, у которого состояние (ω1, ω2, ω3, r). Состояние (ω1, ω2, ω3, r)
“говорит” автомату A1(ω1, ω2, ω3, r), что камень K1 находится в виртуаль-
ной ←−ω1-точке текущей грани f , а камень K2 — в виртуальной ←−ω2-точке
этой же грани. Начальным состоянием автомата A1 является упорядо-
ченный набор (w,w,w,−3).

Тогда, если на вход автомата A1(ω1, ω2, ω3, r) поступает входной сим-
вол a ∈ P0(D), “реакция” коллектива “вычисляется” с помощью следу-
ющих правил (выполняется то правило из ниже данных, для которого
удовлетворено условие для применения):

1) Если A1(ω1, ω2, ω3, r)↔K1↔K2, (ω1, ω2, ω3, r) = (w,w,w,−3) и s ∈
a, то ω̂1 := ω̂2 := ω̂3 := υ∗(ω1, a), r̂ := −2 и A1(K1,K2)−s→.

2) Если A1(ω1, ω2, ω3, r)↔K1↔K2, ω1 = ω2, r = 0 и ω1 ∈ ϑ(a), то
ω̂1 := ω̂2 := υ∗(ω1, a), r̂ := −2 и A1(K1,K2)−α∗(ω1, a)→.

3) Если A1(ω1, ω2, ω3, r)↔K1↔K2, ω1 = ω2, r = 1 и ω1 ∈ ϑ(a), то
ω̂1 := ω̂2 := υ∗(ω1, a), r̂ := 5 и A1(K1,K2)−α∗(ω1, a)→.

4) Если A1(ω1, ω2, ω3, r)↔K1↔K2, ω1 = ω2, r = 5 и ω1 ∈ ϑ(a), то
ω̂2 := ω̂3 := υ∗(ω1, a), r̂ = 6 и A1(K2)−α∗(ω1, a)→.

5) Если A1(ω1, ω2, ω3, r)↔K1↔K2 и r = 6, то r̂ = −2.
6) Если A1(ω1, ω2, ω3, r)↔K2, r = 6 и ω3 ∈ ϑ(a), то r̂ = −2 и A1−ω3→.

7) Если или A1(ω1, ω2, ω3, r)↔K1, или A1(ω1, ω2, ω3, r)↔K1↔K2 и ω1 6=
ω2, и если r = −1 и ω1 ∈ ϑ(a), то ω̂1 := υ∗(ω1, a) и r̂ := −2, а также,
A1(K1)−α∗(ω1, a)→.

8) Если или A1(ω1, ω2, ω3, r)↔K1, или A1(ω1, ω2, ω3, r)↔K1↔K2 и ω1 6=
ω2, и если r = 0 и ω1 ∈ ϑ(a), то ω̂1 := ω̂3 := υ∗(ω1, a) и r̂ := 3, а также,
A1(K1)−α∗(ω1, a)→.

9) Если или A1(ω1, ω2, ω3, r)↔K1, или A1(ω1, ω2, ω3, r)↔K1↔K2 и ω1 6=
ω2, и если r = 1 и ω1 ∈ ϑ(a), то ω̂1 := ω̂3 := υ∗(ω1, a) и r̂ := 4, а также,
A1(K1)−α∗(ω1, a)→.

10) Если A1(ω1, ω2, ω3, r)6↔K2, и если 3 ≤ r ≤ 4 и ω3 ∈ ϑ(a), то ω̂3 :=
(ω3)−(a) и A1−(ω3)−(a)→.

11) Если A1(ω1, ω2, ω3, r)↔K2, r = 3 и ω2 ∈ ϑ(a), то ω̂2 := υ∗(ω2, a),
ω̂3 := σ−(υ∗(ω2, a)), r̂ := 2 и A1(K2)−α∗(ω2, a)→.

12) Если A1(ω1, ω2, ω3, r)↔K2, r = 4 и ω2 ∈ ϑ(a), то ω̂2 := υ∗(ω2, a),
r̂ := 7 и A1(K2)−α∗(ω2, a)→.

13) Если A1(ω1, ω2, ω3, r)↔K2, r = 7 и ω2 ∈ ϑ(a), то ω̂2 := υ∗(ω2, a),
ω̂3 := σ−(υ∗(ω2, a)), r̂ := 2 и A1(K2)−α∗(ω2, a)→.
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14) Если A1(ω1, ω2, ω3, r)↔K1 и r̂ := 2, то r̂ := −2.
15) Если A1(ω1, ω2, ω3, r)6↔K1 и если при этом r̂ := 2, то ω̂3 :=

(ω3)+(a) и A1−(ω3)+(a)→.
16) Во всех остальных случаях коллектив B1 определен тривиальным

способом.
Нетрудно убедиться, что если в начальный момент времени автомат

A1(ω1, ω2, ω3, r) вместе с камнем K1 помещен в произвольную виртуаль-
ную орточку (x0,

←−ω1), а камень K2 — в произвольную виртуальную ор-
точку (y0,

←−ω2) некоторой грани f некоторого прямоугольного лабиринта
L, то коллектив B1 будет вести себя по выше данной программе П1.

Пусть α — произвольное слово из D+ такое, что f(α) = s. Также,
пусть �α� = ω1ω2 . . . ωn, и пусть 1 = i1 < i2 < · · · < ik < n — все
числа такие, что ωij = s для любого 1 ≤ j ≤ k. Далее, пусть δ(−1) =

swnes, δ(0) = s и δ(+1) = senws. Для любого 1 ≤ j < k, пусть aj —
число такое, что [�α�|ij+1

ij
] = δ(aj). Подслово �α�|ij+1

ij
слова �α� называется

отрицательным s-витком, нулевым s-витком или положительным s-
витком слова α, если, соответственно, [�α�|ij+1

ij
] = δ(−1), [�α�|ij+1

ij
] = δ(0)

или [�α�|ij+1

ij
] = δ(+1). Обозначим через a(α) число a1 + a2 + · · · + ak−1,

если k > 1, и положим, что a(α) = 0, если k = 1. Назовем число a(α)
алгебраической суммой всех s-витков слова α. Нетрудно удостовериться,
что имеет место следующее утверждение.

Теорема 20. Если α — произвольное слово из D+ такое, что f(α) = s
и l(α) = n, то a(α) = 0 тогда и только тогда, когда [�α�] = sen | swn.

Опишем теперь следующую процедуру. Входом для процедуры будет
произвольное слово изD+, начинающееся на букву s, а ее единственными
переменными будут a, i и β. При этом, если α = ω1ω2 . . . ωn, n ≥ 1, —
произвольное слово из D+ такое, что ω1 = s, то выполняем следующие
шаги (программа П2):

1: Пусть a := 0, i := 2 и β := ω1. Если i ≤ n, то переходим к следую-
щему шагу, а если нет, то останавливаемся (выход 1).

2: Если ωi = [l(β)]−1 и l(β) 6= e, то пусть β := [βσ−(ωi)] и переходим
к шагу 4, а если нет, то переходим к следующему шагу.

3: Если ωi = [l(β)]−1 и l(β) = e, и если b ∈ −1, 1 такое, что [βs] = δ(b),
то a := a + b и β := s, и мы переходим к следующему шагу, а если нет,
то сразу переходим к следующему шагу.

4: Если ωi 6= s, то пусть β := [βωi] и i := i+ 1, и переходим к шагу 6,
а если нет, то переходим к следующему шагу.

5: Если ωi = s и [βs] = δ(b), где −1 ≤ b ≤ 1, то a := a+ b, β := s и i :=
i+ 1. Если i ≤ n, то переходим к шагу 2, а если нет, то останавливаемся
(выход 1).
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6: Если a = 0 и β = sen, то останавливаемся (выход 2), а если i > n,
то останавливаемся (выход 1); в противном случае переходим к шагу 2.

Благодаря шагам 2 и 3 данная процедура перерабатывает не слово
α, а слово �α�. Нетрудно удостовериться, что заключительное значение
переменной a есть значение a(�ω1ω2 . . . ωi−1�). При этом, если процедура
заканчивается через выход 1, то целое входное слово является “перера-
ботанным”, а если через выход 2, то процедура “перерабатывает” только
его часть, а именно слово ω1ω2 . . . ωi, где i первое такое число среди чисел
1, n, для которого ωi = n и [�ω1ω2 . . . ωi�] = sen.

Построим сейчас автомат A2, который в сочетании с коллективом B1

будет выполнять программу П2 по отношению к любому слову α, которое
соответствует, начинающейся с некоторой s-точки, 	 - границе некоторой
внутренней грани f некоторого прямоугольного лабиринта L. Этот но-
вый коллектив будет, по существу, перерабатывать любое такое “входное
слово” α в слово �α�, соответствующее расширенной 	 - границе сопря-
женной с 	 - границей, определяющей слово α. Теперь роль автомата A2

в этом сочетании состоит в том, чтобы реагировать на каждый очеред-
ной значимый s-виток слова �α�: на выходе автомата A2 “практически
всегда” находится число 0, а если появляется число −1 [1], то только
что “завершившийся” s-виток был отрицательным [положительным], а
роль коллектива B1, который управляет работой счетчика C, состоит в
подсчете этих s-витков. В нашей реализации C хранит значение, проти-
воположное значению переменной a, т.е. всегда C = −a.

Опишем автомат A2 более подробно. Состояниями автомата A2 явля-
ются все элементы множества W4(s) ∪ {Λ}, где

W4(s) = {α ∈ Sim(D) | [α] = α, |α| ≤ 4 и f(α) = s},
его входом является любое ω ∈ D, а выходом — любое число b ∈ −1,+1.
Тогда, если на вход автомата A2 поступает входной символ ω ∈ D, его
“реакция вычисляется” с помощью следующих правил:

1) Если β = Λ и ω = s, то β := s и b := 0.
2) Если β = Λ и ω 6= s, то β := Λ и b := 0.
3) Если β 6= Λ, ω = (l(β))−1 и l(β) 6= e, то пусть β := [βσ−(ω)] и

b := 0.
4) Если β 6= Λ, ω = (l(β))−1, l(β) = e и [βs] = δ(b′)s для некоторого

−1 ≤ b′ ≤ 1, то пусть β := s и b := b′.
5) Если β 6= Λ, ω 6= (l(β))−1 и ω 6= s, то пусть β := [βω] и b := 0.

6) Если β 6= Λ, ω 6= (l(β))−1, ω = s и [βs] = δ(b′)s для некоторого
−1 ≤ b′ ≤ 1, то пусть β := s и b := b′.

Пусть B1 = (A1 |K1,K2), где A1 = (Q1, ϕ1, ψ1) и Ki = (ψ̂i) для любого
1 ≤ i ≤ 2, — описанный выше коллектив, и A2 = (A2, Q2, B2, ϕ2, ψ2) —
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описанный выше автомат. Построим новый коллектив B2 = (A3 |K′1,K′2)
типа (1, 2), где A3 = (Q3, ϕ3, ψ3) и Ki = (ψ̂′i) для любого 1 ≤ i ≤ 2, сле-
дующим образом. Множеством состояний автомата A3 будет множество
Q2 ×Q1, т.е. состояние автомата A3 есть любая 5-ка (β;ω1, ω2, ω3, r), где
β ∈ W4(s) ∪ {Λ}, значения ωi, 1 ≤ i ≤ 3, являются любыми элементами
множества D, а r является любым числом из множества −3, 7. Положим,
что начальное состояние коллектива B2 будет 5-ка (Λ;w,w,w,−3). Да-
лее положим, что для любых (β;ω1, ω2, ω3, r) ∈ Q3 и (a, 0, α1, α2) ∈ AA3

имеет место:

1) ϕ3((Λ;w,w,w,−3), (a, 0, α1, α2)) = (s; s, s, s,−2),
ψ3((Λ;w,w,w,−3), (a, 0, α1, α2)) = s
и
ψ̂′1((a, (Λ;w,w,w,−3), 0, α2)) = ψ̂′2((a, (Λ;w,w,w,−3), α1, 0)) = s,
если s ∈ a и α1 = α2 = 1;

2) ϕ3((β;ω1, ω2, ω3, r), (a, 0, α1, α2)) =
= (β;ϕ1((ω1, ω2, ω3, r), (a, 0, α1, α2)))

и
ψ3((β;ω1, ω2, ω3, r), (a, 0, α1, α2)) = ψ1((ω1, ω2, ω3, r), (a, 0, α1, α2)),
а также

ψ̂′1((a, (β;ω1, ω2, ω3, r), 0, α2)) = ψ̂1((a, (ω1, ω2, ω3, r), 0, α2))

и

ψ̂′2((a, (β;ω1, ω2, ω3, r), α1, 0)) = ψ̂2((a, (ω1, ω2, ω3, r), α1, 0)),

если r 6= −2 и r 6= −3 (другими словами, до тех пор, пока усло-
вие r 6= −2 выполнено, и при этом коллектив B2 не находится в
начальном состоянии, то он ведет себя как коллектив B1);

3) ϕ3((β;ω1, ω2, ω3, r), (a, 0, α1, α2)) = (ϕ2(β, (ω1)−(a));
ϕ1((ω1, ω2, ω3,−ψ2(β, (ω1)−(a))), (a, 0, α1, α2))),

и
ψ3((β;ω1, ω2, ω3, r), (a, 0, α1, α2)) =

= ψ1((ω1, ω2, ω3,−ψ2(β, (ω1)−(a))), (a, 0, α1, α2)),
а также
ψ̂′1((a, (ω1, ω2, ω3, r), 0, α2)) =

= ψ̂1((a, (ω1, ω2, ω3,−ψ2(β, (ω1)−(a))), 0, α2))
и
ψ̂′2((a, (ω1, ω2, ω3, r), α1, 0)) =

= ψ̂2((a, (ω1, ω2, ω3,−ψ2(β, (ω1)−(a))), α1, 0)),
если r = −2 и α1 = 1 (в тот момент, когда выполнено условие
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r = −2, сначала, с помощью программы автомата A2, определяется
основной режим работы, т.е. какое значение из множества −1, 1
принимает переменная r̂, а потом коллектив B2 делает “ход” как
коллектив B1);

4) переход автомата A3 в финишное состояние q∗, если α1 = α2 = 1,
β = sen, ω1 = ω2 = n и r = −2;

5) во всех остальных случаях коллектив B2 определен тривиальным
способом.

(конечно, описывая выше коллектив B2, мы как всегда подразумеваем,
что любой камень этого коллектива всегда остается на месте, если в
вершине, в которой он находится, нет автомата A3).

Предположим сейчас, что в начальный момент коллектив B2 помещен
в некоторую орточку x|−→s некоторой внутренней грани f произвольного
прямоугольного лабиринта L (все автоматы коллектива B2 помещены в
вершину x лабиринта L). Из определения коллектива B2, следует, что ба-
зовая точка счетчика C за время между двумя последующими момента-
ми, в которых выполнено условие r = −2, передвигается на одну позицию
вперед вдоль расширенной 	 - границы грани f , начиная с виртуальной
орточки x|−→s грани f . Также из определения и теоремы 18 следует, что
коллектив B2 переходит обязательно в финишное состояние и что тогда
все автоматы этого коллектива оказываются в дочерней орточке орточ-
ки x|−→s . Заметим, что всегда C = −a, где a — алгебраическая сумма всех
s-витков подслова слова, которое соответствует расширенной 	 - границе
грани f : от виртуальной орточки x|−→s до виртуальной орточки этой же
грани, в которой оказалась в данный момент базовая точка счетчика C.
Из теоремы 18 следует, что число −a, хранящееся в C, всегда ≥ 0.

Значит, назначение коллектива B2 следующее: найти дочернюю ор-
точку данной орточки x|−→s данной внутренней грани f данного конеч-
ного прямоугольного лабиринта L. Можно показать, подобно тому как
мы это сделали выше, что существует и коллектив типа (2, 0), который
справляется с этой задачей.

Обозначим через B3 коллектив автоматов типа (1, 2), который в лю-
бом конечном прямоугольном лабиринте Lx0 проверяет условие x0 ∈
b(f∞(L)). Нетрудно убедиться, что существуют коллективы автоматов
как типа (2, 0), так и типа (1, 1), которые справляются с этой задачей.

Обозначим через B4 коллектив автоматов типа (1, 2), который в лю-
бом конечном прямоугольном лабиринте Lx0 для грани f , находящейся
в L слева от вектора

−−−−−→
x0(x0ω), где ω = e−([x0]), находит первую ←−n -точку

грани f , которая находится вдоль 	 - границы грани f после ее орточ-
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ки x0|−→ω , Легко убедиться, что с этой задачей справляется даже один
автомат.

Пусть Lx0 — произвольный конечный прямоугольный лабиринт та-
кой, что x0 ∈ b(f∞(L)). Обозначим через B5 = (A5 |K1,K2) коллектив ав-
томатов типа (1, 2), который в Lx0 ведет себя следующим образом: камни
K1 и K2 остаются все время в вершине x0, а автомат A5 за каждый мо-
мент времени передвигается на одну позицию вперед вдоль 	 - границы
грани f∞(L). Подобное поведение коллектива в таком лабиринте можно
осуществить и с помощью коллектива типа (2, 0), а именно: один из ав-
томатов такого коллектива остается в вершине x0, а второй ведет себя
как автомат A5.

Теорема 21. Пусть L — класс всех конечных прямоугольных лабирин-
тов. Тогда сложность предикатов M1

L и M2
L в точке (1, 2) [(2, 0)] есть

O(n3) [O(n2)].

Доказательство. Очевидно, что утверждение верно, если оно верно для
предиката M2

L. Покажем, что утверждение для этого предиката в точке
(1, 2) верно (аналогичным образом разбирается и случай предиката M2

L

в точке (2, 0)).
Рассмотрим комбинирующую диаграмму D, данную на рис. 13, где

коллективы B2, B3, B4 и B5 являются только что определенными коллек-
тивами, а B′3 — коллектив изоморфный B3. Значения меток диаграммы
D будут следовать неявно из ниже данного описания.

B
3

B
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B
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B
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B
2

1°
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4° 5°

6°2°

Рис. 13.

Определим коллектив A как D-композицию данных коллективов ав-
томатов; в качестве начального состояния коллектива A выберем на-
чальное состояние коллектива B4. Коллектив A будет “вести себя” в про-
извольном конечном прямоугольном лабиринте Lx0 в соответствии со
следующей программой:

1 : Коллектив A работает по программе коллектива B3, а именно
проверяет, принадлежит или нет вершина x0 границе грани f∞(L): если
да, то переходит к шагу 5 (переход 1◦), а если нет переходит к следую-
щему шагу (переход 2◦).
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2 : Коллектив A работает по программе коллектива B4, а именно
в Lx0 находит первую ←−n -точку грани f , которая находится вдоль 	 -
границы грани f после ее орточки x0|−→ω , где ω = e−([x0]) и f — грань
лабиринта L находящаясь слева от вектора

−−−−−→
x0(x0ω). Обозначим через

x носитель этой орточки (x будет единственной “переменной” для про-
граммы). Коллектив A переходит к следующему шагу (переход 3◦).

3 : Коллектив A работает по программе коллектива B′3, а именно
проверяет, принадлежит или нет вершина x границе грани f∞(L): если
да, то переходит к шагу 5 (переход 4◦), а если нет переходит к следую-
щему шагу (переход 5◦).

4 : Коллектив A работает по программе коллектива B2, т.е. находит
дочернюю орточку для x|−→s , берет ее носитель как новое значение для x,
и переходит к шагу 3 (переход 6◦).

5 : Коллектив A работает по программе коллектива B5, т.е. ведет
себя следующим образом: оба камня K1 и K2 “покоятся” все время в вер-
шине x, а автомат A5 “непрерывно” двигается вперед вдоль 	 - границы
грани f∞(L).

Теперь нетрудно убедиться, что если A1 и A2 — две копии коллектива
A, L — произвольный конечный прямоугольный лабиринт, и x0 и y0,
x0 6= y0, — две прозвольные его вершины, то пара (A1,A2) имеет (x0, y0)-
встречу в L. Следовательно, M2

L(1, 2) = 1.
Данная в теореме оценка сложности предиката M2

L в точке (1, 2) сле-
дует из факта, что для любой грани f лабиринта L число −→s -точек грани
f не более, чем |b(f)|, а чтобы найти дочернюю орточку любой −→s -точки
грани f коллектив A2 “тратит” не более, чем 3|b(f)|2 моментов време-
ни.

Напомним, что в основе алгоритма обхода конечных прямоугольных
лабиринтов ([15]) лежит теорема 19 (впервые доказанная в [18]) и изло-
женный в [18] алгоритм выхода автомата (в широком понимании этого
слова) из любой внутренней вершины любого конечного прямоугольного
лабиринта на границу его внешней грани. Таким образом коллектив ав-
томатов, даже по алгоритму, изложенному в [15], оказывается значитель-
но быстрее на границе внешней грани данного конечного прямоугольного
лабиринта, чем это кажется на первый взгляд. Но не вдаваясь в подроб-
ности алгоритма обхода конечных прямоугольных лабиринтов из [15], и
используя теорему 19, мы доказали теорему 21 и достигли нами обозна-
ченую цель.

В заключение заметим, что проблема описания предикатовM0
L,M

1
L и

M2
L, когда L является классом всех прямоугольных лабиринтов, остается

полностью открытой.
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labyrinths”, Discrete Math. Appl., 13:5 (2003), 429–466.

[4] Budach L., “Automata and labirinths”,Math. Nachrichten, 86 (1978), 195–282.
[5] Кудрявцев В.Б., Подколзин А.С., Ушчумлич Ш.М., Введение в теорию

абстрактных автоматов, Изд-во МГУ, Москва, 1985.
[6] Hoffmann F., “One pebble does not suffice to search plane labyrinths”, Lecture

Notes in Computer Science, 117, 1981, 433-444.
[7] Hoffman F., 1-Kiesel-Automaten in Labyrinthen, Report R-Math-06/82, AdW

der DDR, Berlin, 1982.
[8] Килибарда Г., “Об обходе конечных лабиринтов системами автоматов”,

Дискретная математика, 2:2 (1990), 71–81.
[9] Blum M., Kozen D., “On the power of the compass”, Proc. 19th IEEE FOCS

Conf. (Ann Arbor), 1978, 132–142.
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Type meeting problem for automata in labyrinths
Kilibarda G.

The paper studies one special type of interaction of automata
collectives in labyrinths. The following problem is considered for a given
class of labyrinths: for which pairs of collective types there is a collective
of the first type and a collective of the second type that will certainly
meet, if at the starting moment they are placed in any two vertices
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of any labyrinth of the given class. We call this the problem of the
‘type meeting’ for automata in the given class of labyrinths. Here the
problem is completely solved both for the case of the class of all finite
plane mosaic labyrinths and for the case of the class of all finite plane
rectangular labyrinths. The problem remains unsolved so far for the
case of all (finite and non finite) mosaic labyrinths for some pairs of
collective types, whereas for the case of the class of all plane rectangular
labyrinths, the problem of type meeting is completely unexplored.

Keywords: collective of automata, collective type, plane
rectangular labyrinth, plane mosaic labyrinth, type meeting.
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[10] Pultr A., Úlehla J., “On two problems of mice”, Rend. Circ. Mat. di Palermo,
31:2 (1982), 249–262.

[11] Szepietowski A., “A finite 5-pebble-automaton can search every maze”,
Information Processing Letters, 15:5 (1982), 199-204.

[12] Kilibarda G., “On the minimum universal collectives of automata for plane
labyrinths”, Discrete Math. Appl., 3:6 (1993), 555–586.

[13] Kilibarda G., “On Reduction of Automata in Labyrinths”, Publ. Inst. Math.,
Nouv. Sér., 101 (115) (2017), 47–63.

[14] Hemmerling A., “Normed two-plane traps for finite systems of cooperating
compass automata”, J. Inf. Process. Cybern.: EIK, 28:8/9 (1987), 453–470.

[15] Hemmerling, A., “Remark on the power of compas”, Lecture Notes in Computer
Science, 233 (1986), 405–413.

131



[16] Vijayan G., Wigderson A., “Rectilinear graphs and their embeddings’”, SIAM
J. Comput., 14 (1985), 355–372.

[17] Hoffman F., Kriegel K., Quasiplane labyrinths, Preprint P-Math-20/83, AdW
der DDR, Berlin, 1983.

[18] Asser G., “Bemerkungen zum Labyrinth-Problem”, J. Inf. Process. Cybern.:
EIK, 13:4/5 (1977), 203–216.

132



О формульном представлении
характеристической функции булевского
решения линейного уравнения с целыми

коэффициентами

М.В. Носов1

В работе представлен ряд формул характеристической функ-
ции булевского решения линейного уравнения с целыми коэффици-
ентами. Аргументами функции выступают двоичные разложения
этих коэффициентов.

Ключевые слова: линейное уравнение, булевское решение, ха-
рактеристическая функция.

Дано линейное уравнение с целыми коэффициентами от n перемен-
ных, которые принимают значения из множества {0, 1}. Заменой пере-
менных t на 1 − t можно добиться того, что коэффициенты уравнения
будут натуральными числами. Таким образом, рассматривается уравне-
ние следующего вида

a1x1 + . . .+ anxn = a0,

a1, . . . , anx, a0 ∈ N.

Все коэффициенты m-разрядные двоичные числа

ai =
m−1∑

j=0

2jaij ,

aij ∈ {0, 1}, i = 0, 1, . . . , n; j = 0, 1, . . . ,m− 1.

Ниже представлены формулы Ξ(a1, . . . , anx, a0) - характеристической
функции решения уравнения на множестве {0, 1}n. Далее используется
известное равенство

1∫

0

exp{2πikt}dt =

{
1, k = 0,
0, k ∈ Z \ {0}.

1Носов Михаил Васильевич — с.н.с. каф. математической теории интеллектуаль-
ных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: mvnosov@mail.ru.

Nosov Michail Vasilevich — senior researcher, Lomonosov Moscow State University,
Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of Intellectual
Systems.
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Следовательно, если x = (x1, . . . , xn), то выражение

∑

x∈En
2

1∫

0

exp{2πi(
n∑

j=1

ajxj − a0)t}dt

задает количество булевых решений. Перепишем его в виде

∑

β⊆{1,...,n}

1∫

0

exp{2πi(
n∑

j∈β
aj − a0)t}dt =

1∫

0

(
∑

β

exp{−2πia0t}
∏

j∈β
exp{2πiajt})dt =

1∫

0

(exp{−2πia0t}
n∏

j=1

(1 + exp{2πiajt}))dt.

Характеристическая функция имеет вид

Ξ(a1, . . . , an, a0) =

1−
1∫

0

exp{−2πi
( 1∫

0

(exp{−2πia0t}
n∏

j=1

(1 + exp{2πiajt}))dt
)
τ}dτ.

В этом представлении выпоняется свойство

(1− Ξ(a1, . . . , an, a0)) · (1− Ξ(b1, . . . , bn, b0)) =

1∫

0

exp{−2πi
( 1∫

0

(
(exp{−2πia0t}

n∏

j=1

(1 + exp{2πiajt})) +

(exp{−2πib0t}
n∏

j=1

(1 + exp{2πibjt}))
)
dt
)
τ}dτ.

Другое представление, если уравнение имеет решение,то

∏

x∈En
2

(
n∑

j=1

ajxj − a0) =
∏

β⊆{1,...,n}
(
n∑

j∈β
aj − a0) = 0.
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Значит

Ξ(a1, . . . , an, a0) =

1∫

0

exp{−2πi
( ∏

β⊆{1,...,n}
(

n∑

j∈β
aj − a0)

)
t}dt.

В этом представлении произведение имеет вид

Ξ(a1, . . . , an, a0) · Ξ(b1, . . . , bn, b0) =

1∫

0

exp{−2πi
( ∏

β⊆{1,...,n}
(

n∑

j∈β
aj − a0)2 +

∏

β⊆{1,...,n}
(

n∑

j∈β
bj − b0)2

)
t}dt.

Исследование выполнено при поддержке Междисциплинарной
научно-образовательной школы Московского университета «Мозг, когни-
тивные системы, искусственный интеллект».

On the formula representation of the characteristic function of
the Boolean solution of a linear equation with integer coefficients

Nosov M.V.

The paper presents a number of formulas for the characteristic
function of the Boolean solution linear equation with integer
coefficients. The function arguments are binary expansions of these
coefficients.

Keywords: linear equation, Boolean solution, characteristic
function.
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О выразимости кусочно-постоянных
функций в пространстве
кусочно-параллельных

А.Д. Отрощенко1

Для конечной системы кусочно-параллельных функций, реали-
зуемых схемами из линейных элементов и функций Хэвисайда, до-
полненной всеми одноместными линейными функциями получен
критерий выразимости кусочно-постоянных функций. Таким обра-
зом получен критерий выразимости бинарного классификатора, ре-
ализованного нейронной схемой МакКаллока-Питтса.
Ключевые слова: Кусочно-постоянная функция, кусочно-
параллельная функция, проблема полноты, проблема выразимо-
сти, нейронные-схемы МакКаллока-Питтса.

1. Определение кусочно-параллельной
функции

В соответствии с [2], мы рассматриваем класс PP кусочно-параллельных
функций, которые строятся из линейных функций
a1x1 + ... + anxn + a0 : Rn → R, ai ∈ R, i = 0, 1, ..., n, n ∈ N и функции
Хэвисайда

θ(x) =

{
1, x ≥ 0

0, x < 0
с использованием операций суперпозиции. Как пока-

зано в [2], функция f из PP может быть представлена в следующем ви-
де: f = fL+ fPC , где fL -линейная функция, а fPC - кусочно-постоянная
функция. Будем обозначать ~a = (a1, a2, . . . , an),
(a,~b) = (a, b1, b2, . . . , bn),
〈~a,~b〉 =

∑n
i=1 aibi,

~ei = (0, . . . , 0, 1, . . . , 0), ~e0 = (1, 1, 1, . . . , 1, 1)
∂A граница множества A
В соответствии с [1], кусочно-параллельная функция имеет вид

f(~x) = 〈~a0, ~x〉+
s∑

i=1

diθ(
k∑

j=1

χ(sgn(〈~aj , ~x〉+ cj) = σij)− k). (1)

1Отрощенко Александр Дмитриевич — аспирант каф. математической теории ин-
теллектуальных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: iskander.aka@mail.ru.

Otroschenko Alexander Dmitrievich — graduate student, Lomonosov Moscow State
University, Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of
Intellectual Systems.
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где σij ∈ {−1, 0, 1}, χ(A) =

{
1, условие A выполнено
0, условие A не выполнено

.

В дальнейшем, вместо
∑s

i=1 diθ(
∑k

j=1 χ(sgn(〈~aj , ~x〉+cj) = σij)−k) мы бу-
дем писать NLf (~x). Пусть l = max|di|. Иногда, мы будем писать NLlf (~x).
Нижний индекс мы также иногда будем опускать, обозначая таким об-
разом произвольную кусочно-постоянную функцию, максимум модуля
которой не больше l. Также будем теперь обозначать fε(~x) = εf(~xε ).
Будем называть множество значений аргумента соответствующую опре-
деленному di в дальнейшем носителем сигнатуры i, а сам di - сдвигом.
Носитель сигнатуры, неограниченный хотя бы с одной стороны по каж-
дой из координат, будем называть нограниченным. Плоскости разделя-
ющие носители сигнатуры будем называть разрезами. Мы будем рас-
сматривать дальше кусочно-параллельные функции с конечным числом
сдвигов.
Обозначим множество функций с линейной частью, зависящей от не
более чем одной переменной NLL1. В соответствии с [3], это замкну-
тый предполный класс функций. С-финитно-линейные функции в со-
ответствии с В. С. Половниковым [1], будем обозначать как FL. На-
помним: Кусочно-параллельнаая функция f(x1, x2, . . . , xn), такая, что
∀ai, bi∃C,A,B, такие, что при |t| > C : f(a1t+ b1, a2t+ b2, . . . , ant+ bn) =
At + B называется С-финитно-линейной. Класс С-финитно-линейных
функций замкнут и предполон. Само утверждение, которое будет дока-
зано, звучит следующим образом:

Теорема 1. Пусть U = L1 ∪ Uadd, где L1 - все линейные одноместные
функции, а Uadd - конечное множество кусочно-параллельных. Замы-
кание U содержит все кусочно-постоянные функции тогда, и только
тогда, когда U 6⊆ NLL1, FL

2. Доказательство достаточности

2.1. Принадлежность функции Хэвисайда и суммы Хэви-
сайдов замыканию системы

В следующем доказательстве, мы фактически повторим часть доказа-
тельства полноты из [2], правда, для этого нам нужно будет его немного
подправить.

Теорема 2. Пусть U 6⊆ NLL1, FL. Тогда θ(x) ∈ [U ]

Доказательство. Пусть f ∈ U/NLL1.
Значит, в f(~x) = 〈~a0, ~x〉 +

∑s
i=1 diθ(

∑k
j=1 χ(sgn(〈~aj , ~x〉 + cj) = σij) − k)

линейная часть зависит от не менее чем двух переменных, поэтому у ~a0
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есть две ненулевые компоненты. Пусть эти компоненты по первой и вто-
рой переменной. Для простоты, подставим во все остальные переменные
ноль, в x1 = x/a01, x2 = y/a02 и получим f01(x, y). Итак

f01(x, y) = x+ y +

s∑

i=1

diθ(

k∑

j=1

χ(sgn(
aj1
a01

x+
aj2
a02

y + cj) = σij)− k) =

= x+ y +

s∑

i=1

diθ(

k∑

j=1

χ(sgn(Ajx+Bjy + cj) = σij)− k) = x+ y +NLFf .

Пусть g ∈ U/FL. Пусть g = 〈~gl, ~y〉+NLGg (~y)

Рассмотрим
h(~y) = f01ε(g(~y), gδ(−~y)) =

= 〈~gl, ~y〉+NLGg (~y) + 〈~gl,−~y〉+ δNLGg (−~y
δ

) + εNLFf (
g(~y)

ε
,
gδ(−~y)

ε
) =

= NLGg (~y) +NLδG+εF (~y)

Так как g 6∈ FL, то ∃~a,~c,R,C+ 6= C−, что при t > R, g(~at + ~c) =
〈~gl,~a〉t + C+, а при t < −R, g(~at + ~c) = 〈~gl,~a〉t + C−, т.е. NLGg (~at) = C+

при t > R, и NLGg (~at) = C− при t < −R. Тогда, подберем δ > 0, ε > 0
так, чтобы

|C+ − C−| > 2(δG+ εF ),

подойдут δ0 = |C+−C−|
5G , ε0 = |C+−C−|

5F , таким образом,

2(δ0G+ ε0F ) = 2(
|C+ − C−|

5G
G+

|C+ − C−|
5F

F ) =
4

5
|C+−C−| < |C+−C−|.

Теперь заметим, что h(~at+~c) = NLGg (~at+~c) +NLδ0G+ε0F (~at+~c). Пусть
при t > R2, h(~at + ~c) = C

′
+, а при t < −R2, h(~at + ~c) = C

′
−, Тогда считая

t1 > max(R,R2), а t2 < −max(R,R2) распишем

|C ′+ − C
′
−| = |h(~at1 + ~c)− h(~at2 + ~c)| =

= |NLGg (~at1+~c)+NLδ0G+ε0F (~at1+~c)−NLGg (~at2+~c)−NLδ0G+ε0F (~at2+~c)| =

= |C+ − C− +NLδ0G+ε0F (~at1 + ~c)−NLδ0G+ε0F (~at2 + ~c)| ≥
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≥ |C+ − C−| − |NLδ0G+ε0F (~at1 + ~c)−NLδ0G+ε0F (~at2 + ~c)| ≥
≥ |C+ − C−| − |NLδ0G+ε0F (~at1 + ~c)| − |NLδ0G+ε0F (~at2 + ~c)| ≥

≥ |C+ − C−| − 2(δ0G+ ε0F ) =
1

5
|C+ − C−| > 0

Обозначим p(t) = h(~at + ~c). Таким образом, получили, что p ∈ [U ], p ∈
PC, p 6∈ FL.
Пусть p(t) = p−, при t < −R, p(t) = p+, при t > R. p+ 6= p− по дока-
занному выше. tmin - какая-либо точка в которой функция принимает
минимальное значение pmin. tmax - какая-либо точка в которой функция
принимает максимальное значение pmax. pmax 6= pmin так, как

pmax ≥ max(p+, p−) > min(p+, p−) ≥ pmin.

Отсюда же следует, что tmax 6= tmin. Теперь рассмотрим следующую
функцию.

p
′
(t) = p(

p(t)− p−
p+ − p−

(tmax − tmin) + tmin)

Заметим, что при t < −R, то

p
′
(t) = p(

p(t)− p−
p+ − p−

(tmax − tmin) + tmin) =

= p(
p− − p−
p+ − p−

(tmax − tmin) + tmin) = p(tmin) = pmin,

а при t > R,

p
′
(t) = p(

p(t)− p−
p+ − p−

(tmax − tmin) + tmin) =

= p(
p+ − p−
p+ − p−

(tmax − tmin) + tmin) = p(tmax − tmin + tmin) = pmax.

Теперь рассмотрим p′′(t) = p′(t)−pmin

pmax−pmin
. Ясно, что

p′′(t) =





1, t > t+

0, t < t−
[0, 1], t+ ≥ t ≥ t−

,

также заметим, что у p′′(t) есть конечное число неустранимых точек
разрыва. Рассмотрим самую правую(максимальную по x) из них - t0.
Заметим, что p′′(t0 + ε′) = 1, где ε′ > 0 выбрана достаточно малой, чтобы
p′′ была постоянной в интервалах (t0− ε′, t0) и (t0, t0 + ε′). Это верно, т.к.
мы рассматриваем самую правую неустранимую точку разрыва. Пусть
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p′′(t0) = p′′0, а p′′(t0−ε′) = p′′−. p′′− < 1, т.к. рассматриваемая точка разрыва
- неустранима, а 1 - максимальное значение p′′.
Рассмотрим v(x, y) = f01τ (x, y) = x+ y+NLτF (x, y), пока не опредееляя
τ. Теперь определим a > 0, b, G > 0 так, чтобы

q(t) = v(a(p′′(t+ t0) + b),
Gt

ε′
) = a(p′′(t+ t0) + b) +

Gt

ε′
+NLτF (t)

при t > 0 было положительно, а при t < 0 отрицательно.
Положим пока b > −1. При ε > t > 0

q(t) = a(p′′(t+t0)+b)+
Gt

ε′
+NLτF (t) = a(1+b)+

Gt

ε′
+NLτF (t) > a(1+b)−τF

Теперь наложим ограничение, что a > τF
1+b . Тогда при ε > t > 0

q(t) > a(1 + b)− τF = q+ > 0.

При t > ε

q(t) = a(p′′(t+ t0) + b) +
Gt

ε′
+NLτF (t) > a(p′′(t+ t0) + b) +G− τF

Теперь наложим ограничение, что G > τF−a(mint>0 p
′′(t+t0)+b). Тогда

при t > ε q(t) > a(p′′(t+ t0) + b) +G− τF = Q+ > 0.

Далее p′′− < 1, а значит интервал (−1,−p′′−) непуст. Пусть b ∈
(−1,−p′′−). При −ε′ < t < 0

q(t) = a(p′′(t+ t0) + b) +
Gt

ε′
+NLτF (t) =

= a(p′′− + b) +
Gt

ε′
+NLτF (t) < a(p′′− + b) + τF

Теперь учтя, что p′′− + b < 0 наложим ограничение, что a > τF
p′′−+b

.

Тогда при ε > t > 0 имеем, что q(t) < a(p′′− + b)− τF = q− < 0.

При t ≤ −ε′

q(t) = a(p′′(t+ t0) + b) +
Gt

ε′
+NLτF (t) =

= a(p′′(t+ t0) + b) +
Gt

ε′
+NLτF (t) ≤ a(p′′(t+ t0) + b)−G+ τF

Теперь наложим ограничение, что G > τF + maxt<0 a(p′′(t+ t0) + b).
Тогда при t ≤ −ε имеем, что q(t) < maxt<0 a(p′′(t + t0) + b) − G + τF =
Q− < 0.
Пусть q(0) = q0.
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Выберем, b =
−1−p′′−

2 , τ = ε′
2F ,

затем a > max( τF1+b ,
τF

(p′′−+b)
) + 1 = ‖ ε′

1−2p′′−
‖+ 1, затем

G > max(τF − a(mint>0 p
′′(t+ t0) + b), τF + maxt<0 a(p′′(t+ t0) + b)).

Пусть

M = max(| t+ − t−
q−

|, | t+ − t−
q+

|, | t+ − t−
Q−

|, | t+ − t−
Q+

|, | t+ − t−
q0

|).

Тогда

θ(x) =

{
p′′(t− − 1/2 +M(q(t) + 1/M)), q0 > 0

1− p′′(t− − 1/2 +M(q(t) + 1/M)), q0 ≤ 0
.

Теорема 3. Пусть U 6⊆ NLL1, FL. Тогда ∀n, di : 1 ≤ i ≤ n функция
Θd1,d2,...,dn(~x) =

∑n
i=1 diθ(xi) ∈ [U ]

Доказательство. По теореме 2 мы имеем, что θ(x) ∈ [U ]. Зафиксируем
n и di. Пусть f ∈ U/NLL1, то есть имеет линейную часть, зависящую
хотя бы от двух входов. Подставим константы во все входы, так чтобы
функция зависела только от двух переменных от которых бы и зависела
линейная часть, т.е. f ′(x, y) = x+ y +NL(x, y). Теперь

f(~x) = f ′(x1, f ′(x2, f(x3, . . . , f
′(xn−2, f ′(xn−1, xn)) . . .))) =

n∑

i=1

xi +NL(~x).

Подставим xi = εdiθ(yi) +Ci и рассмотрим h(~y) = f((εdiθ(yi) +Ci)), пока
не определяя ε и Ci. Тогда

h(~y) =
n∑

i=0

(εdiθ(yi) + Ci)+

+

s∑

i=1

diθ(

k∑

j=1

χ(sgn(〈~aj , (εdiθ(yi) + Ci)
n
i=1〉+ cj) = σij)− k) =

= ε

n∑

i=0

diθ(yi) +

n∑

i=0

Ci+

+
s∑

i=1

diθ(
k∑

j=1

χ(sgn(
n∑

i=0

aji(εdiθ(yi) + Ci) + cj) = σij)− k) =

= ε

n∑

i=0

diθ(yi) +

n∑

i=0

Ci+
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+
s∑

i=1

diθ(
k∑

j=1

χ(sgn(ε
n∑

i=0

ajidiθ(yi) +
n∑

i=0

ajiCi + cj) = σij)− k)

Заметим, что мы можем выбрать C ′i так, чтобы ∀j :
∑n

i=0 ajiC
′
i 6= 0. Пусть

тогда M = 2
max ‖cj‖+1

minj ‖
∑n

i=0 ajiC
′
i‖
. и выберем i = MC ′i, а ε = 1

2maxj
∑n

i=0 ‖ajidi‖
.

Тогда ∀j имеем:

‖
n∑

i=0

ajiCi + cj‖ = ‖2 max ‖cj‖+ 1

minj ‖
∑n

i=0 ajiC
′
i‖

n∑

i=0

ajiC
′
i + cj‖ >

> ‖2 max ‖cj‖+ 1

minj ‖
∑n

i=0 ajiC
′
i‖

n∑

i=0

ajiC
′
i‖ − ‖cj‖ > ‖2 max

j
‖cj‖+ 1‖ − ‖cj‖ ≥

≥ 2 max
j
‖cj‖ − ‖cj‖+ 2 ≥ 2

с одной стороны, и

‖ε
n∑

i=0

ajidiθ(yi)‖ = ‖ 1

2 maxj
∑n

i=0 ‖ajidi‖
n∑

i=0

ajidiθ(yi)‖ ≥ 1/2.

Отсюда следует, что ∀j : sgn(ε
∑n

i=0 ajidiθ(yi) +
∑n

i=0 ajiCi + cj) =
= sgn(

∑n
i=0 ajiCi + cj) и не зависит от ~y, а значит

s∑

i=1

diθ(

k∑

j=1

χ(sgn(ε

n∑

i=0

ajidiθ(yi) +

n∑

i=0

ajiCi + cj) = σij)− k) = S

и не зависит от ~y. Тогда

Θd1,d2,...,dn(~y) =
1

ε
(h(~y)−

n∑

i=0

Ci − S) =
n∑

i=0

diθ(yi).

3. Различные вспомогательные утверждения

Лемма 1. Пусть L1 ∪ {Θd1,d2,...,dk(~y)|∀k ∈ N, ~d ∈ Rk} ⊆ U . Тогда [U ]
содержит все одноместные кусочно-постоянные функции.

Доказательство. Так как χ(sgn(ax+c) = 1) = 1−θ(−ax−c), χ(sgn(ax+
c) = −1) = 1− θ(ax+ c), χ(sgn(ax+ c) = 0) = 1− θ(ax+ c)− θ(−ax− c),
то очевидно, что

∑k
j=1 χ(sgn(ajx + cj) = σij) = Θ′i(x) выражается через

143



Θ и одноместные линейные. Заметим теперь, что

s∑

i=1

diθ(

k∑

j=1

χ(sgn(ajx+cj) = σij)−k) = Θd1,d2,...,ds(Θ
′
1(x),Θ′2(x), . . . ,Θ′s(x)).

Теорема 4. Пусть U 6⊆ NLL1, FL. Тогда x+ θ(x) ∈ [U ]

Доказательство. Как было показано при доказательстве прошлых тео-
рем, fτ (x, y) = x+ y +NLτ (x, y) ∈ [U ].
Пусть gCε = fε(x,Cθ(x))− C/2, при этом ε, τ, C определим позднее. Рас-
смотрим теперь h(x) = fτ (gCε (x), NLµ(x) − M), одноместную кусочно-
постоянную функцию NLFµ (x) мы определим также позднее, так как нам
это будет удобно. Распишем подробнее:

h(x) = x+ Cθ(x) +NLε(x)− C/2 +NLFµ (x)−M +NLh(x),

где

NLh(x) =
s∑

i=1

diθ(
k∑

j=1

χ(sgn(aj(x+ Cθ(x)− C/2 +NLε(x))+

+bj(NL
F
µ (x)−M) + cj) = σij)− k) =

=
s∑

i=1

diθ(
k∑

j=1

χ(sgn(aj(x+Cθ(x)−C/2)+NLεaj+µbj (x)−bjM+cj) = σij)−k)

Так как, NLh(x) = NLτ (gCε (x), NLµ(x)−M), то ясно, что ‖NLh(x)‖ ≤ τ .
Положим M = maxj:aj=0 ‖ cjbj ‖+ 1, ε < min(minaj 6=0 ‖ 1

4aj
‖, 1/4),

µ < min(minbj 6=0 ‖ 1
2bj
‖, 1/2), C = 2 maxaj 6=0

‖εaj‖+‖µbj‖+‖bjM‖+‖cj‖
‖aj‖ . Тогда

получим, что при aj = 0,

sgn(aj(x+ Cθ(x)− C/2) +NLεaj+µbj (x)− bjM + cj) =

= sgn(NLεaj+µbj (x)− bjM + cj) =

= sgn(NLεaj+µbj (x)− bj max
j:aj=0

‖cj
bj
‖+ 1 + cj) = 1

и не зависит от NLFµ , а при aj 6= 0, по выбору констант
‖NLεaj+µbj (x)− bjM + cj‖ < ‖ajC/2‖. Тогда

sgn(aj(x+Cθ(x)−C/2)+NLεaj+µbj (x)−bjM+cj) = sgn(aj(x+Cθ(x)−C/2))
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и снова не зависит от выбора NLFµ (x). Теперь

h(x) = x+ Cθ(x) +NLε+τ (x)− C/2 +NLFµ (x)−M

и положив µ = min(minaj 6=0 ‖ 1
4aj
‖, 1/4,minbj 6=0 ‖ 1

2bj
‖), ε = τ = µ/3, по-

лучим, что можно взять NLFµ (x) = −NLε+τ (x), и тогда т.к. C > 0
H(x) = h(Cx)/C +M = x+ θ(x).

Пусть U 6⊆ NLL1, FL. Тогда [U ] содержит все одноместные кусочно-
постоянные функции.

Доказательство. Легко следует из 3 и 1.

Лемма 2. Пусть L1 ∪ {Θd1,d2,...,dk(~y)|∀k ∈ N, ~d ∈ Rk} ⊆ U . Тогда ес-
ли θ(

∑n
i=1 xi) ∈ [U ], то и все n-местные кусочно-постоянные функции

принадлежат [U ].

Доказательство. Заметим, что раз θ(
∑n

i=1 xi) ∈ [U ], то и θ(
∑n

i=1 aixi +
ci) ∈ [U ], ∀ai, c. Также по доказанному выше Θ~d

(~y) =
∑n

i=1 diθ(yi) ∈ [U ]
Теперь остается заметить, что произвольная кусочно-постоянная функ-
ция имеет вид

∑s
i=1 diθ(

∑k
j=1 χ(sgn(〈~aj , ~x〉+ cj) = σij)− k).

Пусть U 6⊂ NLL1, FL. Тогда если θ(
∑n

i=1 xi) ∈ [U ], то и все n-местные
кусочно-постоянные функции принадлежат [U ].

Доказательство. Легко следует из 3 и 1.

Лемма 3. Пусть L1∪{θ(x)+θ(y)} ⊆ U , Gi ⊂ Rp, 1 ≤ i ≤ k - множества
значений n-мерного параметра, такие, что χ(~x ∈ Gi) ∈ [U ]. Тогда χ(~x ∈
∪ki=1Gi) ∈ [U ], χ(~x ∈ ∩ki=1Gi) ∈ [U ], χ(~x ∈ Rn/Gi) ∈ [U ].

Доказательство. Очевидно:
1) χ(~x ∈ Rn/Gi) = 1− χ(~x ∈ Gi)
3)χ(~x ∈ G1 ∩G2) = θ(θ(χ(~x ∈ G1)− 0.5) + θ(χ(~x ∈ G2)− 0.5)− 2).
3)χ(~x ∈ G1 ∪G2) = θ(θ(χ(~x ∈ G1)− 0.5) + θ(χ(~x ∈ G2)− 0.5)− 0.5).

Более того, мы можем заметить, что θ(f(~x)) = χ(~x : f(~x) ≥ 0),
1 − θ(−f(~x)) = χ(~x : f(x) > 0), а χ(~x ∈ ∩ki=1Gi) =

∏k
i=1 χ(~x ∈ Gi). Та-

ким образом, если θ(f(x)) ∈ [U ], θ(g(x)) ∈ [U ], то и θ(f(x))θ(g(y)) ∈ [U ].
Отсюда легко следует, что если f(x) ∈ [U ] ∩ PC, g(y) ∈ [U ] ∩ PC, то и
f(x)g(y) ∈ [U ] ∩ PC.
Также заметим, что:
θ(θ(a− 0.5) + θ(b− 0.5)− 2) = a ∧ b,
θ(θ(a− 0.5) + θ(b− 0.5)− 0.5) = a ∨ b,
1 − θ(a − 0.5) = ¬a для a, b ∈ {0, 1}. Назовем множество G ⊂ Rk выра-
зимым в T , если
∃f : f ∈ [T ], f(~x) = χ(~x ∈ G).
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Лемма 4. Пусть L1 ∪ {θ(x) + θ(y)} ⊆ U ,а 1 ≤ i ≤ k,Gi - выразимые
множества значений n-мерного параметра. Тогда если F ∈ [A \ B,A ∪
B,A ∩B], то χ(~x ∈ F (G1, G2, . . . , Gk)) ∈ [U ]

Доказательство. Очевидно следует из леммы 3.

Пусть U 6⊆ NLL1, FL, Gi, 1 ≤ i ≤ k - выразимые множества значений
n-мерного параметра. Тогда если F ∈ [A \B,
A ∪B,A ∩B], то χ(~x ∈ F (G1, G2, . . . , Gk)) ∈ [U ]

Лемма 5. Пусть функция f принимает бесконечное количество зна-
чений, а функция g - конечное C1, C2, C3, . . . , Cp. Тогда

θ(f + g) =

p∑

i=1

θ(f + Ci)θ(g − Ci)θ(Ci − g)

Доказательство. Очевидно, что
p∑

i=1

θ(f + Ci)θ(g − Ci)θ(Ci − g) =

p∑

i=1

θ(f + Ci)χ(g = Ci) = θ(f + g)

Лемма 6. Функция 〈~a, ~x〉+∑s
i=1 diθ(

∑k
j=1 χ(sgn(〈~aj , ~x〉+ cj) = σij)− k)

может быть записана в такой форме, что a1j ∈ {0, 1}.
Доказательство. Рассмотрим следующее преобразование: ∀j : Bj > 0
положим ∀i, t : A′tj = Atj/Bj , c

′
j = cj/BjB

′
j = 1, и ∀j : Bj < 0 : σ′ij = −σij ,

∀Bj > 0 : σ′ij = σij , в случае же Bj = 0 положим ∀i, t : A′tj = Atj , B
′
j =

0, c′j = cj , σ
′
ij = σij . Заметим, что после такого преобразования, h(~x, y) не

поменяется. Итак, будем считать, что все Bj ≥ 0.

Лемма 7. Пусть n и k местные f(~x), g(~y) имееют векторы нормалей
к разделяющим плоскостям сигнатур ~aj ,~bj соответственно, и

f(~x) = 〈~a0, ~x〉+
s∑

i=1

diθ(
k∑

j=1

χ(sgn(〈~aj , ~x〉+ cj) = σij)− k),

g(~y) = 〈~b0, ~x〉+
s′∑

i=1

piθ(
k′∑

j=1

χ(sgn(〈~bj , ~y〉+ c′j) = σ′ij)− k′),

Тогда у h(x1, x2, . . . = f(x1, x2, . . . , xn−1, g(xn, xn+1, . . . , xn+k−1)) мно-
жество векторов нормалей к разделяющим плоскостям сигнатур -
{(a1j , a2j , . . . , a(n−1)j , anj~b0)∀j 6= 0} ∪ {(0, 0, . . . , 0,~bi), ∀i 6= 0} и линейной
частью (a10, a20, . . . , a(n−1)0, an0~b0)
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Доказательство. Распишем h:

h(x1, x2, . . . = f(x1, x2, . . . , xn−1, g(xn, xn+1, . . . , xn+k−1)) =

=

n−1∑

i=1

ai0xi + an0

k∑

i=1

bi0xi+n−1+

+

s′∑

i=1

piθ(

k′∑

j=1

χ(sgn(

k∑

l=1

bljxl+n−1 + c′j) = σ′ij)− k′)+

+
s∑

i=1

diθ(
k∑

j=1

χ(sgn(
n−1∑

l=1

aljxl + anj

k∑

l=1

bl0xl+n−1+

+cj +
s′∑

i′=1

pi′θ(
k′∑

j=1

χ(sgn(
k∑

l=1

bljxl+n−1 + c′j) = σ′ij)− k′)) = σij)− k)

С учетом 5 имеем:

NL2(x1, x2, . . . , xn+k−1) =

s∑

i=1

diθ(

k∑

j=1

χ(sgn(

n−1∑

l=1

aljxl + anj

k∑

l=1

bl0xl+n−1+

+cj +
s′∑

i′=1

pi′θ(
k′∑

j=1

χ(sgn(
k∑

l=1

bljxl+n−1 + c′j) = σ′ij)− k′)) = σij)− k) =

=
s∑

i=1

diθ(
k∑

j=1

s′∑

i′=1

χ(sgn(
n−1∑

l=1

aljxl + anj

k∑

l=1

bl0xl+n−1 + cj+

+pi′) = σij)θ(

k′∑

j=1

χ(sgn(

k∑

l=1

bljxl+n−1 + c′j) = σ′ij)− k′)− k),

Отсюда следует, что нелинейная часть g в нелинейной части f не cоздает
плоскостей сигнатур с нормалями какими-либо еще нормалями к ним.

Лемма 8. Пусть U 6⊆ NLL1. Тогда ∀n ≥ 2
∃f1(x1, x2, . . . , xn), f2(x1, x2, . . . , xn), . . . fn−1(x1, x2, . . . , xn), такие, что
их линейные части L(~x) = 〈~e0, ~x〉, а векторы нормалей не содержащие
нулевых компонент к разделяющим плоскостям сигнатур fi имеют вид

(

i︷ ︸︸ ︷
1, 1, 1, . . . , 1,

n−i︷ ︸︸ ︷
bk, bk, bk, . . . , bk)

для некоторого набора bk 6= 0(возможно пустого).
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Доказательство. Итак, так как U 6⊆ NLL1, то по 6 ∃h ∈ [U ] :
h(x, y) = x+y+

∑s1
i=1 diθ(

∑k1
j=1 χ(sgn(ajx+Bjy+cj) = σij)−k), aj ∈ {0, 1}.

Докажем индукцией по количеству входов n. Возьмем набором bk = Bj :
aj 6= 0, bj 6= 0
При n = 2 утверждение доказано (f1(x1, x2) = h(x1, x2)).
Пусть утверждение доказано при n = k. Тогда для n = k+1, рассмотрим

gi(~x, xk+1) = fi(x1, x2, . . . , xk−1, h(xk, xk+1)), i = 1 . . . n− 1

gk(~x, xk+1) = fk−1(h(x1, x2), x3, . . . , xk−1, xk, xk+1)

Линейные части этих функций по 7 будут иметь вид L(~x) = 〈~e0, ~x〉, а
векторы нормалей не содержащие нулевых компонент к разделяющим
плоскостям сигнатур по 7 будут иметь вид для gi, i = 1 . . . n− 1:

(

i︷ ︸︸ ︷
1, 1, 1, . . . , 1,

n−i︷ ︸︸ ︷
bk, bk, bk, . . . , bk, bk),

а для gk:

(

k︷ ︸︸ ︷
1, 1, 1, . . . , 1, bk).

4. Завершение доказательства достаточности

Теорема 5. Пусть U 6⊂ NLL1, FL. Тогда PC ⊂ [U ]

Доказательство. Будем вести доказательство теоремы по индукции по
количеству входов. Пусть U 6⊂ NLL1, FL.
Для n=1 доказано в 1.
Для n=2 утверждение следует из теорем 4 и 5 публикации [3] (ее ре-
зультат очевидным образом можно повторить пользуясь функциями∑p

i=1 diθ(xi) и x+ θ(x)) и 2.

Пусть построено для всех k < n. Ясно, что H(y, ~x) = y −∑n−1
i=1 xi +

+
∑s

i=1 diθ(
∑k

j=1 χ(sgn(−∑n−1
l=1 Aljxi +Bjy + cj) = σij)− k) ∈ [U ].

В соответствии с 6 считаем, что Bj ∈ {0, 1}. Зафиксируем ε0 > 0.
Зафиксируем ~x0 единичной длины, такой что ∀j : Bj 6= 0 выполнено
|〈~x0, ~e0〉 − 〈~x0, ~Aj〉| ≥ ε0, если ~Aj 6= ~e0. Так мы зафиксировали компакт
Kε0 . Этот компакт - поверхность сферы, с вырезанными полосами вдоль
конечного набора линий на сфере. Будем рассматривать ~x = t(~x0 + ~δ) ,
‖~x0 + ~δ‖l2 = 1, ‖~δ‖l1 < τ , ‖~x‖l1 > X0.
Запишем усиление условия ~x = t(~x0 + ~δ) , ‖~x0 + ~δ‖l2 = 1, ‖~δ‖l1 < τ так,
чтобы можно было выбрать новую τ усиливающую наше усиление. Рас-
смотрим набор из 2n− 2 векторов Vcon = (~x0 + γ~e1, ~x0 + γ~e2, . . . ,
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~x0 + γ~en−1, ~x0− γ~e1, ~x0− γ~e2, . . . , ~x0− γ~en−1) и "натянем"на них пирами-
ду без основания. Заметим, что условие принадлежности этой пирамиде
через хар-функции может быть записано с помощью определителей, как

χγx0(~x) =
n−1∏

u=1

χ(sgn(

~x
Vcon,u
Vcon,u+1

. . .
Vcon,u+n−3

) = sgn(

~x0
Vcon,u
Vcon,u+1

. . .
Vcon,u+n−3

)) ∈ [U ],

считая, что если g > 2n− 2, то Vcon,g = Vcon,g mod (2n−1)+1.
Для условия ‖~x‖l1 > X0 запись его усиления в виде характеристической
функции примет вид

χ|X0|(~x) =
n−1∏

i=1

χ(xi : xi < −X0 ∨ xi > X0) ∈ [U ].

Запишем H(y, ~x) в следующей форме:

H(y, ~x) = y − t(R0 + 〈~δ,~e0〉) +
s∑

i=1

di

k∏

j=1

χij(Bjy − t(Rj + 〈 ~Aj , ~δ〉) + cj),

где R0 = 〈x0, e0〉, Rj = 〈x0, ~Aj〉, а χij(f) = χ(sgn(f) = σij).
Для j : Bj = 0 положим

χ−1j (~x) = χ(−
n−1∑

t=1

Atjxi + cj < 0) ∈ [U ],

χ0
j (~x) = χ(−

n−1∑

t=1

Atjxi + cj = 0) ∈ [U ],

χ1
j (~x) = χ(−

n−1∑

t=1

Atjxi + cj > 0) ∈ [U ].

Заметим, что если для множества ~x выполнено, что χsj(~x) = 1, то на
нем χij(Bjy − t(Rj + 〈 ~Aj , ~δ〉) + cj) = Vij , т.е. константе.

Пусть Bj 6= 0.
Для j : ∃i : Aij = 0 положим

χ−1j (~x) = χ(−
n−1∑

t=1,t6=i
Atjxi + cj < 0) ∈ [U ],
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χ0
j (~x) = χ(−

n−1∑

t=1,t6=i
Atjxi + cj = 0) ∈ [U ],

χ1
j (~x) = χ(−

n−1∑

t=1,t6=i
Atjxi + cj > 0) ∈ [U ].

Заметим, что если для множества ~x выполнено, что χsj(~x) = 1, то на
нем
χij(Bjy − t(Rj + 〈 ~Aj , ~δ〉) + cj) = Vij , т.е. константе.
Пусть Bj 6= 0, Aij 6= 0.
По ограничению на ~x0 Rj 6= R0. Тогда:
1)Если Rj > R0, то ∃τ > 0 : Rj − 〈 ~Aj , ~δ〉 > R0 + 〈~δ,~e0〉, а ∃tj , что при
t > tj , из того, что y − t(Rj + 〈~δ,~e0〉) < D, будет следовать,
∀i : y − t(R0 + 〈~δ,~e0〉) + di < D. Значит, при t > tj , когда χij(y − t(Rj +

〈 ~Aj , ~δ〉)+cj) меняет своё значение, χ(H(y, t(~x0+δ)) > D) своего значения
не меняет. Значит ∃Vij , что при t > tj

χ(H(y, t(~x0 + δ)) > D) = χ(y − t(R0 + 〈~δ,~e0〉)+

+
s∑

i=1

diVij

k∏

l=1,l 6=j
χil(Bly − t(Rl + 〈 ~Al, ~δ〉) + cl)).

2)Если Rj < R0, то ∃τ > 0 : Rj − 〈 ~Aj , ~δ〉 < 〈~x0 + ~δ,~e0〉, а значит
при t > tj . из того, что y − t〈~x0 + δ, ~Aj〉 > D, будет следовать, ∀i :
y − t〈~x0 + δ,~e0〉+ di > D, , а значит χ(H(y, t(~x0 + δ)) > D) при t > tj , ∀i
не зависит от χij . Значит, при t > tj , когда χij(y − t(Rj + 〈 ~Aj , ~δ〉) + cj)
меняет своё значение, χ(H(y, t(~x0 + δ)) > D) своего значения не меняет.
Значит ∃Vij , что при t > tj

χ(H(y, t(~x0 + δ)) > D) = χ(y − t(R0 + 〈~δ,~e0〉)+

+
s∑

i=1

diVij

k∏

l=1,l 6=j
χil(Bly − t(Rl + 〈 ~Al, ~δ〉) + cl)).

3) Отдельно рассмотрим случай, когда ~Aj = ~e0. Положим в этом случае
D > −minj cj + maxi di + 1. Тогда из H(y, ~x) > D, будет следовать, что
y −∑n−1

t=1 xi +NLdi(y, ~x) > −minj cj + maxi di + 1, а значит
y − t(Rj + 〈 ~Aj , δ〉) + cj > (cj −minj cj) + (maxi di −NLdi(y, ~x)) + 1 т.е.
y − t(Rj + 〈 ~Aj , δ〉) + cj > 0.
Тогда χij(Bjy − t(Rj + 〈 ~Aj , ~δ〉) + cj) = Vij , т.е. константе.
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Тогда по вышесказанному, при наложенных нами ограничениях

s∑

i=1

di

k∏

j=1

χij(Bjy − t(Rj + 〈 ~Aj , ~δ〉) + cj) =

=

s∑

i=1

di

k∏

(Bj=0∨∃t:Atj=0)j=1

χij(Bjy − t(Rj + 〈 ~Aj , ~δ〉) + cj)∗

∗
k∏

(Bj 6=0∧∀t:Atj 6=0),j=1

χij(Bjy − t(Rj + 〈 ~Aj , ~δ〉) + cj) =

=

s∑

i=1

di

k∏

(Bj=0∨∃t:Atj=0),j=1

Vij∗

∗
k∏

(Bj 6=0∧∀t:Atj 6=0),j=1

χij(Bjy − t(Rj + 〈 ~Aj , ~δ〉) + cj) =

=
s∑

i=1

d1i

k∏

(Bj 6=0∧∀t:Atj 6=0),j=1

χij(Bjy − t(Rj + 〈 ~Aj , ~δ〉) + cj) =

=

s∑

i=1

d1i

k∏

(Bj 6=0∧∀t:Atj 6=0),Rj<R0,j=1

χij(Bjy − t(Rj + 〈 ~Aj , ~δ〉) + cj)∗

∗
k∏

(Bj 6=0∧∀t:Atj 6=0),Rj>R0,j=1

χij(Bjy − t(Rj + 〈 ~Aj , ~δ〉) + cj) =

∗
k∏

(Bj 6=0, ~Aj=~e0),j=1

χij(Bjy − t(Rj + 〈 ~Aj , ~δ〉) + cj) =

=
s∑

i=1

d1i

k∏

(Bj 6=0∧∀t:Atj 6=0),Rj<R0,j=1

Vij

k∏

(Bj 6=0∧∀t:Atj 6=0),Rj>R0,j=1

Vij∗

∗
k∏

(Bj 6=0, ~Aj=~e0),j=1

Vij = Const

Добавим начальные ограничения на малость, и обозначим
Gs1,s2,...,skx0 = {~x|χsect(~x)χ|X0|(~x)

∏k
u=1 χ

sq
q (~x) = 1}.

f s1,s2,...,skx0 (y, ~x) = χ(y − 〈~x0, ~e0〉+ ds1,s2,...,skx0 > D)∗
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∗χx0(~x)χ|X0|(~x)
k∏

u=1

χ
sq
q (~x) ∈ [U ],

а значит

g′x0(y, ~x) = χ(~x ∈ {~x|∃(s1, s2, . . . , sk) : fs1,s2,...,skx0 (y + ds1,s2,...,skx0 , ~x) = 1}) =

= χ(y − 〈~x0, ~e0〉 > D)χ(~x ∈ ∪s1,s2,...,skGs1,s2,...,skx0 ) =

= χ(y − 〈~x0, ~e0〉 > D)χx0(~x)χ|X0|(~x) ∈ [U ]

Тогда пусть gx0(y −D,~x) = g′x0(y +D,~x) =
= χ(y − 〈~x0, ~e0〉 > 0)χx0(~x)χ|X0|(~x).

Теперь заметим, что при проекции на единичную сферу с центром
в нуле множеств {~x : χx0(~x)χ|X0|(~x) = 1} мы можем выбрать внутри
этих проекций на сфере малые окрестности, Oφ( ~x0), и эти окрестности
образуют открытое покрытие Kε0 . Выберем конечное подпокрытие этого
компакта (Oφ1( ~x1), Oφ2( ~x2), . . . , Oφa( ~xa)). Обозначим X0(gxa) константу,
которой ограничен модуль аргумента функции gxa . Тогда получим, что

W (y, ~x) = χ(~x ∈ {~x| ∪au=1 χ(gxu(~x) = 1)})χ(~x > max
a

X0(gxa)) =

= θ(
a∑

u=1

χ(gxu(~x) = 1)− 0.5)χ(~x > max
a

X0(gxa)) =

= θ(

a∑

u=1

χ(y − 〈~x,~e0〉 > 0)χxu(~x)χ|Xa|(~x)− 0.5)χ(‖~x‖l1 > max
a

X0(gxa)) =

= χ(y−〈~x,~e0〉 > 0)θ(
a∑

u=1

χxu(~x)χ|Xa|(~x)−0.5)χ(‖~x‖l1 > max
a

X0(gxa)) ∈ [U ],

но так как проекции бесконечных конусов покрыли Kε0 , то

W (y, ~x) = χ(y − 〈~x,~e0〉 > 0)θ(
a∑

u=1

χ|Xu|(~x)− 0.5)χ(‖~x‖l1 > max
a

X0(gxa)) =

= χ(y − 〈~x,~e0〉 > 0)χmaxaX0(gxa )
(~x)∗

∗χ(~x : |〈~x0, ~e0〉 − 〈~x0, ~Aj〉| ≥ ε0, Aij 6= 0, ~Aj 6= ~e0).

Итак, мы научились строить для произвольнойH(y, ~x) функциюW (y, ~x).
Обозначим XW = maxaX0(gxa). Поcтроим таким образом Wi, для каж-
дой fi из 8.
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Если при этом набор соответствующих bi пуст или {bi} = {1}, то ∀i мно-
житель
χ(~x : |〈~x0, ~e0〉 − 〈~x0, ~Aj〉| ≥ ε0, Aij 6= 0, ~Aj 6= ~e0) у соответствующей Wi

равен единице (так как функция из которых она строилась не имеет
нормалей к сигнатурам с ненулевыми компонентами и при этом таких,
что ~Aj 6= ~e0.

Иначе объединим множества, на которых Wi = 1, и домножим на
χmaxWi

XWi
(~x)) то есть рассмотрим

Wr(y, ~x) = (∨n−1i=1Wi(y, ~x)) ∧ χmaxWi
XWi

(~x)) =

= χ(y − 〈~x,~e0〉 > D)χmaxWi
XWi

(~x))∗

∗ ∨n−1i=1 χ(~x : |〈~x0, ~e0〉 − 〈~x0, ~AWi
j 〉| ≥ ε0, AWi

lj 6= 0, ~AWi
j 6= ~e0) =

= χ(y − 〈~x,~e0〉 > D)χmaxWi
XWi

(~x))∗

∗(1− ∧n−1i=1 χ(~x : |〈~x0, ~e0 − ~AWi
j 〉| < ε0, A

Wi
lj 6= 0, ~AWi

j 6= ~e0))

По 8 и так как ~AWi
j 6= ~e0, то ~AWi

j у имеют вид

(

i−1︷ ︸︸ ︷
1, 1, 1, . . . , 1,

n−i
bk, bk, bk, . . . , bk︸ ︷︷ ︸), bk 6∈ {0, 1}.

Найдем ~x для которых выполнено
∧n−1i=1 χ(~x : |〈~x0, ~e0 − ~AWi

j 〉| < ε0, A
Wi
lj 6= 0, ~AWi

j 6= ~e0) = 1. Для этого пере-
пишем в виде набора неравенств вида:
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥




bi1 − 1, bi1 − 1, bi1 − 1, . . . , bi1 − 1
0, bi2 − 1, bi2 − 1, bi2 − 1, . . . , bi2 − 1

0, 0, bi3 − 1, bi3 − 1, . . . , bi3 − 1
. . .

k−1︷ ︸︸ ︷
0, 0, 0, . . . , 0,

n−i︷ ︸︸ ︷
bik − 1, bik − 1, bik − 1, . . . , bik − 1

. . .
0, 0, 0, . . . , 0, bin−1 − 1







x1
x2
x3
. . .
xk
. . .
xn−1




∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

< ε0 (2)

Заметим, что матрица квадратная, верхнетреугольная и невырожденная
(bi 6= 1). Значит ‖~x0‖ < Jε0, для некоторого J > 0. Возьмем ε0 = 1

2J .
Тогда ‖~x0‖ < 1/2 . Но ‖~x0‖ = 1. Значит нет ~x0, удовлетворяющих хоть
какой-либо из этих систем. Отсюда следует, что

∧n−1i=1 χ(~x : |〈~x0, ~e0 − ~AWi
j 〉| < ε0, A

Wi
lj 6= 0, ~AWi

j 6= ~e0) = 0.

Теперь рассмотрим характеристическую функцию от объедининения
множества для которого Wr - характеристическая функция, и этого же
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множества полученного сдвигом вдоль какого-нибудь вектора, лежащего
в y−∑n−1

i=1 xi = 0, например вдоль (n,~e0). Заметим тогда, что для любого
~x или χ(‖~x‖l1 > maxWi XWi) = 1 или χ(‖~x − A~e0‖l1 > maxWi XWi) = 1,
где A = maxWi XWi . Тогда

1− θ(y −
n−1∑

i=1

xi) = θ(Wr(y, ~x) +Wr(y +An, ~x−A~e0)− 0.5)

Далее из 2 следует, что и все n-местные кусочно-постоянные принадле-
жат [U ].

5. Доказательство необходимости

Обозначим PCn - все кусочно-постоянные функции зависящие от n вхо-
дов.

Теорема 6. Пусть U = L1 ∪ PCN . Тогда θ(
∑N+1

i=1 xi) 6∈ [U ]

Доказательство. Заметим, что PCN ⊂ [L1 ∪ ∪n{
∑n

i diθ(xi)} ∪
{θ(∑N

i=1 xi)}]. Предположим, что θ(
∑N+1

i=1 xi) принадлежит замыканию.
Тогда возьмем формулу над L1 ∪ {∪n

∑n
i θ(xi), θ(

∑N
i=1 xi)}, и проводя в

ней преобразования 5 с каждым выражением вида
∑
aixi +

∑
diθ(fi(~x)

получим, что

θ(
N+1∑

i=1

xi) = F (θ(
N∑

i=1

λ1ijxij1+c1), θ(
N∑

i=1

λ2ijxij2+c2), . . . , θ(
N∑

i=1

λpijxijp+cp)),

т.к. количество непрерыных слагаемых в сумматорах при применении
этого преобразования не вырастает, а количество сумм вида

∑
aixi +∑

diθ(fi(~x) после каждого такого преобразования внутри формулы
уменьшается, а всего их конечно.
Пусть Ik(~x) = θ(

∑N
i=1 λkijkxijk + ck). Так как длина каждой последова-

тельности ijk равна N, то ∀k∃l ∈ {1, 2, . . . , N,N + 1} : ijk 6= l. Заметим,
тогда что тогда Ik(~x) = Ik(~x + R~el). Обозначим Gk = {~x|Gk(~x) = 1}.
Заметим, что для ∂Gk верно, что если ~x ∈ ∂Gk, то и ~x+R~el(k) ∈ ∂Gk.
Заметим, что F принимает на вход единицы и нули, и ее значение еди-
ница или ноль, и мы ей можем сопоставить логическую функцию, то
есть

θ(

N+1∑

i=1

xi) = F (χ(~x ∈ G1), χ(~x ∈ G2), . . . , χ(~x ∈ Gp))
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Теперь преобразуем логическое выражение в выражение "пересечений и
объединений"в соответствии с 4.

θ(

N+1∑

i=1

xi) = χ(~x ∈ F/,∪,∩(G1, G2, . . . , Gp))

Заметим, что для почти всех точек ∂F/,∪,∩(G1, G2, . . . , Gp), кроме мно-
жества точек нулевой меры(относительно меры µ на N-мерных объе-
мах, т.е. меры на границе), выполнено, что ∃~x ∈ ∂F/,∪,∩(G1, G2, . . . , Gp),
такой, что ∃ε > 0, l : ~x + R~el ∈ ∂F/,∪,∩(G1, G2, . . . , Gp), ∀|R| < ε.
Это свойство выполнено, для начальных Gi, которые являются бес-
конечными многогранниками и продолжает выполняться, при конеч-
ном объединении, пересечении и взятии дополнения этих многогран-
ников, так как грани получающихся при таком процессе многогранни-
ков - конечные объединения и пересечения подмножеств ∂Gi c грани-
цами в виде ломаных, и каждая грань получающегося многогранни-
ка - какое-то подмножество одной из граней Gi, при этом, если мера
µ(∂Gk ∩ ∂F/,∪,∩(G1, G2, . . . , Gp)) > 0, то свойство выше выполнено для
всех ~x ∈ ∂Gk∩∂F/,∪,∩(G1, G2, . . . , Gp) кроме точек границы этого пересе-
чения (в смысле границы на ∂F/,∪,∩(G1, G2, . . . , Gp)). Мера таких точек
относительно µ - нулевая. Но свойство выше, очевидно, не выполнено
для ∂{~x|θ(∑N+1

i=1 xi) = 1}, так как если для ~x :
∑N+1

i=1 xi = 〈~e0, ~x〉 = 0, то
∀R 6= 0, l : 〈~e0, ~x + R~el〉 = 〈~e0, ~x〉 + 〈~e0, R~el〉 = R〈~e0, ~el〉 = R 6= 0, а значит
∀R 6= 0, l : ~x+R~el 6∈ ∂{~x|θ(

∑N+1
i=1 xi) = 1}. Противоречие.

Обозначим NLL1,n = [L1 ∪ {x+NL(x, ~y), NL(x, ~y) ∈ PCn}].

Теорема 7. Пусть U = L1 ∪NLL1,n. Тогда θ(
∑N+1

i=1 xi) 6∈ [U ]

Доказательство. Заметим, что функция с линеным входом в формуле,
должна лежать внутри θ после чего работает предыдущее доказатель-
ство.

5.1. Основной результат

Теорема 8. Пусть U содержит все одноместные линейные и ещё
конечное число кусочно-параллельных . Замыкание U содержит все
кусочно-постоянные тогда, и только тогда, когда U 6⊆ NLL1, FL

Доказательство. Достаточность показана в 5. С другой стороны, оче-
видно, что есть кусочно-постоянные функции не лежащие в FL, напри-
мер θ(x). Кроме того, если U ⊂ NLL1, то ∃k : U ⊂ NLL1,k, т.к. количе-
ство функций которые не одноместные-линейные в U конечно. Но тогда
по 7 не все кусочно-постоянные выражаются.
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5.2. Заключение

Таким образом, в настоящей работе найден критерий выразимости
кусочно-постоянных функций через одноместные линейные с конечной
системой кусочно-параллельных в виде добавки. Автор выражает бла-
годарность своему научному руководителю А.А. Часовских.
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Часть 3.
Математические модели



 



Новые по порядку экспоненциальные
темпы роста

С.А. Комков1

Для конечного множества A с заданным на нем множеством
операций M определена функция d(A,M)(n), называемая темпом
роста. Порядок роста этой функции характеризует силу и исчис-
лимость множества операций. Известно, что темп роста принадле-
жит либо классу O(nk) для некоторого k ∈ N, либо классу 2Θ(n). В
работе исследуются классы экспоненциальных темпов роста, на ко-
торые разбиваются темпы роста из класса 2Θ(n) при выносе асимп-
тотического ограничения из показателя. Показано, что для любых
заранее заданных натуральных k и c существует такая пара (A,M),
что d(A,M)(n) ∈ Θ(nk · cn). Если дополнительно c > k + 1, то суще-
ствует такая пара (A,M), что d(A,M)(n) ∈ Θ(log n · nk · cn).

Ключевые слова: темп роста, генерирующие множества, ко-
нечные множества, EGP.

1. Введение

Рассмотрим декартову степень n ∈ N конечного множества A с заданным
на нём множеством операций M . Элементы An будем называть набора-
ми. Применяя операции изM к уже имеющимся наборам покоординатно,
мы можем получать новые наборы:

(
a11
...
a1n

)
, . . . ,




ak1
...
akn


→




f(a11,...,a
k
1)

...
f(a1n,...,a

k
n)


 , f ∈M.

Темпом роста для пары (A,M) называют функцию d(A,M)(n), n ∈ N,
равную для каждого n минимальному числу наборов, из которых мож-
но получить всё An, применяя операции из M покоординатно. Таким
образом, асимптотика темпа роста характеризует силу и исчислимость
заданного множества операций.

Пример 1. Пусть A = {0, 1}, M = {¬}. Тогда d(A,M)(n) = 2n−1.

Пример 2. Пусть A = {0, 1, 2}, M = {+mod 3}. Тогда d(A,M)(n) = n.

1Комков Степан Алексеевич — аспирант каф. математической теории интеллек-
туальных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: stepan.komkov@intsys.msu.ru.

Komkov Stepan Alekseevich — graduate student, Lomonosov Moscow State University,
Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of Intellectual
Systems.
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Множество наборов, из которых можно получить всё An, применяя
операции изM , называют генерирующим множеством для An по опера-
циям из M . Если при этом мощность этого множества равна d(A,M)(n),
то это минимальное генерирующее множество.

Темп роста — не просто количественная характеристика. От темпа
роста может зависеть тип решаемой задачи. Так, например, в [1] по-
казано, что подкванторная задача удовлетворения ограничений (QSCP)
сводится к обычной задаче удовлетворения ограничений (SCP) в случае
если алгебра, задающая язык ограничений, имеет темп роста из класса
O(nk) для некоторого k ∈ N.

Изучение темпов роста началось с работ Джеймса Уиголда, посвя-
щённых темпам роста конечных групп. В [9, 10, 11] он показал, что темп
рост произвольной нетривиальной совершенной конечной группы при-
надлежит классу Θ(log n), а темп роста произвольной несовершенной
конечной группы — классу Θ(n).

Возможные темпы роста для конечных полугрупп [12] отличаются
от темпов роста для конечных групп. Если конечная полугруппа содер-
жит нейтральный элемент, то её темп роста принадлежит классу Θ(n).
В противном случае её темп роста принадлежит классу 2Θ(n).

Полученные результаты для конечных групп были обобщены на дру-
гие классические конечные алгебраические структуры [8]. Оказалось,
что темпы роста нетривиальных колец, модулей, алгебр и алгебра Ли
также принадлежат одному из классов Θ(log n) или Θ(n).

Возникает закономерный вопрос о существовании таких пар (A,M),
что d(A,M)(n) не принадлежит ни одному из классов Θ(log n), Θ(n) или
2Θ(n). Оказалось, что такие пары существуют. В [2] показано, что для
любого k ∈ N существует такая пара (A,M), что d(A,M)(n) ∈ Θ(nk).

В [3, 4] обобщены результаты для классических алгебраических
структур на случай конечных множеств с некоторыми ограничениями
на множества заданных на них операций. Однако, полученные критерии
вновь разбивают возможные темпы роста на классы Θ(log n), Θ(n) или
2Θ(n).

В [14] показано, что темп роста принадлежит либо классу O(nk) для
некоторого k ∈ N, либо классу 2Θ(n). Актуален вопрос о существовании
темпов роста, принадлежащих одновременно классам ω(log n) и o(n).

В [6] найдены все возможные темпы роста пар вида (E2,M). В этом
случае темпы роста асимптотически равны одной из функций: log n, n,
2n, 2n−1.

Возникает вопрос о дальнейшем уточнении порядков и асимптотик
возможных темпов роста. Так, например, среди пар (A,M), чей темп
роста принадлежит классу Θ(log n), можно выделить пары с минималь-
ным логарифмическим темпом роста. Это такие пары, для которых
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d(A,M)(n) − log|A| n ∈ O(1). Существуют критерии минимального лога-
рифмического темпа роста [7, 5].

В данный момент все экспоненциальные темпы роста группируют-
ся в один класс, где асимптотически ограничен показатель экспоненты.
Возникает вопрос о выносе асимптотического ограничения из показа-
теля экспоненты. В настоящей работе показано, что для любых зара-
нее заданных натуральных k и c существует такая пара (A,M), что
d(A,M)(n) ∈ Θ(nk · cn). Если дополнительно c > k + 1, то существует
такая пара (A,M), что d(A,M)(n) ∈ Θ(log n · nk · cn).

Исследование выполнено при поддержке Междисциплинарной
научно-образовательной школыМосковского университета «Мозг, когни-
тивные системы, искусственный интеллект».

2. Формулировка и доказательство основных ре-
зультатов

Приведем некоторые общеизвестные результаты, которые нам понадо-
бятся:

Замечание 1. d(A,M) = d(A,[M ]), где [·] — замыкание по операциям су-
перпозиции, A и M — произвольные.

Замечание 2. d(A,M) = d(A,M∪{x}), где x — тождественная функция, A
и M — произвольные.

Для биномиального распределения известна оценка вероятности того,
что сумма превосходит математическое ожидание на заранее заданную
величину x:

Теорема. (Граница Чернова [13]) Пусть B(n, p) — биномиальное рас-
пределение с вероятностью успеха p и числом испытаний n. Тогда
P (B(n, p) > n · p+ x) 6 exp

(
−x2

2·n·p·(1−p)

)
.

Сформулируем и докажем вспомогательные леммы:

Лемма 1. Пусть f(n) > 0, f(0) = 1 и f(n) ∈ Θ
(
(log n)m · nk · tn

)
,

n → ∞, где m, k ∈ Z+, t ∈ N. Тогда для любого c ∈ N верно, что∑n
l=0C

l
n · cn−l · f(l) ∈ Θ

(
(log n)m · nk · (c+ t)n

)
, n→∞.

Доказательство. Так как f(n) > 0 и f(n) ∈ Θ
(
(log n)m · nk · tn

)
, n→∞,

то существуют такие p, P > 0, что p ·(log n)m ·nk ·tn 6 f(n) 6 P ·(log n)m ·
nk · tn. Тогда при достаточно большом n выполняется:

n∑

l=0

C l
n · cn−l · f(l) >

n∑

l=0

n!

l! · (n− l)! · c
n−l · p · (log l)m · lk · tl >
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> p ·
(

log

(
t · (n− k)

2 · (t+ c)
+ k

))m

·
n∑

l=b t·(n−k)
2·(t+c)

+kc+1

n!

l! · (n− l)! · c
n−l · lk · tl >

> p ·
(

log
t · (n− k)

2 · (t+ c)

)m

· n · (n− 1) · . . . · (n− k + 1) · tk·

·
n∑

l=b t·(n−k)
2·(t+c)

+kc+1

(n− k)!

l! · (n− l)! · c
n−l · lk · tl−k >

> p ·
(

log
t · n

4 · (t+ c)

)m

· (n− k)k·

·
n∑

l=b t·(n−k)
2·(t+c)

+kc+1

(n− k)!

(l − k)! · (n− l)! · c
n−l · tl−k >

> p ·
(

log n− log
4 · (t+ c)

t

)m

· (n− k)k · (c+ t)n−k·

·
n∑

l=b t·(n−k)
2·(t+c)

+kc+1

C l−k
n−k ·

(
c

c+ t

)n−l
·
(

t

c+ t

)l−k
=

= p ·
(

log n− log
4 · (t+ c)

t

)m

· (n− k)k · (c+ t)n−k·

·
n−k∑

l=b t·(n−k)
2·(t+c)

c+1

C l
n−k ·

(
c

c+ t

)n−k−l
·
(

t

c+ t

)l

=

= p ·
(

log n− log
4 · (t+ c)

t

)m

· (n− k)k · (c+ t)n−k·

· P
(
B(n− k, t

c+ t
) >

⌊
t · (n− k)

2 · (t+ c)

⌋
+ 1

)
.

Оценим вероятность для достаточно больших n, используя границу
Чернова:

P

(
B(n− k, t

c+ t
) >

⌊
t · (n− k)

2 · (t+ c)

⌋
+ 1

)
=
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= P

(
B(n− k, t

c+ t
) >

⌊
t · (n− k)

2 · (t+ c)

⌋)
=

=

(
1− P

(
B(n− k, t

c+ t
) 6

⌊
t · (n− k)

2 · (t+ c)

⌋))
=

=

(
1− P

(
B(n− k, c

c+ t
) > n− k −

⌈
t · (n− k)

2 · (t+ c)

⌉))
>

>
(

1− P
(
B(n− k, c

c+ t
) > n− k − t · (n− k)

2 · (t+ c)

))
=

=

(
1− P

(
B(n− k, c

c+ t
) >

c

c+ t
· (n− k) +

t · (n− k)

2 · (c+ t)

))
>

>
(

1− exp

( −t2 · (n− k)2 · (t+ c)2

2 · 4 · (c+ t)2 · (n− k) · t · c

))
=

=

(
1− exp

(−t · (n− k)

8 · c

))
> 1

2
.

Получаем:

n∑

l=0

C l
n · cn−l · f(l) > p

2
·
(

log n− log
4 · (t+ c)

t

)m

·

· (n− k)k · (c+ t)n−k ∈ Ω
(

(log n)m · nk · (c+ t)n
)
.

Оценим сумму сверху:

n∑

l=0

C l
n · cn−l · f(l) 6

n∑

l=0

n!

l! · (n− l)! · c
n−l · P · (log l)m · lk · tl 6

6 P · (log n)m ·
(

k−1∑

l=0

C l
n · cn−l · lk · tl +

+
n∑

l=k

n!

(l − k)! · (n− l)! · c
n−l · lk

l · . . . · (l − k + 1)
· tl
)

6

6 P · (log n)m ·
(
k · nk−1 · cn · (k − 1)k · tk−1 +

+ L · nk · tk ·
n∑

l=k

(n− k)!

(l − k)! · (n− l)! · c
n−l · tl−k

)
6
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6 P · (log n)m ·
(
nk−1 · cn · kk+1 · tk−1 +

+ L · nk · tk ·
n−k∑

l=0

(n− k)!

l! · (n− k − l)! · c
n−k−l · tl

)
=

= P · (log n)m ·
(
nk−1 · cn · kk+1 · tk−1 +

+ L · nk · tk · (c+ t)n−k
)
∈ O

(
(log n)m · nk · (c+ t)n

)
.

Здесь L — некоторая константа, ограничивающая последовательность
lk

l·(l−1)·...·(l−k+1) . Так как последовательность lk

l·(l−1)·...·(l−k+1) , l > k, схо-
дится при l→∞, то такая константа существует.

Следовательно,
∑n

l=0C
l
n · cn−l · f(l) ∈ Θ

(
(log n)m · nk · (c+ t)n

)
, n →

∞.

Лемма 2. Пусть d(A,M)(n) принадлежит одному из следующих клас-
сов: Θ(log n), n→∞, или Θ(nk), n→∞, для некоторого натурального
k. Тогда для любого натурального c существует такая пара (B,M ′),
что d(B,M ′)(n) ∈ Θ

(
d(A,M)(n) · cn

)
, n→∞.

Доказательство. Случай, когда c = 1 тривиален. Достаточно взять B =
A и M ′ = M . Рассмотрим случаи, когда c > 1.

Рассмотрим множество B = A ∪ {b1, . . . , bc}, где {b1, . . . , bc} — такое
множество, что {b1, . . . , bc}∩A = ∅. Зададим на множестве B множество
операций M ′, сопоставив каждой функций f(x1, . . . , xn) ∈M функцию

f ′(x1, . . . , xn) =





b1, если x1 = . . . = xn = b1,

· · ·
bc−1, если x1 = . . . = xn = bc−1,

f(x1, . . . , xn), x1, . . . , xn ∈ A,
bc, иначе.

Заметим, что в частности f ′(x1, . . . , xn) = bc, если хотя бы один из xi, 1 6
i 6 n, равен bc.

Покажем, что d(B,M ′)(n) ∈ Θ
(
d(A,M)(n) · cn

)
. Рассмотрим множество

наборов B = (B \ {bc})n. Рассмотрим набор t ∈ B у которого некоторые
координаты равны b1. Без утери общности будем считать, что это пер-
вые l координат. Допустим, что мы можем получить набор t из наборов
a1, . . . , am применяя операцию из M ′ покоординатно:
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(
a11
...
a1n

)
, . . . ,

(
am1
...

amn

)
→




b1
...
b1
tl+1

...
tn



.

Тогда никакая aji , l + 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 m, не принадлежит множе-
ству {b1, bc}, иначе ti для некоторого i ∈ {l+ 1, . . . , n} принадлежало бы
множеству {b1, bc}. Также все aji , 1 6 i 6 l, 1 6 j 6 m, равны b1, иначе в
результате не получилось бы b1.

Таким образом, набор t можно получить только из таких наборов B,
что их множество координат со значением b1 совпадает с множеством
координат набора t со значением b1.

Проводя аналогичные рассуждения для каждого из значений
b2, . . . , bc−1, а так же множества A, мы получаем, что наборы из B можно
получить только из наборов B таких, что значения b1, . . . , bc−1, а также
значения из множества A встречаются в одних и тех же координатах.

Разобьем множество B на cn классов эквивалентности. Согласно это-
му разбиению будем считать эквивалентными те наборы, у которых зна-
чения b1, . . . , bc−1, а также значения из множества A встречаются в одних
и тех же координатах. По вышеприведенным рассуждениям наборы из
каждого построенного класса эквивалентности можно получить только
из других наборов этого класса эквивалентности.

Рассмотрим класс эквивалентности ε, у которого значения из мно-
жества A встречаются в l > 1 координатах. Без утери общности будем
считать, что это первые l координат.

Пусть X — генерирующее множество для Bn по операциям из M ′.
Рассмотрим подмножество наборов генерирующего множества X из
класса эквивалентности ε. Это подмножество непустое, так как наборы
класса эквивалентности ε нельзя получить ни из чего другого. Все набо-
ры этого подмножества, а также наборы, которые мы из них получаем,
совпадают в последних n − l координатах. То есть, чтобы получить все
возможные наборы класса эквивалентности ε, достаточно получить все
возможные комбинации значений в первых l координатах внутри этого
класса эквивалентности. На значениях из A операции из M ′ ведут себя
также как операции множества M , из которых они были получены. Из
этого следует, что в X должно быть не менее d(A,M)(l) наборов из класса
эквивалентности ε.

Положим, что d(A,M)(0) = 1. Тогда полученный вывод становится
верным для случая l = 0.

Итого мощность множества X не меньше чем∑n
l=0C

l
n · (c− 1)n−l · d(A,M)(l). Здесь суммирование ведет по числу
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координат со значениями из множества A в классе эквивалентности.
Вычет C l

n соответствует количеству способов выбрать эти координаты.
Для каждого выбранного множества координат существует (c − 1)n−l

способов сопоставить каждой из оставшихся координат одно из значений
b1, . . . , bc−1. Наконец, для каждого полученного класса эквивалентности
в генерирующем множестве должно быть не менее d(A,M)(l) наборов из
этого класса эквивалентности.

Покажем, что существует генерирующее множество размера∑n
l=0C

l
n · (c− 1)n−l · d(A,M)(l). В качестве его примера возьмем мно-

жество X, состоящее только из некоторых наборов множества B. А
именно, из каждого класса эквивалентности, в котором значения из A
встречаются на l координатах, в X возьмем d(A,M)(l) таких наборов, что
если отбросить из них координаты не из A, то оставшиеся наборы будут
генерирующим множеством для Al по операциям из M .

По построению множества X и определению классов эквивалентно-
сти из множества X заведомо можно получить все наборы из B. По-
кажем, как из этих наборов теперь получить все наборы, содержащие
значение bc.

Без утери общности согласно замечаниям можно считать, что M —
замкнутое множество, содержащее все селекторы. Значит, в частности
M содержит селектор g2

1(x1, x2) = x1.
Рассмотрим произвольный набор u ∈ Bn \ B. Без утери общности

будем считать, что только первые l координат этого набора равны bc.
Тогда набор u можно получить из наборов B следующим образом:

g2
1
′







b1
...
b1

ul+1

...
un


 ,




a
...
a

ul+1

...
un





→




g21
′
(b1,a)

...
g21
′
(b1,a)

g21
′
(ul+1,ul+1)

...
g21
′
(un,un)




=




bc
...
bc

ul+1

...
un


 .

Здесь a — произвольный элемент из A.
Итак,

∑n
l=0C

l
n · (c− 1)n−l · d(A,M)(l) наборов необходи-

мо и достаточно. Так как
∑n

l=0C
l
n · (c− 1)n−l · d(A,M)(l) =∑n

l=0C
l
n · (c− 1)n−l · d(A,M)(l) · 1l, то по лемме 1 получаем, что∑n

l=0C
l
n · (c− 1)n−l · d(A,M)(l) ∈ Θ

(
d(A,M)(n) · cn

)
, n→∞.

Лемма 3. Пусть d(A,M)(n) принадлежит классу: Θ(log n · nk · cn),
n → ∞, где k ∈ Z+, c ∈ N. Тогда существует такая пара (B,M ′),
что d(B,M ′)(n) ∈ Θ(log n · nk+1 · (c+ 1)n), n→∞.

Доказательство. Рассмотрим множество B = A ∪ {−1, 0, 1}, где
{−1, 0, 1}∩A = ∅. Этого всегда можно добиться за счет переобозначения
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элементов множества A. Зададим на множестве B множество операций
M ′, сопоставив каждой функции f(x1, . . . , xn) ∈M две функции на мно-
жестве B:

f ′(x1, . . . , xn) =





0, если x1 = . . . = xn = 0,

1, если x1 = . . . = xn = 1,

f(x1, . . . , xn), x1, . . . , xn ∈ A,
− 1, иначе;

f ′′(x1, . . . , xn) =





max(x1, . . . , xn), если x1, . . . , xn ∈ {0, 1},
a, если x1 = . . . = xn = a ∈ A,
− 1, иначе.

Заметим, что в частности f ′(x1, . . . , xn) = −1 и f ′′(x1, . . . , xn) = −1, если
хотя бы один из xi, 1 6 i 6 n, равен −1.

Покажем, что d(B,M ′)(n) ∈ Θ(log n · nk+1 · (c+ 1)n), n→∞. Рассмот-
рим набор t, у которого все координаты принадлежат множеству A∪{0}.
Без утери общности будем считать, что только первые l координат при-
надлежат множеству A. Допустим, что мы можем получить набор t из
наборов a1, . . . , am применяя операцию из M ′ покоординатно:

(
a11
...
a1n

)
, . . . ,

(
am1
...

amn

)
→




t1
...
tl
0
...
0


 .

Если набор получен с помощью операции вида f ′′, то a1
i = . . . = ami =

ti, 1 6 i 6 l, так как ti ∈ A, 1 6 i 6 l. Также a1
i = . . . = ami = 0, l + 1 6

i 6 n, так как эти элементы должны принадлежать множеству {0, 1},
и их максимум должен быть равен нулю. Следовательно, с помощью
операций операций вида f ′′ набор t из неравных ему наборов получен
быть не может.

Если набор получен с помощью операции вида f ′, то a1
i = . . . = ami ∈

A, 1 6 i 6 l, так как ti ∈ A, 1 6 i 6 l. Также a1
i = . . . = ami = 0,

l + 1 6 i 6 n по определению операций вида f ′.
Итак, наборы, у которых все координаты принадлежат множеству

A ∪ {0}, могут быть получены только из таких неравных им наборов, у
которых ровно те же координаты равны 0, а остальные координаты из
множества A.

Рассмотрим набор t, у которого все координаты кроме одной принад-
лежат множеству A ∪ {0}. Оставшаяся же координата равняется 1. Без
утери общности будем считать, что только первые l координат принад-
лежат множеству A, а последняя координата равна 1. Допустим, что мы
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можем получить набор t из наборов a1, . . . , am применяя операцию изM ′

покоординатно:

(
a11
...
a1n

)
, . . . ,

(
am1
...

amn

)
→




t1
...
tl
0
...
0
1



.

Если набор получен с помощью операции вида f ′′, то a1
i = . . . = ami =

ti, 1 6 i 6 l, так как ti ∈ A, 1 6 i 6 l. Также a1
i = . . . = ami = 0, l+1 6 i 6

n−1, так как эти элементы должны принадлежать множеству {0, 1}, и их
максимум должен быть равен нулю. Наконец, хотя бы одна из a1

n, . . . , a
m
n

должна быть равна 1, чтобы их максимум равнялся 1. Следовательно,
с помощью операций вида f ′′ набор t из неравных ему наборов получен
быть не может.

Если набор получен с помощью операции вида f ′, то a1
i = . . . = ami ∈

A, 1 6 i 6 l, так как ti ∈ A, 1 6 i 6 l. Также a1
i = . . . = ami = 0,

l + 1 6 i 6 n− 1, и a1
n = . . . = amn = 1 по определению операций вида f ′.

Итак, наборы, у которых все координаты принадлежат множествуA∪
{0} кроме одной единичной координаты, могут быть получены только из
таких неравных им наборов, у которых ровно те же координаты равны 0,
совпадает единичная координата, а остальные координаты из множества
A.

Рассмотрим множество K ⊂ Bn, состоящее из наборов, где l фик-
сированных координат принадлежат множеству A, а все остальные ко-
ординаты равны 0, за исключением, быть может, одной фиксированной
координаты, равной 1. Без утери общности будем полагать, что первые
l координат принадлежат множеству A.

Пусть X — генерирующее множество для Bn по операциям из M ′.
Множество K ∩X — непустое, так как наборы множества K нельзя по-
лучить ни из чего другого. Все наборы множества K, а также наборы,
которые мы из них получаем, совпадают в последних n− l координатах.
То есть, чтобы получить все возможные наборы множества K, доста-
точно получить все возможные комбинации значений в первых l коор-
динатах. На значениях из A операции вида f ′ из M ′ ведут себя также
как операции множества M , из которых они были получены. С помо-
щью операций вида f ′′ изM ′ получить новые наборы из An невозможно.
Из этого следует, что в X должно быть не менее d(A,M)(l) наборов из
множества K.

Положим, что d(A,M)(0) = 1. Тогда полученный вывод становится
верным для случая l = 0.
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Просуммируем необходимое число наборов в генерирующем множе-
стве X для каждого множества, состоящего из наборов, где l фикси-
рованных координат принадлежат множеству A, а все остальные коор-
динаты равны 0, за исключением, быть может, одной фиксированной
координаты, равной 1. Итого мощность множества X не меньше чем∑n

l=0C
l
n · (n− l + 1) · d(A,M)(l). Здесь суммирование ведет по числу ко-

ординат со значениями из множества A. Вычет C l
n соответствует ко-

личеству способов выбрать эти координаты. Для каждого выбранного
множества координат из множества A существует (n− l) способ выбрать
среди оставшихся координат единичную координату и один способ назна-
чить все оставшиеся координаты нулевыми. Наконец, для каждого по-
лученного разбиения координат на множества координат из A, нулевых
координат и единичной координаты в генерирующем множестве должно
быть не менее d(A,M)(l) наборов.

Покажем, что существует генерирующее множество размера∑n
l=0C

l
n · (n− l + 1) · d(A,M)(l). Из каждого множества, состоящего из

наборов, где l фиксированных координат принадлежат множеству A, а
все остальные координаты равны 0, за исключением, быть может, одной
фиксированной координаты, равной 1, возьмем d(A,M)(l) таких наборов,
что если отбросить из них координаты не из A, то оставшиеся наборы
будут генерирующим множеством для Al по операциям из M . Покажем,
что полученное множество X будет генерирующим множеством.

По построению множества X из множества X заведомо можно по-
лучить все наборы, где l фиксированных координат принадлежат мно-
жеству A, а все остальные координаты равны 0, за исключением, быть
может, одной фиксированной координаты, равной 1. Покажем, как из
этих наборов теперь получить все наборы множества Bn.

Сначала получим все наборы, чьи координаты принадлежат множе-
ству A ∪ {0, 1}, при этом 1 встречает более одного раза. Обозначим это
множество B1.

Рассмотрим произвольный набор t ∈ B1 из описанного класса. Без
утери общности будем считать, что только первые l координат этого на-
бора принадлежат множеству A, и только последние p координат равны
1. Также без утери общности согласно замечаниям можно считать, что
M — замкнутое множество, содержащее все селекторы. Значит, в част-
ности M содержит селектор gp1(x1, . . . , xp) = x1. Тогда, так как ti ∈ A,
1 6 i 6 l, набор t можно получить с помощью операции gp1

′′ из следую-
щих уже имеющихся наборов:
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


t1
...
tl
0
...
0
1
0
...
0
0




,




t1
...
tl
0
...
0
0
1
...
0
0




, . . . ,




t1
...
tl
0
...
0
0
0
...
0
1




→




t1
...
tl
0
...
0
1
1
...
1
1




.

Итак, из множества X можно получить все наборы без −1. Набо-
ры, содержащие −1, можно получить аналогично получению наборов,
содержащих bc, в доказательстве леммы 2.

Получаем, что
∑n

l=0C
l
n · (n− l + 1) · d(A,M)(l) наборов необходимо и

достаточно. С помощью леммы 1 получаем, что
n∑

l=0

C l
n · (n− l + 1) · d(A,M)(l) =

=
n∑

l=0

C l
n · (n− l) · d(A,M)(l) +

n∑

l=0

C l
n · d(A,M)(l) =

= n ·
n−1∑

l=0

C l
n−1 · 1n−l · d(A,M)(l)+

+

n∑

l=0

C l
n · 1n−l · d(A,M)(l) ∈ n ·Θ(log n · nk · (c+ 1)n) =

= Θ(log n · nk+1 · (c+ 1)n), n→∞.

Теорема 1. Для любых k, c ∈ N существует такая пара (A,M), что
d(A,M)(n) ∈ Θ(nk · cn), n→∞. Если дополнительно c > k + 1, то суще-
ствует такая пара (A,M), что d(A,M)(n) ∈ Θ(log n · nk · cn), n→∞.

Доказательство. Как показано в [2], для любого k ∈ N существует такая
пара (A,M), что d(A,M)(n) ∈ Θ(nk), n → ∞. По лемме 2 для любого
c ∈ N существует такая пара (B,M ′), что d(B,M ′)(n) ∈ Θ

(
d(A,M)(n) · cn

)
=

Θ
(
nk · cn

)
, n→∞. Тем самым доказана первая часть теоремы.

Допустим, что c > k + 1. По лемме 2 существует такая пара (A,M),
что d(A,M)(n) ∈ Θ(log n · (c− k)n), n→∞. Применяя k раз лемму 3, по-
лучаем такую пару (B,M ′), что d(B,M ′)(n) ∈ Θ

(
log n · nk · (c− k + k)n

)
=

Θ
(
log n · nk · cn

)
, n→∞. Тем самым доказана вторая часть теоремы.
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[6] Kearnes K. A., Kiss E. W., Szendrei Á., “Growth rates of algebras, II: Wiegold
dichotomy”, International Journal of Algebra and Computation, 25:4 (2015),
555–566.

[7] Kearnes K. A., Kiss E. W., Szendrei Á., “Growth rates of algebras, III: finite
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Undescribed exponential growth rates
Komkov S.A.

There is a function d(A,M)(n) called growth rate that is defined for
an arbitrary finite set A with a set of operations M defined on it. It
characterizes the strength of given operations. It has been proved that
growth rate is either O(nk) for some k ∈ N, either 2Θ(n). We research
classes of exponential growth rates that appear after splitting the
class with asymptotic bound in the exponent to classes with outward
asymptotic bounds. We show that there exists a pair (A,M) with the
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growth rate d(A,M)(n) ∈ Θ(nk · cn) for arbitrary predefined natural
numbers k and c. In addition, if c > k + 1 then there exists a pair
(A,M) with the growth rate d(A,M)(n) ∈ Θ(log n · nk · cn).

Keywords: growth rate, generating sets, finite sets, EGP.
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[2] Kearnes K. A., Kiss E. W., Szendrei Á., “Growth rates of algebras, I: Pointed
cube terms”, Journal of the Australian Mathematical Society, 101:1 (2016),
56–94.

[3] Kearnes K. A., Kiss E. W., Szendrei Á., “Growth rates of algebras, II: Wiegold
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О поведении функции Шеннона
сложности реализации систем мономов

схемами композиции

С.А. Корнеев1

В работе исследуется сложность реализации (минимально воз-
можное число операций) систем мономов схемами, использующими
двухвходовую операцию композиции, которую можно рассматри-
вать как обобщение операции умножения. Установлено, что асимп-
тотика роста функции Шеннона, характеризующей максимальную
сложность среди систем из p мономов от q переменных с показате-
лями степеней не более K, при условии pq logK →∞ и некоторых
дополнительных ограничениях имеет вид min(p, q) log2K + pq

log2(pq)
.

Ключевые слова: система мономов, сложность вычисления,
схемная сложность, схема композиции, функция Шеннона.

Изучается сложность вычисления (величина, равная минимальному
числу операций) систем мономов схемами композиции. Схемы компози-
ции представляют собой вычислительную модель с возможностью мно-
гократного использования результатов промежуточных вычислений, в
которой единственной операцией является операция композиции двух
мономов. Эта операция была предложена А.И. Ширшовым [1] как обоб-
щение операции умножения. Схемы, использующие эту операцию, — схе-
мы композиции — исследовались, например, в работах [2, 3, 4, 5].

Для мономов U1 = x1
a1x2

a2 . . . xq
aq и U2 = x1

b1b2
b2 . . . xq

aq будем гово-
рить, что моном U1 содержится в мономе U2 (или что моном U2 содер-
жит моном U1) и использовать обозначение U1 ≤ U2, если выполнены
условия ak ≤ bk, k = 1, . . . , q. Если же хотя бы одно из этих условий
не выполнено, то будем говорить, что моном U1 не содержится в моно-
ме U2 (моном U2 не содержит моном U1) и использовать обозначение
U1 6≤ U2. Моном с нулевым набором степеней будем называть нулевым
мономом.

Пусть для мономов U = x1
a11x2

a12 . . . xq
a1q , V = x1

a21x2
a22 . . . xq

a2q

и R = x1
b1x2

b2 . . . xq
bq выполнены условия R ≤ U и R ≤ V . Тогда моном

(U, V )R =
UV

R
= x1

a11+a21−b1x2a12+a22−b2 . . . xqa1q+a2q−bq

1Корнеев Сергей Александрович — аспирант каф. дискретной математики мех.-мат.
ф-та МГУ, e-mail: korneev.sa.42@gmail.com.

Korneev Sergey Aleksandrovich — graduate student, Lomonosov Moscow State
University, Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Discrete Mathematics.
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называется композицией мономов U и V относительно монома R. От-
метим, что операция умножения мономов является частным случаем опе-
рации композиции, в этом случае R — нулевой моном.

Для удобства изложения определим схему композиции как схему из
двухвходовых функциональных элементов (см., например, [6, 7, 8]), реа-
лизующих композицию мономов. Отметим, что схему композиции также
можно определять как последовательность слов [2] или мономов [3, 4, 5],
удовлетворяющую определённым условиям.

Схемой композиции над системой мономов M = {U1, . . . , Ur} будем
называть схему из двухвходовых функциональных элементов, удовле-
творяющую следующим условиям:

а) на входы схемы подаются мономы U1, . . . , Ur;

б) каждый элемент вычисляет композицию двух подаваемых на его
входы мономов относительно некоторого монома R (вообще говоря, сво-
его для каждого элемента);

в) если на входы элемента E подаются мономы U и V , то соответ-
ствующий элементу E моном R удовлетворяет условиям R ≤ U и R ≤ V .

Будем говорить, что схема композиции S реализует систему моно-
мов V1, . . . , Vp, если эти мономы вычиляются на её выходах.

Если элемент E схемы S вычисляет моном U как композицию моно-
мов U1 и U2 относительно монома R, то равенство U = (U1, U2)R будем
называть правилом вычисления монома U элементом E схемы S.

Если S — схема композиции, то под сложностью lsh(S) схемы ком-
позиции S будем понимать число элементов в ней.

Пусть M и M0 — системы мономов. Следуя [3], положим lsh(M) =
min lsh(S), где минимум берётся по всем схемам композиции, реализу-
ющим систему M над множеством переменных {x1, . . . , xq}. Величину
lsh(M) будем называть сложностью реализации системы мономов M
схемами композиции. Аналогично, величину lsh(M/M0), определяемую
равенством lsh(M/M0) = min lsh(S), где минимум берётся по всем схе-
мам композиции, реализующим систему мономов M над системой моно-
мов M0, будем называть сложностью реализации системы мономов M
над системой мономов M0 схемами композиции. Если для схемы S, ре-
ализующей систему мономов M над системой мономов M0, выполнено
условие lsh(S) = lsh(M/M0), то такую схему будем называть минималь-
ной схемой композиции (реализующей систему мономовM над системой
мономов M0). Очевидно, что минимальная схема композиции не может
содержать двух одинаковых элементов.
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Заметим, что матрица из целых неотрицательных чисел

A =




a11 a12 . . . a1q
a21 a22 . . . a2q
. . . . . . . . . . . .
ap1 ap2 . . . apq




однозначно задаёт систему мономов

MA = {x1a11x2a12 . . . xqa1q , x1a21x2a22 . . . xqa2q , . . . , x1ap1x2ap2 . . . xqapq}.

Сложностью lsh(A) реализации матрицы A будем называть сложность
реализации соответствующей этой матрице системы мономов MA. В
дальнейшем во всех терминах и обозначениях сложности будем допус-
кать замену системы мономов на соответствующую матрицу (и наобо-
рот).

Интерес к задаче о сложности вычисления системы мономов схемами
композиции обусловлен несколькими факторами.

Во-первых, задача об исследовании разных свойств, в том числе и
связанных с вопросами сложности, известной в алгебре (см., напри-
мер, [1]) операции композиции, возникает естественным образом.

Во-вторых, операция композиции двух мономов является обобщением
обычной операции умножения двух мономов (в том смысле, что операция
умножения является частным случаем операции композиции — компо-
зицией относительно нулевого монома). Задачи о сложности вычисления
схемами композиции одного монома от одной переменной, одного моно-
ма от нескольких переменных или системы из нескольких мономов от
одной переменной имеют простое решение с точным ответом1) (см., на-
пример, [2]):

lsh(x
a) = dlog ae ,

lsh(x1
a1x2

a2 . . . xq
aq) =

⌈
log max

k:1≤k≤q
ak

⌉
+ q − 1,

lsh(x1
a1 , x2

a2 , . . . , xp
ap) = dlog a1e+

p∑

k=2

⌈
log

(
ak
ak−1

)⌉
, 0 < a1 < . . . < ap,

причем в этих случаях точное значение сложности реализации схема-
ми композиции асимптотически совпадает с величиной сложности ре-
ализации классическими схемами умножения (про эту вычислительную
модель см., например, [9, 10]). Таким образом, этот подход позволяет вы-
делить содержательную часть доказательства верхних и нижних оценок,
отделив ее от технически сложной и трудоемкой, но не содержательной
части.

1) Здесь и далее под записью log x понимается log2 x.
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Еще одна важная составляющая интереса к исследованию сложности
реализации систем мономов схемами композиции сформировалась уже в
процессе изучения возможностей и свойств этой вычислительной моде-
ли. Выяснилось, что в этой модели имеют место интересные эффекты,
отсутствующие, или, по крайней мере, неизвестные в близких вычисли-
тельных моделях — схемах умножения, схемах умножения и деления, а
также схемах умножения с дополнительными входами, на которые пода-
ются величины, обратные к исходным входным переменным (подробнее
про эти модели см., например, [10]).

В частности, оказалось, что в отличие от классических схем из эле-
ментов умножения, а также схем из элементов умножения и деления, для
схем композиции не работают соображения двойственности — известны
примеры систем из n мономов от n переменных, задаваемых матрицами
показателей степеней, которые получаются друг из друга путем транс-
понирования и при этом имеют принципиальное различие в сложности
реализации схемами композиции [3].

В работе [11] было выявлено еще одно существенное отличие моде-
ли схем композиции от классических моделей. Для схем умножения и
схем умножения-деления при реализации системы из двух мономов и
при реализации системы мономов от двух переменных сложность по
существу определяется некоторой квадратной подматрицей порядка 2
матрицы показателей степеней переменных в мономах (более того, для
вычислительной модели, допускающей операции умножения и деления,
при реализации системы из p мономов от q переменных схемами из эле-
ментов умножения и деления сложность по существу определяется неко-
торой квадратной подматрицей порядка min(p, q) матрицы показателей
степеней в мономах). Аналогичный факт справедлив и при реализации
системы из двух мономов схемами композиции [4]. Однако в случае вы-
числения системы из p мономов ситуация принципиально иная.

Следующий пример демонстрирует, что при фиксированном p даже
удаление одного произвольного монома может изменить асимптотику ро-
ста сложности реализации матрицы размера p × 2 схемами композиции,
и следовательно, эта асимптотика не только не определяется подматри-
цей размера 2 × 2, но даже, вообще говоря, не определяется никакой
подматрицей размера (p− 1) × 2.
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Пусть p — чётное число (это непринципиально, пример легко обоб-
щается на случай нечётного p). Рассмотрим матрицу

A =




22n 1
22n 23n

24n 23n

24n 25n

. . . . . .

2pn 2(p−1)n

2pn 2(p+1)n




.

Обозначим через A(k) матрицу, полученную из матрицы A удалени-
ем k-й строки. Тогда

lsh(A) = (2p+ 1)n+ 1, lsh(A
(k)) = (2p− 1)n+ 1.

Рассмотрим последовательности матриц An и A(kn)
n , которые получа-

ются из матриц A и A(k), соответственно, при n = 1, 2, 3, . . . и произволь-
ных kn ∈ {1, 2, . . . , p}. Тогда

lim
n→∞

lsh(An)

lsh(A
(kn)
n )

= 1 +
1

p− 1
2

,

т. е. асимптотика роста последовательности матриц A(kn)
n отличается от

асимптотики роста последовательности матриц An.
Приведенные отличия свойств функционала сложности вычисления

систем мономов схемами композиции и функционалов сложности в клас-
сических вычислительных моделях не оставляют места для удивления по
поводу того факта, что, несмотря на то, что при вычислении одного мо-
нома от нескольких переменных и при вычислении нескольких степеней
одной переменной задача нахождения сложности в классе схем компо-
зиции принципиально проще аналогичной задачи в классе схем умно-
жения, уже при вычислении системы из двух мономов от нескольких
переменных и при вычислении системы из нескольких мономов от двух
переменных эти задачи уже сопоставимы (при нахождении асимптотики
роста сложности) [4, 9, 12], а в случае реализации системы из трех мо-
номов от трех переменных асимптотика роста сложности в классе схем
умножения известна [13, 14], а в классе схем композиции — нет.

Таким образом, в случае реализации систем мономов схемами ком-
позиции исследование вопросов сложности дало удовлетворительные ре-
зультаты только в тех случаях, когда либо число переменных, либо чис-
ло мономов не превосходит двух. Попытки установить асимптотику ро-
ста сложности в более общих случаях сталкиваются с принципиальными
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трудностями, часть из которых описана выше. Обычно в таких случаях
задачу исследования сложности реализации произвольной функции (в
данном случае — системы мономов) заменяют существенно более простой
задачей исследования асимптотического поведения функционала Шен-
нона, характеризующего максимальное значение сложности функций из
некоторого класса.

Пусть l(A), l2(A), lF (A) — сложность реализации (минимально воз-
можное число операций в соответствующей модели) системы моно-
мов, задаваемой матрицей A, схемами умножения, схемами умножения-
деления и схемами умножения с дополнительными входами, на которые
подаются величины, обратные к исходным входным переменным, соот-
ветственно. Определим функции Шеннона для этих моделей, а также
для модели схем композиции.

L(p, q,K) = max
A:A=(aij)p×q

0≤aij≤K

l(A), L2(p, q,K) = max
A:A=(aij)p×q

−K≤aij≤K

l2(A).

LF (p, q,K) = max
A:A=(aij)p×q

−K≤aij≤K

lF (A), Lsh(p, q,K) = max
A:A=(aij)p×q

0≤aij≤K

lsh(A).

В 1980 году Н. Пиппенджер, опираясь на свой результат об обобщён-
ных вентильных схемах [15], основанный, в свою очередь, на результатах
О.Б. Лупанова [16] и Э.И. Нечипорука [17], установил асимптотику ро-
ста функции Шеннона для классической модели.

Утверждение 1 [9]. Пусть pq logK →∞. Тогда

L(p, q,K) = min (p, q) logK +
pq log (K + 1)

log (pq logK)
(1 + o(1)) +O(p+ q).

В работе [18] на основе результатов [10] при слабых ограничениях
установлена асимптотика роста функции Шеннона L2(p, q,K).

Утверждение 2 [18]. Пусть pq logK →∞. Тогда

L2(p, q,K) = min (p, q) logK+

+
pq log (2K + 1)

log (pq logK)

(
1 +O

(
log log pq logK

log pq logK

)1/2
)

+O(max (p, q)).

Для схем умножения с дополнительными входами, на которые пода-
ются величины, обратные к исходным входным переменным, в работе [19]
установлена асимптотика роста функции Шеннона, но при несколько
более сильных ограничениях. Эти ограничения связаны с некоторыми
нетривиальными особенностями данной модели, в частности, с тем, что
в ней не работают в достаточной мере соображения двойственности.
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Утверждение 3 [19]. Пусть pq logK →∞. Тогда справедливы неравен-
ства

LF (p, q,K) ≤ min (p, q + 1) logK+

+
pq log (2K + 1)

log (pq logK)

(
1 +O

(
log log pq logK

log pq logK

)1/2
)

+O(max (p, q)),

LF (p, q,K) ≥ max

(
min (p, q + 1) logK,

pq log (2K + 1)

log (pq logK)

)
+O(max (p, q)).

В данной работе при условии pq logK → ∞ и некоторых дополни-
тельных ограничениях установлена асимптотика роста функции Шенно-
на сложности реализации систем мономов схемами композиции. Наличие
этих ограничений во многом объясняется вышеописанными трудностя-
ми при исследовании сложности в вычислительной модели схем компо-
зиции.

Для доказательства основного результата (сформулированного ниже
в виде теоремы) потребуется неколько лемм. Утверждение леммы 1 оче-
видно, доказательство леммы 2 можно найти в работе [4], утверждение
леммы 3 легко следует из утверждения 1.

Лемма 1. Если существуют схемы, реализующие систему мономов M1

над системой мономов M0 и систему мономов M над системой моно-
мов M1, то

lsh(M/M0) ≤ lsh(M/M1) + lsh(M1/M0).

Лемма 2 [4]. Пусть мономы U = x1
a1x2

a2 . . . xq
aq и V = x1

b1x2
b2 . . . xq

bq

удовлетворяют условиям ak ≥ bk > 0, k = 1, . . . , q. Тогда

lsh(U/V ) =

⌈
log max

k:1≤k≤q
ak
bk

⌉
.

Лемма 3. Пусть pq →∞. Тогда

Lsh(p, q, 1) ≤
pq

log (pq)
(1 + o(1)) +O(p+ q).

Обозначим через Md(p, q) класс булевых матриц A = (aij) разме-
ра p × q с единицами на главной диагонали, т. е. удовлетворяющих
условиям

aii = 1, i = 1, . . . ,min (p, q).

Положим
L
(d)
sh (p, q) = max

A∈Md(p,q)
lsh(A).
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Лемма 4. Пусть pq →∞. Тогда2)

L
(d)
sh (p, q) &

pq

log (pq)
.

Доказательство. Рассмотрим схемы из функциональных элементов в
неполном базисе {∨}, которые реализуют систему дизъюнкций, задава-
емую булевой матрицей. Обозначим через l∨(A) сложность вычисления
в этой модели системы дизъюнкций, задаваемой матрицей A. Легко ви-
деть, что тогда lsh(A) = l∨(A).

Количество матриц в классеMd(p, q) равно 2pq−min (p,q). Отсюда, учи-
тывая условие pq → ∞, получаем мощностную оценку (см., напри-
мер, [20], теорема Д.1)

max
A∈Md(p,q)

l∨(A) &
pq −min (p, q)

log (pq −min (p, q))
& pq

log (pq)
,

из которой следует

L
(d)
sh (p, q) = max

A∈Md(p,q)
lsh(A) = max

A∈Md(p,q)
l∨(A) &

pq

log (pq)
,

что и требовалось.

Лемма 5. Пусть pq logK →∞. Тогда

Lsh(p, q,K) & min (p, q) logK +
pq

log (pq)
.

Доказательство. Пусть A′ — булева матрица с единицами на главной
диагонали, для которой выполнено условие lsh(A′) = L

(d)
sh (p, q), A — мат-

рица, полученная из матрицы A′ заменой всех диагональных элементов
на K, S — минимальная схема, реализующая матрицу A.

Будем последовательно преобразовывать схему S, заменяя её элемен-
ты на элементы, реализующие операции композиции сдвух специальных
типов. Операции композиции обоих типов обладают следующим свой-
ством: моном R, относительно которого выполняется операция компози-
ции, однозначно определяется исходными мономами.
1. Операция ϕ типа G по двум мономам U1 и U2, содержащим перемен-
ные не более чем в первой степени, вычисляет моном U , содержащий все
переменные мономов U1 и U2 в первой степени:

2) Здесь и далее запись an & bn обозначает, что lim
n→∞

bn
an

≤ 1.
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U1 = x1
a1x2

a2 . . . xq
aq , U2 = x1

b1x2
b2 . . . xq

bq ,

R = R(U1, U2) = x1
min (a1,b1)x2

min (a2,b2) . . . xq
min (aq ,bq)

ϕ(U1, U2) = (U1, U2)R = x1
max (a1,b1)x2

max (a2,b2) . . . xq
max (aq ,bq),

ak ∈ {0, 1}, bk ∈ {0, 1}, k = 1, 2, . . . , q.

2. Операция ψi типа Gi, i = 1, . . . , q по двум мономам U1 и U2, содержа-
щим переменную xi в степенях ai и bi, соответственено, а все остальные
переменные — не более чем в первой степени, вычисляет моном, содер-
жащий переменную xi в степени ai + bi, а все остальные переменные
мономов U1 и U2 — в первой степени:

U1 = x1
a1 . . . xi

ai . . . xq
aq , U2 = x1

b1 . . . xi
bi . . . xq

bq ,

Ri = Ri(U1, U2) =

= x1
min (a1,b1) . . . xi−1min (ai−1,bi−1)xi+1

min (ai+1,bi+1) . . . xq
min (aq ,bq),

ψi(U1, U2) = (U1, U2)Ri = x1
max (a1,b1) . . . xi

ai+bi . . . xq
max (aq ,bq),

ak ∈ {0, 1}, bk ∈ {0, 1}, ai ∈ N ∪ {0}, bi ∈ N ∪ {0},
k = 1, . . . , i− 1, i+ 1, . . . , q, i = 1, . . . , q.

Пронумеруем все элементы схемы S так, чтобы на вход каждого эле-
мента подавался моном, приписанный входу схемы, или моном, вычис-
ляемый на выходе элемента с меньшим номером (см., например, [21],
примечание 1). Заменим элементы схемы S в порядке возрастания их
номеров по следующим правилам:
1. Если на выходе элемента вычисляется моном, содержащий переменные
не более чем в первой степени, то заменим его на элемент, реализующий
операцию типа G.
2. Если на выходе элемента вычисляется моном, содержащий перемен-
ную xi хотя бы во второй степени, то заменим его на элемент, реализу-
ющий операцию типа Gi.

При таком преобразовании каждый элемент схемы S будет заменён
на элемент, реализующий операцию одного из типов G,G1, . . . , Gmin (p,q)

(это следует из вида матрицы A и минимальности схемы S). В результате
получим некоторую схему композиции S0, которая реализует некоторую
матрицу A0. Нетрудно заметить, что матрица A0 может отличаться от
матрицы A только в диагональных элементах (они могут увеличиться).

Для каждого i, i = 1, . . . ,min (p, q), построим мультимножество Ti(S0)
из мономов, содержащих переменную xi в первой степени и подаваемых
на входы элементов схемы S0, реализующих операцию типа Gi. Если
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для некоторого i в мультимножестве Ti(S0) есть моном, каждая пере-
менная которого содержится в одном из других мономов мультимноже-
ства Ti(S0) (в том числе, если в это мультимножество входит ещё один
такой же моном), то выберем в схеме S0 любой элемент, реализующий
операцию типа Gi, на вход которого подаётся этот моном. Удалим этот
элемент, а на его выход подадим моном, который подавался на другой
вход. В результате получим некоторую схему S1, реализующую матри-
цу A1, которая может отличаться от матрицы A только в диагональных
элементах.

Так как при удалении элемента схема меняется, то для каждого сле-
дующего шага мультимножества строятся заново. Пусть уже построена
схема Sk, k = 1, 2, . . ., реализующая матрицу Ak.

Для каждого i, i = 1, . . . ,min (p, q), построим мультимножество Ti(Sk)
из мономов, содержащих переменную xi в первой степени и подавае-
мых на входы элементов схемы Sk, реализующих операцию типа Gi.
Если для некоторого i в мультимножестве Ti(Sk) есть моном, каждая
переменная которого содержится в одном из других мономов мульти-
множества Ti(Sk), то выберем в схеме Sk любой элемент, реализующий
операцию типа Gi, на вход которого подаётся этот моном. Удалим этот
элемент, а на его выход подадим моном, который подавался на другой
вход. В результате получим некоторую схему Sk+1, реализующую матри-
цу Ak+1, которая может отличаться от матрицы A только в диагональ-
ных элементах.

Будем продолжать этот процесс, пока на некотором шаге m не будет
выполнено следующее условие: для любого i, i = 1, . . . ,min (p, q), каждый
моном из мультимножества Ti(Sm) содержит переменную, которая не
содержится ни в одном другом мономе из мультимножества Ti(Sm).

Пронумеруем все элементы схемы Sm так, чтобы на вход каждого эле-
мента подавался моном, приписанный входу схемы, или моном, вычисля-
емый на выходе элемента с меньшим номером. Удалим из схемы Sm эле-
мент с наименьшим номером, реализующий операцию типа Gi, для моно-
мов U1 и U2, подаваемых на входы которого, выполнено условие U1 ≤ U2

(или U2 ≤ U1). На выход этого элемента подадим моном U2 (соответ-
ственно, U1). Будем продолжать этот процесс, пока такие элементы не
закончатся. В результате получим некоторую схему Sm+1, реализующую
матрицу Am+1, которая может отличаться от матрицы A только в диа-
гональных элементах.

Для схемы Sm+1 аналогично построим семейство мультимножеств
Ti(Sm+1), i = 1, . . . ,min (p, q). Для них также будет выполнено усло-
вие: для любого i, i = 1, . . . ,min (p, q) каждый моном из мультимно-
жества Ti(Sm+1) содержит переменную, которая не содержится ни в од-
ном другом мономе из мультимножества Ti(Sm+1). Пусть диагональные
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элементы матрицы Am+1 равны k1, k2, . . . , kmin (p,q). Тогда для всех i,i =
1, . . . ,min (p, q), каждый моном, содержащий переменную xi в первой сте-
пени и подаваемый на вход элемента схемы Sm+1, реализующего опера-
цию типа Gi, содержит переменную, которая не содержится ни в одном
другом таком мономе, и поэтому |Ti(Sm+1)| < q. Заметим также, что в
схеме Sm+1 каждый моном, содержащий переменную xi, используется
для порождения монома, соответствующего i-й строке матрицы Am+1,
не более одного раза, и поэтому ki ≤ |Ti(Sm+1)|.

Отсюда получаем неравенства

ki < q, i = 1, . . . ,min (p, q). (1)

Удаление одного элемента схемы может уменьшить степень только
одной переменной только одного из мономов, реализуемых на выходах
схемы, причём не более чем в два раза, и поэтому

lsh(Sm+1) ≤ lsh(S)−
min (p,q)∑

i=1

⌈
log

(
K

ki

)⌉
. (2)

Пронумеруем все элементы схемы Sm+1 так, чтобы на вход каждо-
го элемента подавался моном, приписанный входу схемы, или моном,
вычисляемый на выходе элемента с меньшим номером. Не меняя струк-
туры схемы Sm+1, заменим её элементы, реализующие операции типа Gi,
i = 1, . . . ,min (p, q), в порядке возрастания их номеров на элементы, ре-
ализующие операции типа G. В результате получим схему S′, которая
реализует матрицу A′.

Покажем, что

min (p, q) log q = o

(
min (p, q) logK +

pq

log (pq)

)
. (3)

Если величины p и q ограничены, то K →∞, откуда

min (p, q) log q = o (min (p, q) logK) .

Пусть теперь хотя бы одна из величин p, q неограниченна. Рассмотрим
два случая:
1. Если p ≤ q, то величина q неограниченна, и поэтому

min (p, q) log q = p log q = o

(
pq

log q

)
= o

(
pq

log (pq)

)
.

2. Если q ≤ p, то величина p неограниченна, и поэтому

min (p, q) log q = q log q = o

(
pq

log (pq)

)
.
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Наконец, используя (1), (2), (3) и лемму 4, получаем

Lsh(p, q,K) ≥ lsh(A) = lsh(S) = lsh(Sm+1) +

min (p,q)∑

i=1

⌈
log

(
K

ki

)⌉
=

= lsh(S
′) +

min (p,q)∑

i=1

log

(
K

ki

)
≥ lsh(A′) +

min (p,q)∑

i=1

log

(
K

q

)
=

= L
(d)
sh (p, q) + min (p, q) logK −min (p, q) log q &

& min (p, q) logK +
pq

log (pq)
,

что и требовалось.

Лемма 6. Пусть pq logK →∞. Тогда

Lsh(p, q,K) ≤ p logK +
pq

log (pq)
(1 + o(1)) +O(p+ q).

Доказательство. Пусть A = (aij) — произвольная матрица размера p×q
из целых неотрицательных чисел, элементы которой не превосходят K,
и пусть A1 — матрица, полученная из матрицы A заменой всех положи-
тельных элементов на 1. Используя леммы 1, 2 и 3, получаем

lsh(A) ≤ lsh(A1) +

p∑

i=1

⌈
log max

j:1≤j≤q
aij

⌉
≤

≤ p logK +
pq

log (pq)
(1 + o(1)) +O(p+ q),

что и требовалось.

Лемма 7. Пусть pq logK →∞. Тогда

Lsh(p, q,K) ≤ q logK + (p+ 1)q.

Доказательство. Рассмотрим систему мономов

M0 = {xi2
k
: i = 1, 2, . . . , q; k = 0, 1, . . . , dlogKe}.

Используя леммы 1 и 2, получаем

lsh(A) ≤ lsh(M0) + lsh(A/M0) ≤ q dlogKe+ pq ≤ q logK + (p+ 1)q,

что и требовалось.
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Теорема. Пусть pq logK → ∞ и дополнительно выполнено хотя бы
одно из условий:

a) p ≤ q;
б) p = o(logK);
в) logK = o(q/ log p).
Тогда

Lsh(p, q,K) =

(
min (p, q) logK +

pq

log (pq)

)
(1 + o(1)) +O(p+ q).

Доказательство. Нижняя оценка сразу следует из леммы 5. Докажем
верхнюю оценку.

Если p ≤ q, то верхняя оценка непосредственно вытекает из леммы 6.
Пусть теперь p > q и p = o(logK). Тогда из леммы 7 получаем

Lsh(p, q,K) ≤ q logK + (p+ 1)q =

= q logK(1 + o(1)) = min (p, q) logK(1 + o(1)).

Наконец, пусть p > q и logK = o(q/ log p). Тогда из леммы 6 получаем

Lsh(p, q,K) ≤ p logK +
pq

log (pq)
(1 + o(1)) +O(p+ q) =

=
pq

log (pq)
(1 + o(1)) +O(p+ q).

Во всех случаях установлена требуемая верхняя оценка.
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On the behavior of the Shannon function of the implementation
complexity of monomials system
Korneev Sergei Aleksandrovich

In this paper, we examined the computational complexity
(minimum possible number of operations) of systems of monomials
by circuits using two-input composition operation, which can be
considered as a generalization of multiplication operation. We found
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that growth asymptotic of the Shannon function, characterizing the
maximum complexity among systems of p monomials of q variables
with exponents no more than K, given that pq logK → ∞ and some
additional restrictions, has the form min(p, q) log2K + pq

log2(pq)
.

Keywords: set of monomials, computation complexity, circuit
complexity, composition circuit, Shannon function.
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О соответствии сложности СФЭ и числа
шагов машины Тьюринга

М.В. Носов1

В работе схематично доказывается интуитивно понятный факт
о соответствии полиномиальной сложности СФЭ в базисе из штри-
ха Шеффера полиномиальному числу шагов машины Тьюринга.
Приведены числовые оценки.

Ключевые слова: сложность схемы, штрих Шеффера, маши-
на Тьюринга.

Пусть дана СФЭ в базисе из штриха Шеффера, вычисляющая функ-
цию алгебры логики f(x1, . . . , xn). Построим машину Тюринга, кото-
рая для любого булевского набора (γ1, . . . , γn) начальную конфигурацию
q1γ1 . . . γn переводит в конфигурацию, в которой в заключительном со-
стоянии q0, считывающая головка остановилась на ячейке с содержимым
f(γ1, . . . , γn).

Пусть схема состоит из k элементов. Расположим все входы и все эле-
менты схемы последовательно. На первых n местах расположены входы
x1, . . . , xn, на n + 1 месте находится первый элемент схемы, на n + 2 -
второй элемент схемы и т.д. Пусть i-ый элемент схемы имеет своими
входами выходы элементов или входы схемы, стоящие на местах i1 и
i2, i1 < i2.

Внешний алфавит A будем наращивать по мере построения маши-
ны, в начале A 3 0, 1, λ, где λ-пустой символ. Множество состояний
Q также будем наращивать. На первом этапе начальную конфигура-
цию K1 = q1γ1 . . . γn переводит в конфигурацию K2 = qlγ1λγ2λ . . . λγn.
Эта несложная программа потребует константное число состояний C1,
число шагов не превышает C2n

2, где C2 - константа. Далее переве-
дем конфигурацию K2 в конфигурацию K3 = a0γ1a1γ1γ2 . . . an−1γnanqr,
где a0, a1, . . . , an-новые буквы алфавита, число состояний не превысит
C3n,мощность алфавита не превысит n + C4, общее число шагов - не
более C5n

2, где C3, C4, C5-константы.
В ячейку, которую сейчас обозревает головка нобходимо поставить

согласно схеме (δi1 |δi2), где δi1 - содержимое левой ячейки от ячейки
с символом ai1 , δi2 -содержимое левой ячейки от ячейки с символом

1Носов Михаил Васильевич — с.н.с. каф. математической теории интеллектуаль-
ных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: mvnosov@mail.ru.

Nosov Michail Vasilevich-senior researcher, Lomonosov Moscow State University,
Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of Intellectual
Systems.
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ai2 .Слева от ячейки, которую сейчас обозревает головка находится сим-
вол ai−1. Множество состояний, которое сейчас появится будет разделе-
но на группы. Используя первую группу состояний доходим до ячейки
с символом ai2 (достаточно 2 состояния для этого процесса) и не бо-
лее i шагов. Если δi2 = 1, то перейдем во вторую группу состояний, если
δi2 = 0, то перейдем в третью группу состояний, вернувшись в обеих слу-
чаях в ячейку с ai2 . Далее в рамках каждой группы доходим до ячейки
с символом ai1 , в соседней левой ячейке находится δi1 . Если δi1 = 1 и на-
ходимся во второй группе состояний, то переходим в четвертую группу
состояний, во всех остальных случаях переходим в пятую группу. Об-
ратно возвращаемся вправо к ячейке с содержимым ai−1. в правую от
неё ячейку ставим 1, если находимся в пятой группе состояний и ставим
0, если находимся в четвертоё группе, затем в соседнюю правую ячей-
ку ставим ai и попадаем в очередной цикл. Мощность каждой группы
не превышает константу, число шагов не превышает C6i, C6- константа.
Число больших циклов k.

В итоге, число шагов машины Тьюринга не более C7(kn)
2+C8 шагов,

число состояний не более C9(k + n) + C10, мощность алфавита не более
C11(k + n) + C12, C7, C8, C9, C10, C11, C12 - константы.

Исследование выполнено при поддержке Междисциплинарной
научно-образовательной школы Московского университета «Мозг, когни-
тивные системы, искусственный интеллект».

On the correspondence between the complexity of the SFE and
the number of steps of the Turing machine

Nosov M.V.

The work schematically proves an intuitive fact on the
correspondence of the polynomial complexity of the SFE in the basis of
the Schaeffer prime polynomial number of steps of the Turing machine.
Numerical estimates are given.

Keywords: circuit complexity, Schaeffer’s stroke, Turing machine.
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О конечной порожденности
А-предполных классов в классе линейных

автоматов над кольцом
двоично-рациональных чисел

Д. В. Ронжин1

Исследуются вопросы конечной порожденности найденных ра-
нее A-предполных классов линейных автоматов над кольцом
двоично-рациональных чисел. Показано, что два из них не являют-
ся A-конечнопорожденными, в то время как остальные являются.

Ключевые слова: конечные автоматы, линейные автоматы,
двоично-рациональные числа, А-полнота, предполный класс, ко-
нечнопорожденность.

1. Введение

Для систем конечных автоматов [1] одним из подходов к решению во-
проса о K-полноте является рассмотрение вопроса об A-полноте [2] этих
систем. Также для решения поставленного вопроса нередко рассматри-
ваются задачи полноты систем, содержащих добавки [3]. К тому же, в
случае когда вопросы K-полноты не являются разрешимыми для пер-
воначального класса автоматов, могут быть рассмотрены собственные
подклассы, для которых задача является разрешимой. Ярким примером
является класс линейных автоматов[4, 5], для которого описаны условия
полноты конечных систем в терминах предполных классов, несмотря на
алгоритмическую неразрешмиость задачиK-полноты для произвольных
конечных автоматов [1].
Интересным объектом исследования выступает класс линейных автома-
тов, алфавиты которых являются бесконечными множествами. В работе
[6] исследуются вопросы наличия полных систем по операциям компози-
ции и суперпозиции на множестве линейных автоматов, функционирую-
щих над полем рациональных чисел. В работе [7] исследуется сужение
указанного класса до автоматов, функционирующих над подкольцом ра-
циональных чисел - множестве двоично-рациональных чисел. В частно-

1Ронжин Дмитрий Владимирович — выпускник аспирантуры каф. математиче-
ской теории интеллектуальных систем мех.-мат. ф-та МГУ, преподаватель математи-
ки в ОАНО "Новая школа e-mail: d.v.ronzhin@gmail.com.

Ronzhin Dmitry Vladimirovich — graduated from Lomonosov Moscow State University,
Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of Intellectual
Systems, math teacher at non-profit organization "New School".
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сти, в работах [7], [8] формулируется ряд A-предполных классов, в тер-
минах которых описываются условия A-полноты систем с добавками.
Настоящая работа посвящена исследованию структуры полученных ра-
нее A-предполных классов, а именно выяснению их конечнопорожденно-
сти по операциям A-замыкания.

2. Вспомогательные обозначения

Кольцо двоично-рациональных чисел, которое является подкольцом в
поле рациональных чисел обозначим через Q m

2n
:

Q m
2n

=
{
m
2n |m ∈ Z, n ∈ N

}
.

Далее в настоящей работе элементы Q m
2n

рассматриваем в сокращенном
виде. ∀c ∈ Q m

2n
, c = m

2n , ∀k ∈ Z будем говорить что c кратно k тогда и
только тогда, когда m кратно k.
∀l, k ∈ N будем рассматривать конечные автоматы[1] с входным алфави-
том Ql

m
2n
, выходным алфавитом Q m

2n
и алфавитом состояний Qk

m
2n
, функ-

ции переходов и выходов являются линейными[4, 5]. Множество всех та-
ких автоматов обозначим L(Q m

2n
)[7] и будем называть множеством ли-

нейных автоматом над кольцом двоично-рациональных чисел.
Заметим, что множество L(Q m

2n
) имеет конечный базис по операциям

композиции[1], а именно:

B = {V+(x, y), V·(− 1
2
)(x), ξ1(x)}, где

1) V+(x, y) = x+ y - сумматор,

2) V·(c)(x) = c · x - умножитель на чило c ∈ Q m
2n
,

3) ξa(x) = ξ · x+ a - задержка с начальным состоянием a.

Аналогично[8] определим множество формальных степенных рядов над
Q m

2n
:

Q∞m
2n

(ξ) =
{
α =

∑∞
i=0 ai · ξi | ai ∈ Q m

2n

}

Обозначим множество дробно-рациональных функций от переменной
ξ с коэффициентами из Q m

2n
следующим образом[8]:

R(Q m
2n

) =
{
P (ξ)
Q(ξ) | P (ξ), Q(ξ) ∈ Q m

2n
[ξ], Q(0) = 1, gcd (P (ξ), Q(ξ)) = 1

}
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Верны следующие утверждения [8]:

Лемма 1. ∀V (x1, ..., xl) ∈ L(Q m
2n

),∃R0, R1, ..., Rl ∈ R(Q m
2n

), такие что:

V (x1, ..., xl) = R0 +
∑l

i=1Ri · xi.

Лемма 2. ∀V (x1, ..., xl) : (Q∞m
2n

)l → Q∞m
2n

, такого что:

V (x1, ..., xl) = R0 +
∑l

i=1Ri · xi,
Ri ∈ R(Q m

2n
), i ∈ [0, l]

верно, что V (x1, ..., xl) ∈ L(Q m
2n

).

Множители Rk будем называть коэффициентами отображения. Через
Rk[t] будем обозначать t-й член последовательности Rk. Переменная xi
называется непосредственной, если соответствующий Ri[0] 6= 0. Автомат
называется существенным если у него не менее двух непосредственных
переменных.
A - замыкание [2] системы M будем обозначать через A(M), замыкание
системы M по операциям композиции через K(M), замыкание по опе-
рациям суперпозиции через Σ(M). Множество линейных автоматов M ,
M ⊂ M ′ ⊂ L(Q m

2n
) будет называться A-полным в M ′, если ∀V ∈ M ′ и

∀τ ∈ N, в K(M) существует автомат V ′, совпадающий с автоматом V на
словах длины τ .
Ранее был сформулирован ряд K-замкнутых классов, а так же доказана
их A-предполнота в L(Q m

2n
) [7], [8]. Ниже представлено неформальное

описание данных классов:

1) Для фиксированного k ∈ N и множества

P = {pi|pi 6= 2 – простое число, i ∈ [1, k]},

определяется замкнутый класс автоматов VP. В данный класс вхо-
дят все не существенные автоматы, а также автоматы, у которых
все коэффициенты при переменных в первый такт либо кратны
некоторому фиксированному p ∈ P, либо все кроме одного коэф-
фициента при переменных в первый такт кратны произведению
всех элементов P.

2) Определяется класс D, в который входят все не существенные ав-
томаты, а также автоматы, у которых коэффициенты при перемен-
ных в первый такт не взаимно просты (с точки зрения числителей
в неприводимых дробях).
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3) ∀p > 2, где p – простое число, определяется класс Mp, в который
входят все автоматы, у которых коэффициенты при переменных во
второй такт кратны p.

4) ∀p > 2, где p – простое число, определяется класс Tp, в который
входят все автоматы, у которых свободный коэффициент в первый
такт кратен p.

5) Определяется класс Tint, в который входят все автоматы, у которых
коэффициенты при переменных в первый такт являются целочис-
ленными.

6) Определяется класс T≥0, в который входят все автоматы, у которых
коэффициенты при переменных в первый такт являются неотрица-
тельными.

Далее в настоящей работе без ограничения общности не будем различать
автоматы из L(Q m

2n
) и отображения, которые они реализуют.

3. Основной результат

Теорема 1. Для A-предполных классов Tp,Mp, Tint, T≥0, D, VP, ∀p,∀P,
где p - простые, отличные от двойки и P - непустые конечные подмно-
жества простых чисел, отличных от двойки верны следующие утвер-
ждения:

1) Классы Tp, Mp, T≥0 и VP, являются конечнопорожденными по опе-
рациям A-замыкания.

2) Классы Tint и D не являются конечнопорожденными по операциям
A-замыкания.

Доказательство. Рассмотрим все указанные A-предполные классы, и
для каждого из них либо представим конечную A-полную систему, либо
докажем отсутствие такой системы.

1) Рассмотрим классы Tp. Зафиксируем p > 2 простое, и рассмотрим
следующее конечное множество автоматов:

Bp = {V+(x, y), V· 1
2
(x), V·(−1)(x), ξ · x, ξ, p}.

Заметим, что Bp ⊂ Tp. Покажем, что A(Bp) = Tp.

∀n ∈ N, n ≥ 2, ∀k ∈ N, ∀m ∈ Z:

V·n(x) = V+(x, V+(x, V (.., V+(x, x)..))︸ ︷︷ ︸
(n−1) раз V+

= n · x, (1)
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V· 1
2n

(x) = V· 1
2
(V· 1

2
(V· 1

2
(.., V· 1

2
(x)..))

︸ ︷︷ ︸
n раз V· 12

=
1

2n
· x, (2)

∀c =
m

2k
> 0, V·c(x) = V· 1

2k
(V·m(x)) = c · x, (3)

∀c =
m

2k
< 0, V·c(x) = V·(−1)(V·|c|(x)), (4)

0 = V+(x, V·(−1)(x)), (5)

∀c =
m

2k
, c · p = V·c(p). (6)

Заметим, что ∀m ∈ N,
∑m

i=1 xi ∈ Σ({V+(x, y), 0}).
В силу приведенных равенств и упомянутого замечания, очевидно
что

∀n ∈ N, ∀i ∈ [1, n], ∀ai, b ∈ Q m
2n
,

{∑n
i=1(ai · xi) + b · p, b · p} ⊂ Σ({V+(x, y), V· 1

2
(x), V·(−1)(x), p}).

Заметим, что

{a · ξ, b · ξ · x|∀a, b ∈ Q m
2n
} ⊂ Σ({V+(x, y), V· 1

2
(x), V·(−1)(x), ξ, ξ · x})

Таким образом, для заданного автомата V (x1, x2, .., xl) ∈ Tp:

V (x1, .., xl) = R0 +
∑l

i=1Ri · xi,
∀i ∈ [0, l], Ri ∈ R(Q m

2n
),

и фиксированного такта τ ≥ 0 используя сумматор арности не бо-
лее (l+1) ·τ естественным образом сможем получить до такта τ ав-
томат V (x1, x2, .., xl), поскольку операциями суперпозиции можем
получить из Bp автоматы:

R0[j] · ξj , Ri[j] · ξj · x,∀i ∈ [1, l], j ∈ [0, τ ].

2) Mp,∀p - простых, отличных от двойки. Зафиксируем p > 2 простое,
и рассмотрим следующее конечное множество автоматов:

B′p = {V+(x, y), V· 1
2
(x), V·(−1)(x), p · ξ · x, ξ2 · x, ξ3 · x, ξ, 1}.

Заметим, что B′p ⊂Mp. Покажем, что A(B′p) = Mp.

∀n ∈ N, n ≥ 2, ∀k ∈ N, ∀m ∈ Z могут быть применены равенства 1,
2, 3, 4, 5. Произвольные ненулевые константы могут быть получены
следующим образом:
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∀c = m
2n , c = V·c(1).

Заметим что Σ({V+(x, y), V· 1
2
(x), V·(−1)(x), 1}) содержит автоматы,

реализующие произвольные линейные функции с коэффициентами
из Q m

2n
. Из этого следует, что:

∀l ∈ N, ∀i ∈ [1, l], ai, b ∈ Q m
2n
, ai

... p :

l∑

j=1

ai · ξ · xj + b · ξ ∈ Σ({V+(x, y), V· 1
2
(x), V·(−1)(x), p · ξ · x, ξ, 1}). (7)

∀l ∈ N,∀i ∈ [1, l], ai, b ∈ Q m
2n
, ∀τ ∈ N, τ ≥ 2 :

l∑

j=1

ai·ξτ ·xj+b·ξτ ∈ Σ({V+(x, y), V· 1
2
(x), V·(−1)(x), ξ2·x, ξ3·x, 1}). (8)

Таким образом, для заданного автомата V (x1, x2, .., xl) ∈Mp:

V (x1, .., xl) = R0 +
∑l

i=1Ri · xi,
∀i ∈ [0, l], Ri ∈ R(Q m

2n
),

и фиксированного такта τ ≥ 0 используя сумматор арности не бо-
лее τ и автоматы вида 7, 8 естественным образом сможем получить
в A(B′p) до такта τ автомат V (x1, x2, .., xl).

3) Для T≥0 рассмотрим следующее конечное множество автоматов:

B≥0 = {V+(x, y), V· 1
2
(x),−ξ · x, ξ · x, 1,−1}

Заметим, что B≥0 ⊂ T≥0. Покажем, что A(B≥0) = T≥0.

∀n ∈ N, n ≥ 2,∀k ∈ N,∀m ∈ Z могут быть применены равенства
1, 2, 3. Произвольные константы могут быть получены следующим
образом:

0 = V+(1,−1),

∀c = m
2n > 0, c = V·c(1),

∀c = m
2n < 0, c = V·|c|(−1).
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Таким образом Σ({V+(x, y), V· 1
2
(x), 1,−1}) содержит автоматы, ре-

ализующие произвольные линейные функции с неотрицательными
коэффициентами при переменных. Из этого следует, что:

∀l ∈ N, ∀i ∈ [1, l], ai, b ∈ Q m
2n
,∀τ ∈ N :

l∑

j=1

ai · ξτ · xj + b · ξτ ∈ Σ(B≥0). (9)

Таким образом, для заданного автомата V (x1, x2, .., xl) ∈ T≥0:

V (x1, .., xl) = R0 +
∑l

i=1Ri · xi,
∀i ∈ [0, l], Ri ∈ R(Q m

2n
),

и фиксированного такта τ ≥ 0 используя сумматор арности не бо-
лее τ и автоматы вида 9 в A(B≥0) получим до такта τ автомат
V (x1, x2, .., xl).

4) Рассмотрим случай |P| = 1. Для произвольного простого p > 2
зафиксируем множество P = {p}. Для класса VP рассмотрим сле-
дующее конечное множество автоматов:

BP =
{V· 1

2
(x),−x, x−1, x+1, x+ξ ·y, x+p ·y, V·2(x), V·3(x), ...V·(p−1)(x), 0}.

Заметим, что BP ⊂ VP. Покажем, что A(BP) = VP.

Заметим, что ∀n, l, r ∈ N :

V (x, xi,1, xi,2, ..., xi,r) =

x+
∑l

i=1 ξ · xi,1 +
∑l

i=1 ξ
2 · xi,2 + ...+

∑l
i=1 ξ

r · xi,r ∈ Σ({x+ ξ · y, 0}).

Поскольку класс VP при P = {p} представляет множество авто-
матов, у которых все кроме, возможно, одного коэффициенты при
переменных кратны p в первый такт, достаточно показать что

L1 = {c1 · x+ c2|∀c1, c2 ∈ Q m
2n
} ⊂ A(BP).

В таком случае произвольный линейный автомат из VP бу-
дет моделироваться до любого такта r при помощи функции
V (x, xi,1, xi,2, ..., xi,r) и множества автоматов L1 при помощи опе-
раций суперпозиции.
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Элементы множества L1 могут быть получены в силу следующих
очевидных утверждений:

∀n ∈ Z, x+ n ∈ Σ({x+ 1, x− 1}), (10)

∀n ∈ Z, n · x ∈ Σ({x+ p · y, 2 · x, 3 · x, ..., (p− 1) · x,−x, 0}), (11)

∀c ∈ Q m
2n
, x+ c ∈ Σ({x+ n,

1

2
· x, 2 · x|∀n ∈ Z}), (12)

∀c ∈ Q m
2n
, x · c ∈ Σ({x · n, 1

2
· x|∀n ∈ Z}). (13)

Таким образом верно, что L1 ⊂ A(BP), следовательно VP при P =
{p}, где p > 2 - простое, является конечнопорожденной.

5) Рассмотрим случай |P| > 1. Для произвольного r ∈ N, r > 1 зафик-
сируем множество нечетных простых чисел P = {p1, p2, ..., pr}. Для
класса VP рассмотрим следующее конечное множество автоматов:

B′P = {V· 1
2
(x), V·(−1)(x), V·2(x), V·3(x), ..., V·(p1·p2·...·pr−1)(x), x− 1, x+

1, x+ ξ · y, x+ p1 · p2 · ... · pr · y, pi · (x1 + x2 + x3), 0|∀i ∈ [1, r]}

Покажем, что A(BP) = VP.

Заметим, что ∀n, l, r ∈ N :

V (x, xi,1, xi,2, ..., xi,r) =

x+
∑l

i=1 ξ · xi,1 +
∑l

i=1 ξ
2 · xi,2 + ...+

∑l
i=1 ξ

r · xi,r ∈ Σ({x+ ξ · y, 0}).

В силу определения класса VP для доказательства утверждения
необходимо показать, что

L0 = {x+ p1 · p2 · ... · pr · (
∑q

j=1 xj), pi · (
∑q

j=1 xj)|∀i ∈ [1, r],∀q ∈
N)} ⊂ A(B′P),

L1 = {c1 · x+ c2|∀c1, c2 ∈ Q m
2n
} ⊂ A(B′P).

В таком случае произвольный линейный автомат из VP будет полу-
чаться до любого такта r при помощи функции V (x, xi,1, xi,2, ..., xi,r)
и множеств автоматов L0 и L1 при помощи операций суперпозиции.

Элементы множества L1 могут быть получены в силу 10, 12 и 13,
а также того, что:
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∀n ∈ Z, x · n ∈
Σ({x+ p1 · p2 · ... · pr · y, 2 · x, 3 · x, ..., (p1 · p2 · ... · pr − 1) · x,−x, 0}).

Покажем как могут быть получены элементы L0. Очевидно, что:

x+ p1 · p2 · ... · pr · (
∑q

j=1 xj) ∈ Σ(x+ p1 · p2 · ... · pr · y), ∀q ∈ N.

Покажем, что:

{pi · (
∑q

j=1 xj)|∀i ∈ [1, r],∀q ∈ N} ⊂ A(L1 ∪ {0, pi · (x1 + x2 + x3)|∀i ∈
[1, r]}).

Доказательство будем проводить индукцией по числу входов q. Для
базы индукции q ∈ [1, 3] утверждение очевидно верно.

Пусть утверждение верно для некоторого q ≥ 3, покажем что оно
будет верно для q+1. В самом деле, в силу расширенного алгоритма
Евклида для фиксированной пары различных простых чисел pi, pj :

∃a, b ∈ Z : a · pi + b · pj = 1.

В таком случае ∀i ∈ [1, r], зафиксировав j 6= i, j ∈ [1, r] и используя
автоматы из L1 искомый автомат получается в силу следующего
равенства:

pi · (
∑q+1

j=1 xj) =
pi · (a · pi · (x1 + x2 + xq+1) + b · pj · (x1 + x2 + xq+1) + x3 + ...+ xq).

Таким образом L0, L1 ⊂ A(B′P), следовательно VP при P =
{p1, p2, ..., pr}, где r > 1, pr > 2 - простые, является A-
конечнопорожденной.

6) Доказательство того, что Tint не является A-конечнопорожденным
предполным классом будем проводить от противного. Предполо-
жим наличие конечного множества M = {V1, V2, ..., Vk} ⊂ Tint, та-
кого что A(M) = Tint.

Через U ′(M) обозначим множество константных слагаемых авто-
матов во множестве M , т.е.:

U ′(M) = {R(i)
0 |Vi =

∑li
j=1(R

(i)
j · xj) +R

(i)
0 , Vi ∈M}.

В силу конечности множества M обозначим через n следующую
величину:
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n = max{ni|mi
2ni = Ri[0], Ri ∈ U ′(M)}.

Заметим, что автомат, реализующий константу 1
2n+1 ∈ Tint не при-

надлежит A(M), поскольку в первый момент времени операция-
ми суперпозиции над автоматами из Tint знаменатель константных
слагаемых не может быть увеличен. Таким образом получаем про-
тиворечие.

7) Доказательство того, что D не является A-конечнопорожденным
предполным классом будем проводить от противного. Предполо-
жим наличие конечного множестваM = {V1, V2, ..., Vk} ⊂ D, такого
что A(M) = D.

Рассмотрим множество P ′ состоящее из простых чисел:

P ′ = {p|R[0]
... p,R ∈ U(M), p > 2 - простое}.

Из опредения множества D следует, что все непосредственные вхо-
ды автоматов из D кратны некоторому простому числу в первый
такт, либо непосредственный вход единственен.

Зафиксируем простое число p > 2, такое что p /∈ P ′. Рассмотрим
автомат p ·(x+y). Утверждается что p ·(x+y) /∈ A(M). В самом де-
ле, поскольку автомат p ·(x+y) имеет два непосредственных входа,
операциями суперпозиции он может быть получен из множестваM
только с использованием как минимум одного автомата с числом
непосредственных входов больше единицы, однако все такие ав-
томаты из M в первый такт кратны некоторым простым числам.
В силу того, что рассматриваемые автоматы функционируют над
двоично-рациональными числами, операциями суперпозиции в пер-
вый такт невозможно избавиться от кратности некоторому p′ > 2,
p′ ∈ P ′.
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