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В данной статье рассматривается применение модели клеточно-
го автомата с локаторами к задаче сложения векторов на прямой.
Модель клеточного автомата с локаторами подразумевает возмож-
ность каждой ячейки автомата передавать сигнал на сколь угодно
большие расстояния. В статье показано, что эта возможность поз-
воляет уменьшить сложность рассматриваемой задачи с линейной
до логарифмической по сравнению с классической моделью кле-
точного автомата.
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1. Введение

Клеточные автоматы являются дискретными математическими моделя-
ми широкого класса реальных систем вместе с протекающими в них про-
цессами.

Понятие клеточного автомата возникло в результате усовершенство-
вания модели Дж. фон Неймана [1, 2, 3], предложенной им для описания
процессов самовоспроизведения в биологии и технике. Эта модель раз-
вивалась и использовалась в работах А. Беркса [4], Э. Мура [5], В. Б.
Кудрявцева, А. С. Подколзина, А. А. Болотова [6] и других исследова-
телей.

Клеточный автомат — это математический объект с дискретными
пространством и временем. Пространство поделено на клетки, в каждой
из которых находится элементарный автомат. Такты времени задают-
ся натуральными числами. Состояние каждой пространственной клетки
определяется очень простыми правилами взаимодействия. Эти правила
предписывают изменения состояния каждой клетки в следующем такте
времени в ответ на текущее состояние автоматов соседних клеток.

В работе Гасанова Э.Э. [7] было введено понятие клеточного авто-
мата с локаторами, которое отличается от понятия обычного клеточно-
го автомата тем, что допускает передачу информации не только между
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соседними ячейками, но и на любое расстояние, посредством передачи
сигнала в эфир. В работе рассматривается применение этой модели к од-
номерной задаче сложения векторов: на 1 произвольно отмечены особая
точка, называемая "началом координат" и две других, которые будем
называть "концами векторов". Нужно найти точку расстояние до кото-
рой от "начала координат" будет равно сумме расстояний от "начала
координат" до "концов векторов".

Классическая модель клеточного автомата решает эту задачу за не
менее чем линейное (по минимальному расстоянию между началом ко-
ординат и концами векторов) время. В данной работе будет показано,
что модель автомата с локаторами может решать эту задачу за лога-
рифмическое время.

Автор выражает благодарность профессору Э.Э.Гасанову за поста-
новку задачи.

2. Постановка задачи и формулировка результата

Приведем понятие клеточного автомата с локаторами, которое ранее бы-
ло введено в работе Э. Э. Гасанова [7]. Приводимое здесь определение
клеточного автомата с локаторами учитывает замечания Г. В. Калаче-
ва [8] и ранее в таком виде в литературе не встречалось.

Под телесным углом в Rk будем понимать часть пространства Rk,
которая является объединением всех лучей, выходящих из данной точки
(вершины угла) и пересекающих некоторую гиперповерхность в Rk. По
определению будем считать, что вершина телесного угла не входит в
телесный угол.

Рациональным телесным углом будем называть телесный угол, гра-
ницы которого являются частями гиперплоскостей, задаваемых линей-
ными уравнениями с целыми коэффициентами.

Клеточным автоматом с локаторами называется восьмерка σ =
(Zk, Q, V,G,+, L, ϕ, ψ), где Zk — множество k-мерных векторов с целы-
ми координатами, Q — некоторое конечное множество, называемое мно-
жеством состояний; в множестве Q выделено одно состояние q0, назы-
ваемое состоянием покоя; V = (α1, . . . , αh−1) — упорядоченный набор
попарно различных векторов из Zk; G — коммутативная полугруппа с
нейтральным элементом e; + — коммутативная полугрупповая операция
заданная на G; L = (ν1, . . . , νm) — упорядоченный набор попарно различ-
ных рациональных телесных углов в Rk с вершиной в начале коорди-
нат; ϕ — функция, зависящая от переменных x0, x1, . . . , xh−1, z1, . . . , zm;
ϕ : Qh × Gm → Q, ϕ(q0, e) = q0; q0 = (q0, . . . , q0) ∈ Qh, e = (e, . . . , e) ∈
Gm; ψ — функция зависящая от переменных x0, x1, . . . , xh−1, z1, . . . , zm;
ψ : Qh×Gm → G; ψ(q0, µ) = e, µ ∈ Gm. Элементы множества Zk называ-



ются ячейками клеточного автомата σ; элементы множества Q называ-
ются состояниями ячейки клеточного автомата σ; набор V называется
шаблоном соседства клеточного автомата σ; элементы множества G на-
зываются сигналами вещания; набор L называется шаблоном локаторов
клеточного автомата σ; функция ϕ называется локальной функцией пе-
реходов автомата σ; функция ψ называется функцией вещания автома-
та σ; переменные x0, x1, . . . , xh−1 принимают значения из Q, переменные
z1, . . . , zm принимают значения из G. Состояние q0 интерпретируется как
состояние покоя, а условие ϕ(q0, e) = q0 — как условие сохранения со-
стояния покоя. Ячейки, находящиеся в состоянии отличном от q0, будем
называть активными. Условие ψ(q0, µ) = e означает, что ячейка в состо-
янии покоя и не имеющая активных соседей посылает в эфир нейтраль-
ный элемент, что можно интерпретировать как то, что она не посылает
сигналы в эфир.

Здесь нам нужно было вводить упорядочение шаблона соседства
V и шаблона локаторов L для того, чтобы установить взаимно одно-
значное соответствие между векторами из V и телесными углами из L
и переменными локальной функции переходов ϕ и функции вещания
ψ соответственно x0, x1, . . . , xh−1 и z1, . . . , zm. Это соответствие мож-
но сделать более явным, если индексировать переменные функций ϕ
и ψ самими векторами и телесными углами, т.е. считать, что локаль-
ная функция переходов ϕ и функции вещания ψ зависят от перемен-
ных x0, xα1 , . . . , xαh−1

, zν1 , . . . , zνm , здесь индекс первой переменной есть
нулевой вектор 0 = (0, . . . , 0) ∈ Zk. Если договориться так индексиро-
вать переменные локальной функции переходов и функции вещания, то
их можно записывать в любом порядке, и тогда можно воспринимать
шаблон соседства и шаблон локаторов как просто множества, а не упо-
рядоченный набор. В дальнейшем мы будем индексировать переменные
локальной функции переходов и функции вещания векторами из шабло-
на соседства и телесными углами из шаблона локаторов.

Если α ∈ Zk и ν — телесный угол с вершиной в начале координат,
то через ν(α) обозначим телесный угол, полученный параллельным пе-
реносом телесного угла ν на вектор α, т.е. вершиной телесного угла ν(α)
является точка α.

Если α ∈ Zk — ячейка клеточного автомата σ, то множество V (α) =
{α, α+α1, . . . , α+αh−1} называется окрестностью ячейки α, а множество
L(α) = {ν1(α), . . . , νm(αm)} называется локаторами ячейки α.

Состоянием клеточного автомата с локаторами σ назовем пару
(g, f), где g — произвольная функция, определенная на множестве Zk,
принимающая значения из G, называемая состоянием эфира, f — произ-
вольная функция, определенная на множестве Zk, принимающая значе-
ния из Q и называемая распределением состояний клеточного автома-



та с локаторами σ. Такую пару функций можно интерпретировать как
некую мозаику, получающуюся в k-мерном пространстве приписывани-
ем каждой точке с целочисленными координатами некоторого сигнала
из G и некоторого состояния из Q. Множество всевозможных состояний
клеточного автомата с локаторами обозначим Σ.

Если α ∈ Zk, (g, f) — состояние клеточного автомата с локаторами σ,
то значение g(α) назовем сигналом ячейки α, определяемым состоянием
(g, f), а значение f(α) — состоянием ячейки α, определяемым состояни-
ем (g, f).

Для каждого i ∈ {1, . . . ,m}

si(α) =
∑

β∈νi(α)∩Zk

g(β) (1)

назовем значением локатора νi, определяемым состоянием (g, f). Здесь
суммирование сигналов осуществляется с помощью определяющей опе-
рации + полугруппы G.

На множестве Σ определим глобальную функцию переходов Φ кле-
точного автомата с локаторами σ, полагая Φ(g, f) = (g′, f ′), где
(g, f), (g′, f ′) ∈ Σ и для любой ячейки α ∈ Zk выполняются тождества

f ′(α) = ϕ(f(α), f(α+ α1), . . . , f(α+ αh−1), s1(α), . . . , sm(α)), (2)

g′(α) = ψ(f(α), f(α+ α1), . . . , f(α+ αh−1), s1(α), . . . , sm(α)). (3)

Содержательная интерпретация отображения Φ такова, что сигнал
каждой ячейки и состояние каждой ячейки "после перехода" определя-
ется по состоянию упорядоченной окрестности ячейки и по значениям
локаторов "до перехода" с помощью законов ϕ и ψ одинаково для всех
ячеек.

Поведениями клеточного автомата с локаторами σ назовем такие
последовательности (g0, f0), (g1, f1), (g2, f2), . . . его состояний, для кото-
рых выполняется (gi+1, fi+1) = Φ(gi, fi) для всех i = 0, 1, 2, . . ., причем
(gi, fi) называется состоянием клеточного автомата с локаторами σ
в момент i, а (g0, f0) называется начальным состоянием клеточного
автомата с локаторами σ.

Сформулируем задачу сложения векторов на прямой.
Пусть в пространстве Z1 задано начальное состояние I клеточного

автомата, удовлетворяющее следующим условиям:

1) Любой ячейке присвоено одно из трех состояний {B,E, ∗}, где ∗ со-
ответствует состоянию покоя, B интерпретируется как начало ко-
ординат, а E — как концы векторов.



2) Есть лишь одна ячейка, которой присвоено состояние B, и не боль-
ше двух ячеек, которым присвоено состояние E.

Решением задачи сложения векторов на прямой, соответствующей на-
чальному состоянию I, назовем состояние автомата, называемое финаль-
ным и удовлетворяющее следующим условиям:

1) Ячейке, которой в начальном состоянии было присвоено состояние
B, присвоено одно из двух состояний BF или ∗, в зависимости от
расположения ячеек в состоянии E. Если в I ячейки E распола-
гаются на равном расстоянии слева и справа от ячейки B, то в
этом случае сумма векторов будет равна 0 и ячейка B перейдет в
состояние ∗. Иначе ячейка B перейдет в состояние BF .

2) Ячейке, которая находится от ячейки B на расстоянии равном сум-
ме векторов, присвоено состояние EF .

3) Ячейкам, которые находятся между ячейками в состояниях BF и
EF , присвоено состояние C.

4) Остальным ячейкам присвоено состояние ∗.

5) Описанное выше финальное состояние в дальнейшем не изменяет-
ся.

Справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Существует клеточный автомат с локаторами σ с 38
состояниями и с мощностью алфавита вещания 40, который реша-
ет задачу сложения векторов на прямой за время не превышающее
2 log2 n + 6, где n — расстояние от ячейки с начальным состоянием
B до ближайшей ячейки с начальным состоянием E.

3. Доказательство теоремы

Рассмотрим клеточный автомат σ = (Z1, Q, V = {∅}, G,+, L, ϕ, ψ), где
G = {0, 1}3 × {0, 1, 2, 3, 4}, а L = {ν−1, ν1}, где ν−1, ν1 — телесные углы,
соответствующие векторам (-1) и (1), т.е. шаблон локаторов состоит из
двух лучей направленных влево и вправо.

Полугрупповую операцию на G определим следующим образом:

(a1, b1, c1, d1) + (a2, b2, c2, d2) = (a1 ⊕ a2, b1 ⊕ b2,max(c1, c2),max(d1, d2)).

По первой и второй компоненте сигнала из G суммирование берется по
модулю 2. По первой компоненте передается побитово двоичная запись



длины более короткого вектора. По второй компоненте эта длина от-
кладывается от конца более длинного вектора. По третьей и четвертой
компоненте ячейки передают сигналы о своем состоянии.

Нейтральным элементом данной полугруппы G является элемент
(0, 0, 0, 0).

Определим также множество состояний

Q = {∗, B,BB, B1, B∗, BC , B>, B<, B=, BR, B2, E,E1, E1−, EE ,

L+, L−, LC , L1, L1−, L0, LL, L∗, L2, R+, R−, RC , R1, R1−,

R1C , R0C , RR, R∗, R2, BF , EF , C, S}.

Состояние ∗ соответствует состоянию покоя.
Сначала приведем неформальное описание алгоритма решения зада-

чи. В случае когда оба вектора направлены в одну сторону, все активные
ячейки находящиеся между началом и концом меньшего вектора посыла-
ют сигнал (1,0,1,0). Полугрупповая операция определена таким образом,
что по первой компоненте вычисляется сумма по модулю два. Ячейки,
которые находятся между началом и концом меньшего вектора, услы-
шав по первой компоненте сигнала вещания 0, становятся молчащими.
Таким образом, каждая вторая активная ячейка переходит в молчащее
состояние. Ячейка, являющаяся концом меньшего вектора, посылает по
четвертой компоненте сигнал, который услышала по первой компоненте
слева (справа). То есть, конец вектора передает двоичную запись дли-
ны меньшего вектора. Все активные ячейки, находящиеся правее(левее)
конца большего вектора, посылают сигнал (0,1,2,0). Этих ячеек беско-
нечное количество, так как мы не можем заранее знать длину резуль-
тирующего вектора. По второй компоненте также вычисляется сумма
по модулю два. Для ячеек, находящихся правее (левее) конца большего
вектора, переход в молчащее состояние осуществляется по следующему
принципу, если ячейка слышит разные сигналы по второй и четвертой
компонентам сигнала вещания, то переходит в молчащее состояние. Та-
ким образом, каждая вторая активная ячейка правее (левее) конца боль-
шего вектора переходит в молчащее состояние. По третьей и четвертой
компоненте ячейки слышат самый сильный сигнал. Если ячейка, являю-
щаяся концом меньшего вектора, слышит слева (справа) сигнал (0,0,0,0),
то она посылает соответствующий сигнал о том, что не осталось ни од-
ной активной ячейки между началом и концом меньшего вектора. Длина
непрерывного отрезка из молчащих ячеек, начинающегося сразу после
конца большего вектора, равна длине меньшего вектора. Значит самая
левая(правая) активная ячейка, находящаяся правее(левее) конца боль-
шего вектора является концом результирующего вектора. Остальные ак-
тивные ячейки, за исключением начала векторов, необходимо перевести
в неактивное состояние или состояние покоя.



Для случая когда вектора направлены в противоположные стороны
необходимо вначале определить направление результирующего вектора.
Для этого все активные ячейки, находящиеся между концами и нача-
лом векторов посылают сигнал (1,0,1,0). Центральная ячейка сравнивает
сигналы слева и справа поступающие по первой компоненте. И меняет
свое состояние в зависимости от того с какой стороны слышит более
сильный сигнал. Каждая вторая активная ячейка, находящаяся между
началом и концом вектора, на каждом такте переходит в молчащее со-
стояние. Когда с какой-либо из сторон не останется активных ячеек, это
определяется по сигналу посылаемому ячейками по третьей компоненте,
центральная ячейка, в зависимости от своего состояния, посылает со-
ответствующий сигнал. По этому сигналу ячейки, находящиеся между
концами и началом векторов, определяют в какое состояние перейти. Со-
стояние активных ячеек определяет по сигналу с какой стороны ячейки
будут переходить в молчащее состояние. Например, если положительный
вектор больше отрицательного, то надо будет откладывать длину отри-
цательного вектора от конца положительного вектора в левую сторону.
Значит ячейки будут переходить в молчащее состояние по сигналу, ко-
торый слышат справа. Длина непрерывного отрезка из молчащих ячеек,
которые расположены сразу за концом положительного вектора слева,
в этом случае будет равна длине отрицательного вектора. Значит самая
правая активная ячейка, из тех активных ячеек, что находятся между
началом и концом положительного вектора, является концом результи-
рующего вектора. В случае когда длина отрицательного вектора больше
рассуждения аналогичны, и самая левая активная ячейка, из тех ак-
тивных ячеек, что находятся между началом и концом отрицательного
вектора, является концом результирующего вектора.

Опишем функции ϕ и ψ для каждого состояния автомата. Для про-
стоты изложения будем называть ячейку, которая в начальный момент
I имела состояние B, началом векторов или центральной ячейкой. А
ячейки, которые в I имели состояние E, будем называть концами век-
торов. Если активная ячейка посылает в эфир сигнал (0, 0, 0, 0), бу-
дем говорить что она молчит. Пусть zν−1 = {z1ν−1

, z2ν−1
, z3ν−1

, z4ν−1
} и

zν1 = {z1ν1 , z
2
ν1 , z

3
ν1 , z

4
ν1}.

Будем проводить доказательство теоремы, одновременно демонстри-
руя поведение автомата на примерах с начальным состоянием, приведен-
ном ниже:

Пример 1. Случай, когда оба вектора направлены вправо.
t = 0



q * B * * * * * E * E * * * * * * * *
ν1−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν2−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν3−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν4−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν21 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν31 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν41 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ3 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ4 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Пример 2. Случай, когда вектора направлены в противопо-
ложные стороны.

t = 0

q * E * * * * * B * * * * * * * * * E *
ν1−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν2−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν3−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν4−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν21 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν31 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν41 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ3 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
ψ4 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Здесь q — строка состояний клеточного автомата; ν1−1, ν2−1, ν3−1, ν4−1 —
строки, соответствующие компонентам значения локатора ν−1; ν11 , ν21 , ν31 ,
ν41 — строки, соответствующие компонентам значения локатора ν1; ψ1,
ψ2, ψ3, ψ4 — строки, соответствующие компонентам сигнала вещания,
посылаемого в эфир.

B — это начальное состояние ячейки, определяющей начало векторов.
Ячейка в этом состоянии посылает сигнал (0, 0, 0, 1) и ждет сигнала от
ячеек в состоянии E, для того чтобы определить находится ли она спра-
ва или слева от "концов векторов" или между ними. E — это начальное
состояние ячейки, определяющее конец вектора. В этом состоянии ячей-
ка посылает сигнал (0, 0, 1, 0). ∗ — это начальное состояние остальных
ячеек (не начала и не конца вектора). Ячейки в этом состоянии ждут
сигнала от других ячеек, чтобы перейти в левую или правую версию.

Этап 1: Определение ориентации.
На первом такте сигналы подают только ячейки в состоянии B и E

для того, чтобы остальные ячейки смогли определить свою ориентацию.
В примере 1 на втором такте ячейка B получив сигнал (0,0,1,0) толь-

ко справа, понимает что оба конца вектора находятся справа и переходит
в состояние BB. В состояние BB центральная ячейка переходит в слу-
чае когда оба конца векторов расположены слева или справа от начала



векторов. То есть либо оба вектора положительны, либо оба — отрица-
тельны.

Ячейки в состоянии ∗, находящиеся левее начала векторов переходят
в состояниеR−. Остальные ячейки, находящиеся в состоянии ∗ переходят
в состояния L+, R+ или RC .

Состояние L+ — это состояние для всех ячеек, находящихся между
концом вектора меньшей длины и началом векторов. Состояние R+ —
это состояние, которое принимают ячейки, находящиеся правее самого
правого конца вектора. Состояние RC — это состояние ячеек, находя-
щихся между концами векторов.

t = 1

q R− BB L+ L+ L+ L+ L+ E RC E R+ R+ R+ R+ R+ R+ R+ R+

ν1−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν2−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν3−1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ν4−1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ν11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν21 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν31 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν41 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ3 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ4 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

В примере 2 на втором такте ячейка в состоянии B, услышав слева и
справа сигналы (0,0,1,0), понимает, что вектора направлены в противо-
положные стороны и переходит в состояние BC . Ячейки, находящиеся
между центральной ячейкой и концом положительного вектора, перехо-
дят в состояние RC . Ячейки, находящиеся между центральной ячейкой и
концом отрицательного вектора, переходят в состояние LC . Ячейки, на-
ходящиеся правее конца положительного вектора, переходят в состояние
R+. Ячейки, находящиеся левее конца отрицательного вектора, перехо-
дят в состояние R−.

t = 1

q R− E LC LC LC LC LC BC RC RC RC RC RC RC RC RC RC E R+

ν1−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν2−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν3−1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ν4−1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ν11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν21 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν31 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0
ν41 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ3 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
ψ4 0 0 0 0 0 0 0 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



Опишем функции ϕ и ψ для состояний B и ∗.

ϕ(B, zν−1 , zν1) =


BB, если (z3ν−1

= 0, z4ν−1
= 0, z3ν1 = 1, z4ν1 = 0)

или (z3ν−1
= 1, z4ν−1

= 0, z3ν1 = 0, z4ν1 = 0);

BC , если z3ν−1
= 1, z4ν−1

= 0, z3ν1 = 1, z4ν1 = 0;

ψ(B, zν−1 , zν1) = (0, 0, 0, 1).

ϕ(∗, zν−1 , zν1) =



R−, если z3ν−1
= z4ν−1

= 0, z3ν1 = z4ν1 = 1;

R+, если z3ν−1
= z4ν−1

= 1, z3ν1 = z4ν1 = 0;

LC , если z3ν−1
= 1, z4ν−1

= 0, z3ν1 = z4ν1 = 1;

RC , если z3ν−1
= z4ν−1

= 1, z3ν1 = 1, z4ν1 = 0;

L−, если z3ν−1
= 1, z4ν−1

= 0, z3ν1 = 0, z4ν1 = 1;

L+, если z3ν−1
= 0, z4ν−1

= 1, z3ν1 = 1, z4ν1 = 0.

ψ(∗, zν−1 , zν1) = (0, 0, 0, 0).

В случае когда оба вектора отрицательные, ячейки, находящиеся пра-
вее самой правой ячейки в состоянии E, переходят в состояние R−. Ячей-
ки, находящиеся между концом вектора меньшей длины и началом век-
торов, переходят в состояние L−. Ячейки, находящиеся между концами
векторов, переходят в состояние LC .

Состояния L+, L−, R+, R−, LC и RC — это, по сути, состояния сна.
Эти состояния нужны для того, чтобы центральная ячейка успела опре-
делить свое положение относительно концов векторов и послала соот-
ветствующий сигнал. По этому сигналу остальные ячейки могут опреде-
литься со своей правой или левой версией.

В примере 1 ячейка BB посылает сигнал (0,0,0,2) для того, чтобы
концы векторов определили свое положение относительно начала векто-
ров.

ϕ(BB, zν−1 , zν1) = B1.

ψ(BB, zν−1 , zν1) =

{
(0, 0, 0, 2), если z3ν−1

= 0, z4ν−1
= 0, z3ν1 = 1, z4ν1 = 0;

(0, 0, 0, 4), если z3ν−1
= 1, z4ν−1

= 0, z3ν1 = 0, z4ν1 = 0.

Сигнал (0,0,0,4) ячейка BB посылает в случае, когда оба вектора отри-
цательные.
В примере 2 ячейка BC посылает сигнал (0,0,0,3).

ϕ(BC , zν−1 , zν1) = B=.



ψ(BC , zν−1 , zν1) = (0, 0, 0, 3).

Ячейка E, во всех случаях, ждет сигнала от начала векторов, чтобы
определить свое положение относительно начала векторов, находится ли
она слева или справа от начала векторов. То есть "вектора" определяют
свою ориентацию, отрицательную или положительную.

ϕ(E, zν−1 , zν1) =



E1−, если (z3ν−1
= 1, z4ν−1

= 0, z3ν1 = 0, z4ν1 = 4)

или (z3ν−1
= z4ν−1

= 0, z3ν1 = 0, z4ν1 = 4);

E1, если (z3ν−1
= 0, z4ν−1

= 2, z3ν1 = 1, z4ν1 = 0)

или (z3ν−1
= 0, z4ν−1

= 2, z3ν1 = z4ν1 = 0);

EE , если (z3ν−1
= z4ν−1

= 0, z3ν1 = 1, z4ν1 = 3)

или (z3ν−1
= 1, z4ν−1

= 3, z31 = 0, z41 = 0);

C, если (z3ν−1
= 1, z4ν−1

= 2, z3ν1 = z4ν1 = 0)

или (z3ν−1
= z4ν−1

= 0, z3ν1 = 0, z4ν1 = 4).

ψ(E, zν−1 , zν1) = (0, 0, 1, 0).

Состояние E1− возникает когда оба вектора отрицательные. Состояние
E1 возникает когда оба вектора положительные. Состояние EE возникает
когда вектора направлены в противоположные стороны.

На этом этап определения ориентации заканчивается.
Этап 2. Сравнение длин векторов, если вектора направлены

в разные стороны.
В случае когда концы векторов расположены по разные стороны от

центральной ячейки (пример 2), прежде чем находить сумму векторов,
надо определить направление результирующего вектора. Для этого надо
определить какой из векторов длиннее. Алгоритм сравнения длин отрез-
ков описан в статье Васильева Д. И.[9]. В случае, когда вектора располо-
жены по одну сторону от центральной точки (пример 1) этап сравнения
длин пропускается.

Для примера 2 на третьем такте ячейки LC переходят в состояние
L1.

ϕ(LC , zν−1 , zν1) =

{
C, если z3ν−1

= 1, z4ν−1
= 0, z3ν1 = 1, z4ν1 = 4;

L1, в остальных случаях.

ψ(LC , zν−1 , zν1) = (0, 0, 0, 0).

Ячейки RC переходят в состояние R1C .

ϕ(RC , zν−1 , zν1) =

{
C, если z3ν−1

= 1, z4ν−1
= 2, z3ν1 = 1, z4ν1 = 0;

R1C , в остальных случаях.



ψ(RC , zν−1 , zν1) = (0, 0, 0, 0).

Ячейки R+ и R− переходят в состояние S. Состояние S — это состо-
яние псевдопокоя. Все ячейки левее конца отрицательноговектора и все
ячейки правее конца положительного вектора должны стать молчащи-
ми. В дальнейшем процессе они участвовать не будут.

ϕ(R+, zν−1 , zν1) =


R1, если z4ν−1

= 0;

R+, если z4ν−1
= 2;

S, если z4ν−1
= 3 или z4ν−1

= 4.

ψ(R+, zν−1 , zν1) = (0, 0, 0, 0).

ϕ(R−, zν−1 , zν1) =


R1−, если z4ν1 = 0;

R−, если z4ν1 = 4;

S, если z4ν1 = 2 или z4ν1 = 3.

ψ(R−, zν−1 , zν1) = (0, 0, 0, 0).

Концы векторов переходят в состояние EE . Ячейка BC переходит в
состояние B=.

t = 2

q S EE L1 L1 L1 L1 L1 B= R1C R1C R1C R1C R1C R1C R1C R1C R1C EE S
ν1−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν2−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν3−1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ν4−1 0 0 0 0 0 0 0 0 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
ν11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν21 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν31 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0
ν41 3 3 3 3 3 3 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ3 0 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0
ψ4 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

Состояние L1 — это состояния в какой-то момент всех ячеек, находя-
щихся между началом и концом вектора меньшей длины, в случае когда
оба вектора положительны. Или между центральной ячейкой и концом
отрицательного вектора, в случае когда вектора направлены в противо-
положные стороны. На каждом следующем такте каждая вторая ячейка
находящаяся в этом состоянии переходит в состояние S или состояние
L0. В данном случае переходят в состояние L0.

ϕ(L1, zν−1 , zν1) =


L0, если z1ν−1

= 0, z4ν−1
= z4ν1 = 1;

L∗, если z4ν1 = 3;

S, если z1ν−1
= 0, z4ν−1

= 0, z4ν1 = 0.



ψ(L1, zν−1 , zν1) = (1, 0, 1, 0).

В примере 2 ячейки в состоянии EE посылают сигнал по четвер-
той компоненте для того, чтобы, после окончания этапа сравнения длин,
определить которые из молчащих ячеек перевести в "кричащее" состоя-
ние.

ϕ(EE , zν−1 , zν1) =

{
EE , если z4ν−1

= 0;

S, если z4ν−1
= 2 или z4ν1 = 2.

ψ(EE , zν−1 , zν1) = (0, 0, 0, 1).

Центральная ячейка побитово сравнивает длины векторов. Побитовые
записи длин векторов подаются на центральную ячейку от младшего раз-
ряда к старшему. Сравнивая соответствующие биты центральная ячейка
переходит в одно из трех состояний:

• B< — если левый бит текущего разряда меньше правого. Если сиг-
налы слева и справа равны, то состояние центральной ячейки не
меняется;

• B> — если левый бит больше правого. Если сигналы слева и справа
равны, то состояние центральной ячейки не меняется;

• B= — может возникнуть только если самые младшие разряды рав-
ны или если совпадают все биты, полученные центральной ячейкой.

ϕ(B=, zν−1 , zν1) =


B>, если z1ν−1

= 1, z1ν1 = 0;

B<, если z1ν−1
= 0, z1ν1 = 1;

S, если слышит сигнал (0,0,0,0) слева и справа.

ψ(B=, zν−1 , zν1) =

{
(0, 0, 0, 4), если z3ν−1

= z3ν1 = 0;

(0, 0, 0, 0), в остальных случаях.

Дальше на каждом такте каждая вторая ячейка в состоянии R1C

будет переходить в состояние R0C , а каждая вторая ячейка в состоянии
L1 будет переходить в состояние L0.

ϕ(R1C , zν−1 , zν1) =

{
R0C , если z1ν1 = 0, z4ν−1

= z4ν1 = 1;

R∗, если z4ν−1
= 2.

ψ(R1C , zν−1 , zν1) = (1, 0, 1, 0).

Состояние R∗ мы опишем позже.
Сигнал по третьей компоненте ячейки L1 и R1C посылают для того,

чтобы центральная ячейка поняла есть ли еще ячейки в состоянии L1

или R1C слева или справа. Этап сравнения длин закончится, когда не
останется ни одной ячейки в состоянии L1 или R1C .

t = 3



q S EE L0 L1 L0 L1 L0 B= R0C R1C R0C R1C R0C R1C R0C R1C R0C EE S
ν1−1 0 0 0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0
ν2−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν3−1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ν4−1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ν11 1 0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0
ν21 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν31 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0
ν41 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0
ψ1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ3 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0
ψ4 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

В примере 2 центральная ячейка продолжает сравнивать сигналы, по-
лученные по первой компоненте слева и справа.

t = 4

q S EE L0 L0 L0 L1 L0 B= R0C R1C R0C R0C R0C R1C R0C R0C R0C EE S
ν1−1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0
ν2−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν3−1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ν4−1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ν11 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0
ν21 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν31 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0
ν41 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0
ψ1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ3 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0
ψ4 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

На шестом такте ячейка в состоянии B= слышит по первой компоненте
слева 1, а справа 0, и переходит в состояние B>.

ϕ(B>, zν−1 , zν1) =

{
B<, если z1ν−1

= 0, z1ν1 = 1;

BR, если z3ν−1
= 1, z3ν1 = 0;

ψ(B>, zν−1 , zν1) =

{
(0, 0, 0, 3), если z3ν−1

= 1, z3ν1 = 0;

(0, 0, 0, 0), в остальных случаях.

Переход центральной ячейки в состояние BR будет означать, что длина
отрицательного вектора больше.

t = 5



q S EE L0 L0 L0 L0 L0 B> R0C R1C R0C R0C R0C R0C R0C R0C R0C EE S
ν1−1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1
ν2−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν3−1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ν4−1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ν11 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
ν21 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν31 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
ν41 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0
ψ1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ4 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

На седьмом такте ячейка в состоянии B> слышит по первой компоненте
слева 0, а справа 1, и переходит в состояние B<.

ϕ(B<, zν−1 , zν1) =

{
B>, если z1ν−1

= 1, z1ν1 = 0;

E1, если z3ν−1
= 0, z3ν1 = 1;

ψ(B<, zν−1 , zν1) =

{
(0, 0, 0, 2), если z3ν−1

= 0, z3ν1 = 1;

(0, 0, 0, 0), в остальных случаях.

Поскольку ячейка B< слышит по третьей компоненте слева 0, а справа 1,
она понимает, что не осталось ни одной ячейки в состоянии L1 и еще есть
ячейки в состоянии R1C . Значит отрицательный вектор короче. Ячейка
B< посылает сигнал (0,0,0,2) и на следующем такте перейдет в состояние
E1.

t = 6

q S EE L0 L0 L0 L0 L0 B< R0C R0C R0C R0C R0C R0C R0C R0C R0C EE S
ν1−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
ν2−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν3−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
ν4−1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ν11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν21 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν31 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν41 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0
ψ1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ4 0 1 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

На восьмом такте ячейки L0, услышав по четвертой компоненте справа
2, переходят в состояние L1.

ϕ(L0, zν−1 , zν1) =

{
L1, если z4ν1 = 2;

L∗, если z4ν1 = 3.



ψ(L0, zν−1 , zν1) = (0, 0, 0, 0).

Состояние L∗ мы опишем позже.
Ячейки R1C и R0C , услышав по четвертой компоненте слева 2, пере-

ходят в состояние R∗. Состояние R∗ — это однотактовый сон, ячейки в
этом состоянии не посылают никаких сигналов и не реагируют на посту-
пающие сигналы.

ϕ(R0C , zν−1 , zν1) =

{
R1C , если z4ν−1

= 3;

R∗, если z4ν−1
= 2.

ψ(R0C , zν−1 , zν1) = (0, 0, 0, 0).

Ячейки в состоянии EE переходят в состояние S.
t = 7

q S S L1 L1 L1 L1 L1 E1 R∗ R∗ R∗ R∗ R∗ R∗ R∗ R∗ R∗ S S
ν1−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν2−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν3−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν4−1 0 0 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
ν11 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν21 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν31 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν41 2 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0
ψ1 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ3 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

На этом этап сравнения длин векторов заканчивается.
Этап 3. Вычисление суммы векторов.
Для примера 1 на третьем такте ячейка BB переходит в состояние B1.

Состояние B1 — это состояние, в которое переходит центральная ячейка,
в случае когда оба вектора направлены положительно или отрицательно.
Ближайшая к началу вектора ячейка E переходит в E1, другая ячейка E
переходит в C. Состояние C — это состояние ячеек, находящихся между
началом и концом вектора, после завершения работы автомата. В этом
состоянии ячейки ничего не посылают в эфир и не переходят в новые
состояния.

ϕ(C, zν−1 , zν1) = C.

ψ(C, zν−1 , zν1) = (0, 0, 0, 0).

Ячейки L+ переходят в активное состояние L1, общее количество ячеек в
состоянии L1 вместе с ячейкой B1 будет равно длине меньшего вектора.

ϕ(L+, zν−1 , zν1) = L1.
ψ(L+, zν−1 , zν1) = (0, 0, 0, 0).



Ячейки RC переходят в C, так как по окончании работы автомата они
окажутся между началом и концом результирующего вектора.

ϕ(RC , zν−1 , zν1) =

{
C, если z3ν−1

= 1, z4ν−1
= 2, z3ν1 = 1, z4ν1 = 0;

R1C , в остальных случаях.

ψ(RC , zν−1 , zν1) = (0, 0, 0, 0).

Ячейки R− переходят в состояние S. Так как оба вектора положительно
ориентированы, все "отрицательные" ячейки должны стать молчащими.
В дальнейшем процессе они участвовать не будут.

ϕ(R−, zν−1 , zν1) =


R1−, если z4ν1 = 0;

R−, если z4ν1 = 4;

S, если z4ν1 = 2 или z4ν1 = 3.

ψ(R−, zν−1 , zν1) = (0, 0, 0, 0).

Состояние R+ — это состояние двухтактового сна, на следующем такте,
ячейки в этом состоянии перейдут в состояние R1. Ячейкам в состоянии
R1 будет побитово передаваться двоичная запись длины меньшего век-
тора. Состояние R1 должно появиться на один такт позже, чем L1, так
как ячейка E1 должна сначала получить младший разряд в двоичной
записи длины меньшего вектора и на следующем такте послать соответ-
ствующий сигнал.

ϕ(R+, zν−1 , zν1) =


R1, если z4ν−1

= 0;

R+, если z4ν−1
= 2;

S, если z4ν−1
= 3 или z4ν−1

= 4.

ψ(R+, zν−1 , zν1) = (0, 0, 0, 0).

t = 2

q S B1 L1 L1 L1 L1 L1 E1 C C R+ R+ R+ R+ R+ R+ R+ R+

ν1−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν2−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν3−1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ν4−1 0 0 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
ν11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν21 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν31 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν41 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ3 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



На четвертом такте в примере 1 ячейка B1 переходит в состояние сна
B∗.

ϕ(B1, zν−1 , zν1) = B∗.
ψ(B1, zν−1 , zν1) = (1, 0, 1, 0).

Состояние B∗ — это состояние, в котором центральная ячейка мол-
чит, до тех пор пока не услышит сигнал о том, что не осталось ни одной
ячейки в состоянии L1. Это будет означать, что сумма векторов найдена.
В случае получения соответствующего сигнала центральная ячейка ста-
нет началом результирующего вектора и перейдет в состояние L2. Функ-
ции ϕ и ψ для состояния B∗ мы опишем в разделе «Этап 4. Завершение
работы».

Ячейки L1 затираются, в данном случае переходят в состояние S,
если по первой компоненте слева получили сигнал 0.

Ячейки R+ переходят в активное состояние R1, услышав слева сигнал
(0,0,1,0). Количество ячеек в состоянии R1 бесконечно, поскольку мы не
можем заранее определить какая из ячеек в состоянии R1 будет концом
результирующего вектора.

Ячейка E1 передает по четвертой компоненте сигнал, который она
получила по первой компоненте слева. Если ячейка в состоянии E1 по-
лучает по третьей компоненте слева 0, то она понимает, что не осталось
ни одной ячейки в состоянии L1 и переходит в состояние B2. Состояние
B2 мы опишем позже.

ϕ(E1, zν−1 , zν1) = B2, если z3ν−1
= 0.

ψ(E1, zν−1 , zν1) =

{
(0, 0, 0, 0), если z1ν−1

= 0;

(0, 0, 0, 1), если z1ν−1
= 1.

t = 3

q S B∗ L1 S L1 S L1 E1 C C R1 R1 R1 R1 R1 R1 R1 R1

ν1−1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν2−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν3−1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ν4−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν11 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν21 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν31 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν41 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
ψ3 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 2 2 2 2 2 2 2 2
ψ4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

На следующих тактах, в примере 1, ячейка E1 продолжает посылать
по четвертой компоненте сигнал, который был получен по первой ком-
поненте слева. Ячейки R1 затираются (переходят в состояние S), если по



второй и четвертой компоненте слева слышат разные сигналы {0, 1}. По
окончании этапа определения длины результирующего вектора, самая
левая ячейка R1 перейдет в состояние R2, остальные ячейки из состоя-
ния R1 перейдут в состояние S.

ϕ(R1, zν−1 , zν1) =


R1, если z2ν−1

= z4ν−1
;

S, если (z2ν−1
= 0, z4ν−1

= 1) или (z2ν−1
= 1, z4ν−1

= 0);

S, если z3ν−1
= 2, z4ν−1

= 2;

R2, если z3ν−1
= 2, z4ν−1

= 0.

ψ(R1, zν−1 , zν1) = (0, 1, 2, 0).

Этап нахождения суммы векторов для примера 1 продолжается до тех
пор пока не останется ни одной ячейки в состоянии L1.

Автомат устроен так, что начиная с пятого такта мы не можем од-
нозначно определить сигнал, который ячейки получают по второй ком-
поненте справа, поскольку имеется бесконечное число ячеек в состоянии
R1.

t = 4

q S B∗ S S L1 S S E1 C C R1 S R1 S R1 S R1 S
ν1−1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ν2−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1
ν3−1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2
ν4−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν11 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν21 - - - - - - - - - - - - - - - - - -
ν31 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
ν41 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0
ψ3 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 2 0 2 0 2 0 2 0
ψ4 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

t = 5

q S B∗ S S S S S E1 C C S S R1 S S S R1 S
ν1−1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ν2−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0
ν3−1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2
ν4−1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ν11 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν21 - - - - - - - - - - - - - - - - - -
ν31 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
ν41 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0
ψ3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 2 0
ψ4 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

На последнем такте этапа вычисления суммы векторов ячейка E1 не
слышит сигнала по третьей компоненте слева и переходит в состояние



B2. На этом этап вычисления суммы векторов для примера 1 заверша-
ется. В случае, когда оба вектора положительны, самая левая ячейка в
состоянии R1 будет концом результирующего вектора.

t = 6

q S B∗ S S S S S B2 C C S S S S S S R1 S
ν1−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν2−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0
ν3−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 2 2 2
ν4−1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ν11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν21 - - - - - - - - - - - - - - - - - -
ν31 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
ν41 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
ψ3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0
ψ4 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Вернемся к примеру 2, т.е к случаю, когда вектора расположены по
разные стороны от центральной точки. Ячейки, которые находятся в
состоянии R∗ перейдут в состояние RR. Переход ячеек в состояние RR
говорит о том, что длина положительного вектора больше длины отрица-
тельного вектора. Значит конец результирующего вектора будет справа
от центральной ячейки. От длины положительного вектора мы будем от-
нимать длину отрицательного вектора. Ячейкам в состоянии RR будет
побитово передаваться двоичная запись длины отрицательного вектора.
Состояние RR должно появиться на один такт позже, чем L1, так как
ячейка E1 должна сначала получить младший разряд в двоичной записи
длины отрицательного вектора и на следующем такте послать соответ-
ствующий сигнал.

ϕ(R∗, zν−1 , zν1) = RR.
ψ(R∗, zν−1 , zν1) = (0, 0, 0, 0).

Ячейка в состоянии E1 передает по четвертой компоненте сигнал, ко-
торый она получила по первой компоненте слева. То есть, центральная
ячейка побитово передает двоичную запись длины отрицательного век-
тора. И, таким образом, ячейки, находящиеся в состоянии RR, понимают
которые из них должны перейти в состояние S.

ϕ(RR, zν−1 , zν1) =


RR, если z1ν1 = z4ν−1

;

S, если (z1ν1 = 0, z4ν−1
= 1) или (z1ν1 = 1, z4ν−1

= 0);

S, если z4ν−1
= 2, z3ν1 = 2;

R2, если z4ν−1
= 2, z3ν1 = 0.

ψ(RR, zν−1 , zν1) = (1, 0, 2, 0).



Сигнал по третьей компоненте ячейки RR посылают для того, чтобы, по
завершении процесса нахождения суммы векторов, затереть все актив-
ные (за исключением центральной) ячейки слева от конца результирую-
щего вектора. По завершении этапа вычисления суммы векторов самая
правая ячейка в состоянии RR будет концом результирующего вектора и
перейдет в состояние R2. Остальные ячейки в состоянии RR затираются.

t = 8

q S S S L1 S L1 S E1 RR RR RR RR RR RR RR RR RR S S
ν1−1 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ν2−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν3−1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ν4−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν11 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν21 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν31 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν41 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ3 0 0 0 1 0 1 0 0 2 2 2 2 2 2 2 2 2 0 0
ψ4 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

t = 9

q S S S S S L1 S E1 S RR S RR S RR S RR S S S
ν1−1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 1
ν2−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν3−1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
ν4−1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ν11 1 1 1 0 0 1 1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0
ν21 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν31 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 0 0 0
ν41 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ3 0 0 0 0 0 1 0 0 0 2 0 2 0 2 0 2 0 0 0
ψ4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

t = 10

q S S S S S S S E1 S S S RR S S S RR S S S
ν1−1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 1
ν2−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν3−1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2
ν4−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν11 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0
ν21 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν31 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 0 0 0 0
ν41 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 2 0 0 0
ψ4 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

На следующем такте ячейка E1 слышит по третьей компоненте слева 0,
понимает, что не осталось ни одной ячейки в состоянии L1 и переходит



в состояние B2.

ϕ(B2, zν−1 , zν1) =

{
C, если z4ν−1

= z4ν1 = 3;

L2, если z3ν−1
= 2 или z3ν1 = 2.

ψ(B2, zν−1 , zν1) = (0, 0, 0, 2).

t = 11

q S S S S S S S B2 S S S S S S S RR S S S
ν1−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0
ν2−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν3−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 2 2 2 2 2
ν4−1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ν11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0
ν21 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν31 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 0 0 0 0
ν41 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0
ψ4 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

На этом этап нахождения суммы векторов для примера 2 завершается.
Этап 4: Завершение работы.
Для примера 1 на этом этапе все лишние ячейки в состоянии R1 зати-

раются, крайняя левая ячейка R1 слышит слева сигнал (0,0,0,2) и пере-
ходит в состояние R2. Ячейки R1, которые надо затереть, определяем по
третьей компоненте. Если ячейка R1 слышит слева сигнал (0,0,2,2) или
(0,1,2,2), то ячейка затирается, то есть переходит в состояние S. Ячейка
в состоянии B∗, услышав сигнал от ячейки B2, просыпается и переходит
в состояние L2.

ϕ(B∗, zν−1 , zν1) =

{
L2, если z4ν−1

= 2 или z4ν1 = 2;

B∗, в остальных случаях.

ψ(B∗, zν−1 , zν1) = (0, 0, 0, 0).

Ячейки в состоянии L2 и R2 посылают сигнал (0,0,0,3) для того, чтобы
все ячейки между L2 и R2 перешли в состояние C.

ϕ(L2, zν−1 , zν1) = BF .
ψ(L2, zν−1 , zν1) = (0, 0, 0, 3).

ϕ(R2, zν−1 , zν1) = EF .
ψ(R2, zν−1 , zν1) = (0, 0, 0, 3).

t = 7



q S L2 S S S S S B2 C C S S S S S S R2 S
ν1−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν2−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
ν3−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν4−1 0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
ν11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν21 - - - - - - - - - - - - - - - - - -
ν31 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν41 2 2 2 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ4 0 3 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 3 0

Ячейки из состояния S могут перейти только в состояние покоя ∗ или в
состояние C.

ϕ(S, zν−1 , zν1) =

{
C, если z4ν−1

= z4ν1 = 3;

∗, если (z4ν−1
= 3, z4ν1 = 0) или (z4ν−1

= 0, z4ν1 = 3).

ψ(S, zν−1 , zν1) = (0, 0, 0, 0).

На последнем такте ячейки L2 и R2 переходят в состояния BF и EF .
Ячейка B2 в примере 1 перейдет в состояние C.

t = 8

q ∗ BF C C C C C C C C C C C C C C EF ∗
ν1−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν2−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν3−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν4−1 0 0 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
ν11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν21 - - - - - - - - - - - - - - - - - -
ν31 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν41 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 0 0
ψ1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Состояния BF и EF — состояния ячеек начала и конца результирующе-
го вектора, а C — это состояние ячеек, находящихся между началом и
концом вектора, при завершении работы автомата. В этих состояниях
ячейки ничего не посылают в эфир и не переходят в новые состояния. В
примере 1 автомат завершает свою работу.

Для примера 2 самая правая ячейка в состоянии RR слышит по чет-
вертой компоненте слева 2, а по третьей справа 0 и переходит в состояние
R2. Остальные ячейки в состоянии RR, если они есть, переходят в состо-
яние S.

t = 12



q S S S S S S S L2 S S S S S S S R2 S S S
ν1−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1
ν2−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν3−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 2
ν4−1 0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
ν11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0
ν21 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν31 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 0 0 0 0
ν41 2 2 2 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ4 0 0 0 0 0 0 0 3 0 0 0 0 0 0 0 3 0 0 0

На последнем такте ячейки в состоянии S, которые слышат слева и спра-
ва сигнал (0,0,0,3), переходят в состояние C. Остальные ячейки в состо-
янии S переходят в состояние ∗. Ячейка L2 переходит в состояние BF ,
ячейка R2 — в состояние EF . На этом автомат завершает свою работу.

t = 13

q ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ BF C C C C C C C EF ∗ ∗ ∗
ν1−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν2−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν3−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν4−1 0 0 0 0 0 0 0 0 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
ν11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν21 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν31 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ν41 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 0 0 0 0
ψ1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ψ4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Описание функций ϕ и ψ для состояний в случае когда оба
вектора отрицательные.

Принцип работы автомата в случае, когда оба вектора отрицатель-
ные, аналогичен описанному в примере 1. Дадим описание состояний для
этого случая.

Состояние R− — это состояние, которое принимают ячейки, находя-
щиеся правее конца вектора большей длины. Это молчащие ячейки, ко-
торые переходят в состояние R1− или в S в зависимости от полученных
сигналов справа. Смысл состояния R− тот же, что и состояния R+.

ϕ(R−, zν−1 , zν1) =


R1−, если z4ν1 = 0;

R−, если z4ν1 = 4;

S, если z4ν1 = 2 или z4ν1 = 3.

ψ(R−, zν−1 , zν1) = (0, 0, 0, 0).

Состояние L− — это состояние на втором такте для всех ячеек, на-
ходящихся между концом вектора меньшей длины и началом векторов.
Смысл состояния L− тот же, что и состояния L+.



ϕ(L−, zν−1 , zν1) = L1−.
ψ(L−, zν−1 , zν1) = (0, 0, 0, 0).

Напомним, что в состояние LC переходят ячейки, находящиеся меж-
ду концами векторов, в случае когда оба вектора отрицательны, либо
ячейки, находящиеся между началом и концом отрицательного векто-
ра в случае, когда вектора направлены в противоположные стороны. В
зависимости от сигнала, который посылают начало и концы векторов,
ячейки в этом состоянии могут перейти в состояние C или L1. В случае,
когда оба вектора отрицательны LC переходит в в состояние C.

ϕ(LC , zν−1 , zν1) =

{
C, если z3ν−1

= 1, z4ν−1
= 0, z3ν1 = 1, z4ν1 = 4;

L1, в остальных случаях.

ψ(LC , zν−1 , zν1) = (0, 0, 0, 0).

В состояние E1− переходит конец вектора меньшей длины. Ячейка
в этом состоянии побитово передает двоичную запись длины меньшего
вектора по четвертой компоненте. Если ячейка в состоянии E1− получает
по третьей компоненте справа 0, то она понимает, что не осталось ни
одной ячейки в состоянии L1−, посылает сигнал (0,0,0,2) и переходит в
состояние C.

ϕ(E1−, zν−1 , zν1) = C, если z3ν1 = 0.

ψ(E1−, zν−1 , zν1) =


(0, 0, 0, 0), если z1ν1 = 0;

(0, 0, 0, 1), если z1ν1 = 1;

(0, 0, 0, 2), если z3ν1 = 0.

Состояние R1− — это состояние в какой-то момент всех ячеек, нахо-
дящихся правее конца вектора большей длины. Ячейки, находящиеся в
этом состоянии, переходят в состояние S, если слышат разные сигналы
0,1 по второй и четвертой компоненте справа. По окончании этапа вы-
числения суммы векторов самая правая из ячеек в состоянии R1− будет
концом результирующего вектора и перейдет в состояние R2. Остальные
ячейки R1− при завершении процесса затираются, то есть переходят в
состояние S. Смысл состояния R1− тот же, что и состояния R1.

ϕ(R1−, zν−1 , zν1) =


R1−, если z2ν1 = z4ν1 ;

S, если (z2ν1 = 0, z4ν1 = 1) или (z2ν1 = 1, z4ν1 = 0);

S, если z3ν1 = 2, z4ν1 = 2;

R2, если z3ν1 = 0, z4ν1 = 2.

ψ(R1−, zν−1 , zν1) = (0, 1, 2, 0).



Сигнал по третьей компоненте ячейки R1− посылают для того, чтобы
после завершения второго этапа затереть все активные ячейки справа
от конца результирующего вектора.

Состояние L1− — это состояние в какой-то момент всех ячеек, нахо-
дящихся между началом и концом вектора меньшей длины. На каждом
следующем такте каждая вторая ячейка, находящаяся в этом состоянии,
переходит в состояние S. Смысл состояния L1− тот же, что и состояния
L1.

ϕ(L1−, zν−1 , zν1) =

{
L1−, если z1ν1 = 1;

S, если z1ν1 = 0.

ψ(L1−, zν−1 , zν1) = (1, 0, 1, 0).

Этап завершения работы, в случае когда оба вектора отрицательные,
ничем не отличается от случая когда оба вектора положительные.

Описание функций ϕ и ψ для состояний в случае когда век-
тора направлены в противоположные стороны и длина отрица-
тельного вектора больше.

В случае когда длина отрицательного вектора больше, чем длина
положительного вектора принцип работы автомата аналогичен случаю
описанному в примере 2.

Опишем состояния для этого случая.
В этом случае центральная ячейка переходит в состояние BR из со-

стояния B>. Ячейка в состоянии BR передает по четвертой компоненте
сигнал, который она получила по первой компоненте справа.

ϕ(BR, zν−1 , zν1) = B2, если z3ν1 = 0.

ψ(BR, zν−1 , zν1) =

{
(0, 0, 0, 0), если z1ν1 = 0;

(0, 0, 0, 1), если z1ν1 = 1;

Ячейки в состоянии L1 и L0 переходят в состояние L∗. Состояния L∗
— это однотактовый сон, ячейки в этом состоянии не посылают никаких
сигналов и не реагируют на поступающие сигналы. На следующем так-
те ячейки в этом состоянии перейдут в состояние LL. Переход ячеек в
состояние LL говорит о том, что длина отрицательного вектора больше
длины положительного вектора. Значит конец результирующего вектора
будет слева от центральной ячейки. От длины отрицательного вектора
мы будем отнимать длину положительного вектора. Ячейкам в состо-
янии LL будет побитово передаваться двоичная запись длины положи-
тельного вектора. Состояние LL должно появиться на один такт позже,
чем R1C , так как ячейка BR должна сначала получить младший раз-
ряд в двоичной записи длины положительного вектора и на следующем
такте послать соответствующий сигнал.



ϕ(L∗, zν−1 , zν1) = LL.
ψ(L∗, zν−1 , zν1) = (0, 0, 0, 0).

Получив сигнал по четвертой компоненте, который передает ячейка BR,
ячейки в состоянии LL понимают какие из них должны перейти в состо-
яние S. По завершении этапа вычисления суммы векторов самая левая
ячейка в состоянии LL будет концом результирующего вектора и пе-
рейдет в состояние R2. Остальные ячейки в состоянии LL затираются
(переходят в состояние S).

ϕ(LL, zν−1 , zν1) =


LL, если z1ν−1

= z4ν1 ;

S, если (z1ν−1
= 0, z4ν1 = 1) или (z1ν−1

= 1, z4ν1 = 0);

S, если z3ν−1
= 2, z4ν1 = 2;

R2, если z3ν−1
= 0, z4ν1 = 2.

ψ(LL, zν−1 , zν1) = (1, 0, 2, 0).

Сигнал по третьей компоненте ячейки LL посылают для того, чтобы,
после завершении этапа вычисления суммы векторов, затереть все ак-
тивные (за исключением центральной) ячейки справа от конца резуль-
тирующего вектора.

4. Время работы автомата

Максимальное время работы автомата T = T1 + T2 + T3 + T4 где Ti —
количество тактов затраченное на выполнение соответствующего этапа.

T1 равно константе 2.
T2 это время выполнения этапа сравнения длин отрезков. В работе

Васильева Д. И.[9] доказывается, что это время равно log2 n+ 2, где n —
длина меньшего отрезка.

T3 равно log2 n, где n — длина меньшего вектора.
T4 равно константе 2.
Таким образом T ≤ 2 log2 n+ 6.
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